Um pouco sobre conjuntos bem ordenados

Proposicao 1: Sejam A e B conjuntos bem ordenados e h : A— B um isomorfismo entre A e B.
Se a € A entdo a” é isomorfo a h(a)™".

Demonstracao: Como h : A— B é um isomorfismo, vale que h|a_> s a7 — h(a™7) é um

isomorfismo. Para obter o resultado enunciado, basta provar que h(a™) = h(a) ™.
Seja y € B. Temos:

y € h(a™) «» existe x < atal que y = h(z).
Como h é isomorfismo, vale que © < a <+ h(z) < h(a) ++ y < h(a) < y € h(a)™’, e portanto,
h(a™) = h(a)™". A

Proposigao 2: Seja (W, <) um conjunto bem ordenado. Se f : W— W é uma fungao estritamente
crescente entao x < f(x), Vze W.

Demonstragao: Seja S = {x € W: f(x) < x}, e suponhamos que S# (). Como W é bem ordenado,
existe a = minS. Por sua vez,

a€eS= fla)<a= f(f(a)) < f(a) (pois f é estritamente crescente.
Mas f(f(a)) < f(a) = f(a) € S: contradi¢ao, pois a ¢ minimo de S e f(a) < a.
Logo, S = () e vale o resultado. A

Proposigao 3: Se (W, <) é um conjunto bem ordenado entao W nao é isomorfo a nenhum segmento
inicial de si proprio.

Demonstracao: Suponhamos a € W e f : W— a7 um isomorfismo. Entdo f é estritamente

crescente e, pela proposigao anterior, devemos ter x < f(x), ¥V x€ W. Em particular, deve ocorrer
a < f(a). Mas f(a) € a7, e portanto, f(a) < a : contradi¢do. Logo, W nao pode ser isomorfo a
a™’, que é um seu segmento inicial. A

Proposigao 4: Se (W, <) é um conjunto bem ordenado, o tinico automorfismo de W é a identidade.

Demonstracao: Seja f : W— W um automorfismo. Entao f é um isomorfismo, e portanto,
¢ estritamente crescente. Da mesma forma, f~! ¢ um isomorfismo, e também ¢ estritamente
crescente. Pela proposicao anterior, temos:

x < f(x) VeeW
r < fHz)= f(z) <z Ve eWw
Logo, f(x) =z, ¥V xe W. A



Proposicao 5: Sejam W; e W5 conjuntos bem ordenados, e considere as seguintes afirmacoes:

(a) Wy é isomorfo a Ws.
(b) Wj é isomorfo a um segmento inicial de Ws.

(c) Wy é isomorfo a um segmento inicial de W;.

Nao é possivel que ocorra duas das propriedades listadas acima simultaneamente para Wi e Ws.
Demonstragao: Suponhamos que acontega (a) e (b). Entao existe b € W tal que

W1 ~ W2 (§ W1 ~ b_>
b—)

Entao teremos Wy ~ , e Wy serd isomorfo a um seu segmento inicial, o que contraria a

proposicao 3.
Analogamente concluimos que nao pode ocorrer simultaneamente (a) e (c).

Suponhamos, pois, que acontegam as afirmagoes (b) e (c). Entao existem a € Wi e b € W, tais
que

Wi ~b" e a’ ~ W
Seja h : Wy, — b um isomorfismo. Como a € W, vale que ™" ~ h(a)_> Cbh 7 C W

Entao temos:

a” ~ hla)” C W,

~ —
CL_> ~ Wy } = Wo h((l)

e portanto, Wy é isomorfo a um segmento inicial de si préprio, o que nao ¢é possivel.
Assim, (b) e (c¢) ndo podem ocorrer simultaneamente. A

Teorema : Dados (Wy, <) e (Wa, <s) conjuntos bem ordenados, ocorre uma e apenas uma das
seguintes possibilidades:

(1) Wy é isomorfo a Ws.
(2) Wy é isomorfo a um segmento inicial de W.

(3) Wy é isomorfo a um segmento inicial de ;.

Demonstracao: Considere o seguinte conjunto:
f={(z,)e Wi xWy: 27 ~ 3y}

e vamos estudar as suas propriedades.

(a) f # 0, pois (Ow,,Ow,) € f, onde Oy, é o minimo de W;, i = 1, 2.



(b)

f é uma funcao, isto é: dados z € Wy e y1,y2 € W, se (x,y1)€ f e (z,y2) € f entdo y; = yo.

(z, )€ f
Com efeito: — Y~y

(:L’ ) y2)€ f
Suponhamos y; < ys. Entdo 477 C v, e, sendo y; 7 ~ 15, concluimos que y; 7 é isomorfo
a um segmento inicial de si mesmo, o que nao é possivel. Analogamente verificamos que nao
se pode ter y, < y;. Logo, y1 =y, e f é funcao.

f é injetora: dados z1,xo € Wy ey € Wy, se (z1,y) € f e (x2,y) € [ entdo x1 = z5.

A demonstragao é andloga a do item (b) e ficard como exercicio para voceé.

[ é estritamente crescente, isto é: dados (1,41), (x2,y2) € f se x1 < x5 entao y; < Y.

Como (w2,y2) € f, existe um isomorfismo h : 25,7 — v, . Sendo z; < ¥y, tem-se que

x1 € x,7. Como h é um isomorfismo, vale que h(z;”) = h(x1) ", e portanto, x; " ~ h(z1) .
Logo (x1,h(x1)) € f. Como também temos (z1,y1) € f e f é fungao, resulta que y; = h(xy).
Sendo h(x1) < ys, obtemos igualmente que y; < ys.

Como W; e W5 sao conjuntos bem ordenados, vale que, dados (x1,y1), (z2,y2) € f, tem-se

que x1 < xg > Y3 < Yo, € portanto, f é um isomorfismo entre o seu dominio e a sua
imagem.

Vamos designar A o dominio da funcao f e por B a sua imagem. Entao f é um isomorfismo
entre A e B.

Vamos provar que A = W; ou B = W.

Se A# W; entao A é um segmento inicial de Wj.

De fato: seja x € A e suponhamos z € W; com z < x. Vamos mostrar que z € A. Como
x € A, existe y = f(z) tal que (z,y) € f, e portanto, 2™~ ~ y ™’ : existe um isomorfismo
h:27—y . Como z € v (pois z < x), tem-se que h(z)€ y e h|z_> L2 — h(2)7
é um isomorfismo. Logo, (z,h(z)) € f, e portanto, z € A. Assim, se A # W; entao A é um
segmento inicial de Wj.

Se B# W5 entao B é um segmento inicial de W.

De fato: sejay € B esuponhamos z € W5 com z < y. Vamos mostrar que z € B. Comoy € B,

existe z € A tal que (z,7) € f, e portanto, z™7 ~ y : existe um isomorfismo h : 77— y 7.

Como z € y~ (pois z < y), tem-se que h~'(2)€ 277 e h|_1_> c 27— h7Y(2)77 6 um
4

isomorfismo. Logo, (h™!(z),z) € f, e 2 € B. Assim, se B # W, entao B ¢ um segmento
inicial de Ws.

Suponhamos que A# W; e B# W,. Entao A e B sao segmentos iniciais de Wy e W,
respectivamente, e como W; e W5 sao bem ordenados, existem a € Wy e b € Wy tais que
A=a""eB=0b". Dessa forma, temos a ~ ~ b, e resulta que (a,b) € f.

acEA=a"=a<a
beB=b"=b<b
B =W, o que termina a demonstracao. A

Por sua vez, (a,b) € f = contradi¢ao. Logo, ou A = W; ou



