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Eq de onda em I dim

Resolvendo a eg be onde

Exemplos de ondes 2s ondes me corde

ondas senoras em 1 dimensio

ondes senoras em ague e solids

ondes senoras no atmosfera
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Energiatransportable he propagates corde vibrate

Som em I olimenséo
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Eq de onde em 3 dimensoes



Ondas esta en Todas as partes

som terremotos but radio ague ondasgrevitecionais

podem carregar ENERGIA

Momento Anquan

Sht transporter mateyMOMENTO LINEAR

EQUACHO DE ONDA EM I DIMENSIO

Considerames

an
X

Preciseness de fungo de x forme da onde

dependencia temporal propagate

fix t

Mas no todes fix t representam ume oude a forme
de oude ga FA t y

deve se menter so que estaré

em lugares diferentes

Exempla simples forme parabolic

n

depois dotempo t o minim

Ifa esteem it
fix x rt



IMPORTANT para descrever ume onde

FA f x ut o propagate a

Pore inverter o sentido de propagate v r

I

fix rt on dese propaganda pore direito

fixtgt sonde se propaganda pore esquerde

TODOS O'SFENIMENOS ONDULATERIOS OBEDECEM A MESMA EQ DIFF

INDEPENDENTEMENTE DA QUANTIDADE FTSICA REPRESENTADA POR f
QUAL É ESSA EQ DIFF

Def U X Iot FIX rt flu
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d
para eliminer o sinel pere enontrer

ume eg diff Validepere ondes se

f propaganda em ambes as direges
derivomos novemente
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EQ ONDA F eg diff as

derivates perciais

Verems mais tarde quel o significedo fisico de f olepende

do fenimeno

RESOLVENDO A EQ DE ONDA

HE varias tecnicas pere resolver una eg de oude

Umas destas olévide a Bernoulli é a tecnico de separego
de variaveis

Idea procurers f x t fxAl ft t to

Inserende he fungo de oude

3 ft Fx Effy If Efl
Fx

depende openes det X G depende apenade X



derivando hovamente respeito at

ft AFI 0 ft W const

derivande hovemente respeito a x

II Eff i w

fx
y

1 WE te

W e le soo apemes homes convenientes

Temos obtide 2 ODE de Segunda ordem que sabemes resolver

ft t a cos wt t az sin wt

fx x b cos text t be sin lex k Wr

a solugo mais geral seri

f x t A Coswt cos lex Arcos wt sin lex As sin wt cosflex

AL sin wt sin lex



As constantes Al 4 soo determinedes peles condiges de

contorne t condiges iniciais

A lg W ter é chamade de RELAGAT DE DISPERSIO

I am terrene terrene de Fourier que a firm que

quelques solves be eg de oude pode ser escrite come some

de modes hormais oscileges fundamentals

f X rt I Arcos textcostweet Bn Costelsin wet
Ge sin text cos wet Die sin flex sin wet

t

fix Fifth cosflex Ge sin text

queue f satisfaz certes propriededes é periodice FAI fats
e quatrede integravel fax fix existe

Defate o queesters vendee é o fato de que o espase des

selvages de eg de oude é um espay veto rial com base

ortonormal infinite cortex sin flex

A ortonormelidede se de respeito ao produto esceler

Sok sin lex cos k x 0



Integreis importantes

ok cos Ehx 0 fax sin 4thx

dx cos 4thx cos It x 8mn

dx sin Thx sinpityx E Smn

delta de Kronecker

Inn
men

0 Mtn

Na expanse para f x escrevends k 21h por causa de periodicides

f x I Am CosThx Cm sin It x

podemos calculer Am Cm usand a ortonormalidede comepere
o cellule des componentes de um veter

Jax fat cos It x EASE cosFIIXsfthX

C ok sin ZITIX Cos 211 X

I SmnAneEAn



amelago pere alaler Cm

Obs importente usande cos ap Cosacospesinasimp

sin xp Sina cosp I supCosa

Podemos rescrever

fix t I die cos tex watt't pre cos text with

mostre

ondas harmonicas de extenséo infinite

k numero de onda II 7 Comprimento de onde

WEfrequencia It T periodo de onde

ondas periodices podem sempre Ser decompostas em combineges

lineeres de ondes harmonics simples



EXEMPLOS DE ONDAS EM DIFERENTES MEiOS

1 ONDAS EM UMA CORDA EQ CORDA VIBRANTE

Vamos
agore mostror que ondes en une corde satisfazem a

eq de oude e vanes calculer V

Corda em tense desorita pele tens.ro T suposta Constante

densidede linear y

Ngam

Eg Newton para o pedecinto de

gift
are

X na tem MovimentoEN ax

t fix y dm Ty xtax Ty X

Mas dm p dx o sinD too x Jf
o Ty Tsin O



pdx FAE
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TYy xtdx TIFA
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IT FAIDX
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I
A destamento vertical

I
v2 velocidede onde

Z ONDAS SONORAS EM 1 DIMENSIO

o ondas meadnices f se propagem openas ne presence de um meio

o ondes longitudinal associates a variages de presse

pequenes comparades on equilibria

Vamos supor que o meio tenhe

Po pressto be equilibria
onto

fo densideote de equilibria

the onsencia de

Na presence de onde plx.tl pot p x t

f Ait got fix t



com I fl k Po I 51K fo

Vamos considerer um cilinotro

X Xtdx Free A

Guy Hoyt u Ait desbcemento
do fluids

PEQUENO

Volume antes de desbcemento Vo A ok X Adt

Apis o desbcemento Votdv AXtdxtulxtdx.tl
untilLA

ok u 2yd
UHI

A Italy ok

IV 1 34

Em termos do densidede fo fo got f ft
got f ftp.af.fi of f of 24



Vamos
agora clatter a eg de movimento da porco de

meio contido entre x ext ok

X XtDX

FA
adm_fAdx a FA dx

dm 3 FAI FA dx AfpAl pixton

tAfp p TEDx

ga.kz Adx2E f FE Ex

Temos portent

4
924

SEE Ey

O ultimo ingredient que falta é una eg de estado

p pls

pot p pgot5 pls 2ft 5
I

p 21,15 ou p s



Logo 62 24 3,1 2,1134

1
II ts

2
24124 com Ts Est

Podemos também escrever

Fei Effi vs's r 2 v3 ft
Vs II a pressie satisfaz a mesme

G de oude com a mesma velocidede

Usande p vs f podemos mostrer imediatamente que

Fi ri

21 ONDAS SONORAS EM AGUA E SOLIDOS

l def MODULO DE ELASTICDADE VOLUMETRICO B

B off



Como ft B I go Vigo

v5 B
fo

2 Alguns exemplos

a Agua Be 2.2 109Em

vs 1483 Efo
103
Hm

b Roche B 9.4 10 Er vs 60009

8 2600
3

a Aterro B 1.5 107Ny
5 100 E

fo 1500 KIM

2.2 ONDAS SONORAS NA ATMOSFERA masse

gas

Do modulo determodinamia pv nrt n nomoles L
Mmol

t masse
Eq de estado pls p Rt Im molar

I
f RIMmol



Em 1816 Laplace Compreenden que as compresses expenses sonoras

so too répidas que noo he tempo habit pere ter trace de alor

process adiabatic

y
1.67 gas monoatomi

p by 8 93 I
14 gas

diatomic
AR

Logo v5 31 865 84 8 E
fo

Exemplo T 350 So 1.15 kg

Po 101709 p

Us 7351.88 my

T 00 So I 1.2922 Ems
vs 331.3 Is

Po 101308 Pa

3 ONDAS NA SUPERFICE DA AGUA

Apeser de ser um dos exemplos mais comms de ondes a matemé

tice envolvide é complicede curse de meanice de fluids porque
o movimento é circular combineto de movimento longitudinal e

transverse

HOW



Aqui reportamos apenas a formula pere a velecidede

F get f tgh
hie a tense superficial

v a h allure

f densidede

k numero de oude
7At

Para h I v7 ague muito profunde tgh Kh 1

O minims de velociolede corresponds a te tal que

Ky K Ef
e podemos rescreever

E f it
g Itf

Temos 2 cases a KD K AKA

We E É TE FK
b KKK 77 7 1

Ex

Important neste case v depende de ka

a onde tender se deformer he propagates meio dispersive



CONDIGES DE GNTORNO

Tendo estudedo alguns exemplos de ondes Vamos agore facer has

condiges de contorno

Exempt CORDA VIBRANTE

2 tipos de condiges de contorno

DIRICHLET Orde fixe I
sematrito

NEUMANN corde livre Not
seem masse

Vamos Ver alguns exemplos

I Corda fixe has dues extremidedes Dirichlet Dirichlet

fieIX t areCosflex coswet be cosflex sin wet

a sinflex coswet t die sin lex sinwet

X O flo t 0 are coswet t be sin wet

devendo Valertt precisemos de ar o ble

x L FIL t O sin Kl G coswet die sin wat

devenoloveler ft e noo podende esother Ge o de

porque neo existirie onde comital esathe

Somos forgets a considerer

Kl Tn h inteiro



Conclusto para corole fixe has dues extremidedes

fuk t sin TYx Ge coswet diesin et

Fran
A coswnt t d mostre

com un V kn TI v frequencies dos MoDoS NORMAis

Obs important a onda obtide no é ole forme fix et
mas flag t
ONDA ESTICIONARIA

Podemos
sempre imagines a oude estaciouérie como

Fn A sin Itx cos wht t d

sin Atp sind Gsp cosa siup

sin x p sin a cop Cosa siup

x wut t d P Knx

Azfin wht tux to sin Wnt Knx to

I
sinfkn Ktvt to sin knlx rt y



2 Cordlefixe em ume estremidede e livre ne outro Dirichlet Neuman

Livre quer dizer que II Lt 0 a extremidade fice horizontal

Como no exempt antecedent

X O filo 4 0 fie sin flex Gecostweet desinwet

mas agora

L 341 0 Eff k cos Klf o

KL 24E

e Wn rien 2nt v frequencies dos
MODOS NORMA'S

3 Corde livre has dues extremidades Neumann Neumann

exercicio

As mesmes condiges de contormopodem seraplicedes pere o

som

parede
aberture



a parede a deslocemento UCxparede 4 0

b aberture u o mas p o fporquedeveserignel I

pressedexterna

Como Pa 5 34
Exlyaberture



ENERGIATRANSPORTADA NA PROPAGATE

a arde vibrate

x
Energia carregade por um trecho de comprimento oh

I cinétice ok I dm Zf Imax If
energiolamprimento YE EM 21

2 potential o quecoba a corde em movimento faztrabelho
A

pig
Vamos considerer a tense
a esquerole

Quento a cord é esticada em x

JEST Ax AX FAIT Ax

Io ERE t ax

Ex ax

Ex



Logo a densidede de energie total é

quadratica he

M Fg t THEY amplitude

Podemos também definir a Potencia

P KENJI
fore que tire a
Corda de equilibria

Usando If Art A

FE AAH VA
Ex JE

P IE GET I M EY
w u

o coeficiente deff he potencia

é chamade de IMPEDANCIA Z

Veremos que Z jogaré un papel
essential he proposes entre meios

diferentes

Podemos charger on mesmo resultado usando off



P off off off JE 9741 IE IEEt
in

NAME

v MET THEY FIT
Lorie t.FI

b Som en une dimensto

Agora tomes em um volume Vo de interesse

Ek ME SoV 24

Por otro lado a perturbed he pressesp faz trabelho pore
expandir o volume de Vo a V Vo EV

W Sipon Yg ftp.lp ftp.t
Iof IIe

UG EYE



A energie total corregade por une onde Sonora é portent

E soV E t I ftp.p

Ies FEE
I usendo P Vij Vig24

I s PETE V'S I D
Para ondes progressives U U XIVst

Ex t.IE
N

E Ee E e E e E
Usand esse resulted podemos coleuber a potencia

P JE dg of So E A
sty It

IS
I Vsfo A 34



Como a frente de oude he som é a superficies A para
obter um resulted independente de A defining a

INTENSIDADE

I I Use É
IMPEDINGA ESPECIFICADO MEIO

Parentese OUVIDO HUMAN0

Ovide humeno funcione em escele legaritmice me intensidede

L 10 logo Ig To 15 0 dB

decibel

limier do ouvi.de humeno

misice
berulhenta

avid
Shove

the

46 gf of
this dB



JUNGAO ENTRE DOIS MEios

Vamos agore Ver o que acentece he junco entre dois meios

usendo o exempt de corde

T M TzMr

X O

T
Sabemos de experience que soltendo une oude progressive

em Xko one cheger he junco teremos une parte refletiole
Cem E e une parte transmitide em D

E FI VITE Vi g Xo

D FAI VEYAI VE E X o

Na junko i AE o t AD o t At

2 a eg de Newton é

MAXZITO t T.LA oH Tz2yCot

fax o

Ti JAE10,4 Tz Zay at



Vamos
agora escrever

incidente refletide

Aek.tl fi t t fr tty
ADIx.tl fit g

forme conveniente do argument que deixe

as calculus mais simples

e imper as condiges he junco

Ae lot AD10,4 filth fr t felt

T JAE10,4 Tz Zay lot Tf filth t fila I ftp.filt

integrands

I frit fila E felt te

y
se no fosse hub

o ledo direito terie
um destamento
Constante c o

Resolvendo o sistema

fr Iti E E
E g

ti ft fi



Mas Ee Z impedance Zz

fr I fi fi
z f bi

Definimes R ZEE coeficiente de reflexes

T ZZ
zz

coeficiente de trensmisseo

Ji vines que a impediencia Z aparea he expressed de

potence P Z Zf
Por que esta operecende aqui também Porque este dizendo que

a potence é conservade he pessagem de onde pere o Segundo

Melo

Pi Ziff
Pr Pt R't E T PiPr 21 211 2 RYLEY

MEEEEE.FIPt Zz FEY ZzTRIY
ZitZi 2Z Zzt4Zizi P

Z Zz 2

LEEZA Pi Pi



As expresses fr Rfi
ft Tfi

soo completemente gerais Pare his convencermos Vamos considerer

O Caso do som

fi Vi f V2

O

Em X 0 1 Melt Ud t ft

2 dm 2 Fa Fe
8m o

o Fa Fe

Ii
poppop
Pogue

potted
po vis f

po vis

soo exatemente as mesmes equeges de arde am a substiti

Ti give

isso has love a considerer Zi fi SII fi Viin
impedenciado
som queje

encontremos



Importante o que acontece quando o segundo mei é

una parede

Corda

t d
Zparede Mv Zperede f V

g p
Ift de o

fr ZIG fi fi onde refletide inverte a

amplitude

ft 2Itz fi 0 met he onde trensmitide



EQ DE ONDA EM MAIS DIMENSEES

Vimos que quando e onda se propage em I dim ele obedece

It P

Como generalizemos a mais dimensies

Vamos Ver um exempt concrete propagago do som em 2 dim

Vamos seguiro mesmo roteiro que foi seguide em I olim
a VariaGo Volume

b veria odenside.de

c eq movimento

d eq de estado

ayeytdy
Volume Nisto de aime T

s suxlxtdx.gl

UyNy
Y x xtax

golfure
Vo h xox X Eytolyl y hdxo.ly

V h Atdxtuxlxtdx.us xtuxlx.glJflytdytuy xytoly fytuy

x.ykhfotxzydxJfoly Bydy

IV 1 34 1 34



I Vo 1 34 34
V HFT

divergent F I

I The

Densidade de conservego de Messe follo SV
I gotdg Votaw
Igorot dgVotfodV

I of of tie

Eq movimento agoretemos 2 componentes

dm 2 V21
2X

dm
Voy

So II Ip

Eg de estado funcione come to case 1 dimensional

dp vide V5 241



As egresses que from obtides soo

of Fi g FE Ip dp vids

I 2 3

Tomemos 3411 BE g F FE F Tip Tipin

1 ex tag Fengtai

Logo If TY
V55s

t If Ep

a Jf Tip BE tip
T
3

Descobrimos que e eg donde en mais dimensies é

VFA com F'A 3ft 3



ONDAS PLANAS ESFERICAS E CILINDRICAS

Vamos considerer ume onde progressive em mais dimensies

del f x ut para deixaro argument adimensional

multiplico por k 2,1

I
f kx Kut f Kx wt

I
em d l X F

K T
d

f CRI wt

Pare ondes harmonicas temos

Cos Rt Wt on sinCRI wt

on mais em gerel podemos escrever

eitkyWI

fuse de oude



Frente de oude superficies ne quel e fore é constante

para t fixo
superfine Ft const

phew onde plane

Frente esfére one esférice

cilindro onde alinderice

O que determine o tipo de oude é e fonte

No Caso de ondes esférices e cilindrices é melkor user

coordemedes esférices e alindrices

cord esférices At ra testing q
sinoff

r 0,4
Fino ft

word cilindricas FA f ft ft fit

ONDAS ESFERICAS JK Ker
D

No Caso de ondes esféricas K Ker

a false é constante quando r const e noo he



dependencia de O ou 4

apenes a parte radial de Laplacian importa

FAIA I rata

I
Vamos definite ffrit rAfrit

t
I Ifi If eg de onde em I dimensio

µ
ffr.tl fer vtl g rut

a fungo Alrth é de forme

Alr th I flat g rt rt

To a amplitude dove air comet

Poderionies ter chegade he mesne concluséo impondo

conserveto de energie e lembrande que a intensidede

depende do quedrado de amplitude

r

P I Area

I I http



para ter ume constante I L t amplitude at

ONDAS CILINDRICAS

Agoraterms I
K key

I

a fosse neo depende de O Z

eq de onda vire

436
Pera entender a dependencia de amplitude me distancia f
Vamos Usar a conservabo de energia

P I free I 211th

amplitude at
u

substituinde A f Ke wt t g leftwt

he eg be onde descobrimos
que é solutes apenes

pere Ke771 indicego que a eg é mais complicede



ONDAS PLANAS

Important longe de fonte e locelmente quelques frente
de anole aperece plane

bem aproximada

I por um phew

curvature bal é pequeno



INTERFERENCIA

O que acontece somand 2 ondes Superposing interference

fontel fontez

11 p
mite longe
d

ondes phones
A AocosCkx wttg

Az Ao cos Kx wt th

onde total A Ait Az

I Ao cos lex wt 4 Ao cos lex wt th

I Ao Refeittex wt th e
i flex wt th

I A Re fei
flex wt

Leith e
ik

I
A ReLei

flex wt
e ei

9
e ily

TEE12A

cos Kx wt Et cos 4

in
diference de
fose

Vamos other is poténcias médies

PT Z II Z Ao w sin ex wt 4 ZAID P



Pare a onde total

P Z II LZAI w sin tex wt 4 65 11
I
4PT as E

Tens 3 asos 1 A 4 0 P 4PT int construtive

2 A Y T P o int destructive

3 14 varia no tempo 6544 L
I

D ZP
fontes me correlecionades

Vamos agore complicer um pouco

interferencia entre A Ao cos Kix wit
A Ao cos KzX Wat

Escrevendo W It

We D yo

k Ft

K K I
A Az Ao cos Igt tht

Ao Cos Ex Wt SIX tf
I



I Ao atb cos a b

12Ao cosa costs

12A cos ait cos Ex Et

Quando AK KT AW KO

terms wine onde Cos Ex tot com amplitude modulede

por as stexfut que varia devagar

ILIFF

M

Esse é o exempt mais simples be grupo de ondes

pacote de ondes



VELOCIDADE DE FASE E DE GRUPO

Velocidede com que se deslace um ponto de fuse constante

velocidede de fuse

Y Tx It off O INT T Vf Of

Velocidede com que se deslece o grupo de ondes como un todo
é a velocidede associate a um ponto de envoltoria

Velocidade de grupo

AtxE 2A cos Alex Int
b

AfVg Az 0 Vg Ft off

Exemplo 1 CORDA VIBRANTE

V const Vf Vg V

meio no dispersive

2 ONDAS EM AGUAS PROFUNDAS

WH Sgt
If WE meio

dispersive

Vg EVE EVE



EFEITO DOPPLER

Até agora fonte e receptor parados

O que acontece quando um dos dois on ambos esta em

Movimento Vamos tomar VFR Vs
velecidede fonte receptor

a Receptor parade toute se aproximendo com velocidede Vf

em repouso F emite ondes
of I 1 1 or

de comprimento to

Vs To

y period
Velocidede no ref de repouso
do meio

E O

F us
R

E To

F Receptor Mede 2 frentes
6 so i R
Vfto separedes por

Xt Éfrente emitide A Us Vf To
frente emitiole em to

em t To Vs Vf Es

la EA



Pare Vf Vs 7 70

Em terms de frequencia v t

I
t

v Vo frequencia medide é moior

Quando a fonte se afaste Vf Vf

X I E to Do Ve

Hy
Vo Vo

frequencia medide é menor

b Fonte parade receptor em movimento com Vr

To

I I I fr to

4 3 2 7

Em to R recede a frente de onde 1

Depuis de quentotempo recebe a frente de oude 2

R Xp Vr t

Frentez XE Ao t Ust



Impondo XR XE Vet Dot Vst

I
to Vs VR t

I
t IF T period mediolo

Em termos de To

T Into V Vsj Vo Vo

Quando o receptor se eproximo VR Vr

V Vs Vo V0

c Quando os dois efeitos soo combinados

V Yg y if
I Receptor se afestendo f eproximendt
Fonte se afastendo t oproximando F



CONE DE MACH

O que acontece quando VF Us

A fonte passe e frente de onde por ela gerade

E O
F

t T F

p

k
t 2T

g
4 F

cone de Mack

No tempo t a primeira frente de onda percorre

FT Vst

No mesmo tempo t a fonte percorre

FF Vf t



o angulo de cone de Mach é

FF sina FP sin x

faz sentide openas pere e



ALGUMAS APLICAGOES DO EFEITO DOPPLER

O efeito Doppler é um fendmeno que aplice me openas

para som mes tembein para e lez

Wo
1 TFDc w
Fyi

On V Velocidede fonte
K versor entre fonte e receptor

O efeitoDoppler de luz é asado muito me astronomic emisséo

de atoms se de em frequencies bem definiolas

Caso e fonte esteje em movimento respeito e nos medimos

frequencies diferentes
Frequencies emitide

por une fonte emw
repouso

E
TE

ng
t Ed I then

I TFI

IF

I
OF

A Nell fonte se afastando

R WL Wo REDSHIFT

W



F T.hr I fonte seaproximando

Lvf W Wo BLUESHIFT

E


