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1º semestre de 2023

Prove que as seguintes fórmulas são verdadeiras para todo inteiro n, com n > 0.

a) 13 + 23 + 33 + · · ·+ n3 =
[
1
2n(n+ 1)

]2
Demonstração:

Provaremos por indução em n.

Caso base: n = 1

Por um lado, 13 = 1. Por outro lado,
[
1
2 · 1 · (1 + 1)

]2
=

[
1
2 · 2

]2
= 12 = 1. Logo, vale para n = 1.

Agora, vamos supor que a demonstração vale para n e vamos provar para n+ 1.

13 + 23 + 33 + · · ·+ n3︸ ︷︷ ︸
HI

+ (n+ 1)3 =

[
1

2
n(n+ 1)

]2
+ (n+ 1)3 =

n2(n+ 1)2

4
+ (n+ 1)3

=
n2(n+ 1)2 + 4(n+ 1)3

4

=
(n+ 1)2(n2 + 4(n+ 1))

4

=
(n+ 1)2(n2 + 4n+ 4)

4

=
(n+ 1)2(n+ 2)2

4

=

[
(n+ 1)(n+ 2)

2

]2

b) (1− 1
2 ) . . . (1−

1
n )(1−

1
n+1 ) =

1
n+1

Demonstração:

Provaremos por indução em n.

Caso base: n = 1

Por um lado, 1− 1
2 = 1

2 . Por outro lado, 1
1+1 = 1

2 . Logo, vale para n = 1.

Agora, vamos supor que a demonstração vale para n e vamos provar para n+ 1.

(
1− 1

2

)
. . .

(
1− 1

n

)(
1− 1

n+ 1

)
︸ ︷︷ ︸

HI

(
1− 1

n+ 2

)
=

(
1

n+ 1

)(
1− 1

n+ 2

)
=

(
1

n+ 1

)(
n+ 2− 1

n+ 2

)
=

(
1

n+ 1

)(
n+ 1

n+ 2

)
=

(
1

n+ 2

)

1



c) 1 + 2 + 22 + · · ·+ 2n−1 = 2n − 1

Demonstração:

Provaremos por indução em n.

Caso base: n = 1

Por um lado, 20 = 1. Por outro lado, 21 − 1 = 2− 1 = 1. Logo, vale para n = 1.

Agora, vamos supor que a demonstração vale para n e vamos provar para n+ 1.

1 + 2 + 22 + · · ·+ 2n−1︸ ︷︷ ︸
HI

+ 2n =

2n − 1 + 2n =2n + 2n − 1

=2 · 2n − 1

=2n+1 − 1

d) 1
1·2·3 + 1

2·3·4 + · · ·+ 1
n·(n+1)·(n+2) =

n(n+3)
4(n+1)(n+2)

Demonstração:

Provaremos por indução em n.

Caso base: n = 1

Por um lado, 1
1·2·3 = 1

6 . Por outro lado, 1·(1+3)
4·(1+1)·(1+2) =

4
24 = 1

6 . Logo, vale para n = 1.

Agora, vamos supor que a demonstração vale para n e vamos provar para n+ 1.

1

1 · 2 · 3
+ · · ·+ 1

n · (n+ 1) · (n+ 2)︸ ︷︷ ︸
HI

+
1

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)
=

n(n+ 3)

4(n+ 1)(n+ 2)
+

1

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)
=

n(n+ 3)(n+ 3) + 4

4(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)

=
n(n+ 3)2 + 4

4(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)

=
n3 + 6n2 + 9n+ 4

4(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)

=
(n+ 1)(n+ 1)(n+ 4)

4(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)

=
(n+ 1)(n+ 4)

4(n+ 2)(n+ 3)

2


