Camada Limite



1)Equacoes de Prandtl para a camada limite

u(x,y)




A equacao da continuidade e as equacgoes de Navier-Stokes, para as

dire¢oes x € y, considerando escoamento incompressivel, bidimensional
¢ permanente e 1ignorando a gravidade, sdo:
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Essas equagdes sao simplificadas usando uma andlise de ordens de
grandeza. A derivada Ou/Ox pode ser considerada como tendo uma

ordem de grandeza U/L. A derivada dv/dy pode ser considerada como
tendo ordem de grandeza v/o. Da equacao da continuidade:

5
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Como a espessura da camada limite ¢ bem menor que o comprimento da

placa (0<<<L) e a velocidade u tem ordem de grandeza proxima da
velocidade do escoamento externo U, temos como conclusao que

D<<<y.



Fazendo uma analise de ordem de grandeza da equacdao de Navier-

Stokes na direcao x:
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Se aproximarmos a ordem de grandeza de (’32u/ ox” por U/L" e 82u/ 8y2
por U/, teremos que no termo viscoso da equacdo de Navier-Stokes na

direcao x:
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Assim, a equacao de Navier-Stokes na direcao x fica:

2
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Da equacao de Navier-Stokes na direcao y:
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Ox oy yoXo)Y o ayz

—_ — —_—

SU_osU” 5 sU sU? ov-su

LL LL [“rsLL Lz g2

Como todos os termos sao equivalentes aos termos da equagao na
dire¢ao x multiplicados por d/L, chegamos a conclusado que:
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Como o0<<<L, podemos entdo dizer da equag¢ao de Navier-Stokes na
direcao y:



a—sz (1.10)
oy

Diz-se que o gradiente de pressao do escoamento externo € impresso na
camada limite. Assim, em resumo, as equacOes de Prandtl da camada

limite sao:
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escoamento externo irrotacional
(equacao de Euler ou de Bernoulli)
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Para um corpo de forma arbitraria, a velocidade U, do escoamento
externo em geral sera diferente da velocidade da corrente incidente U,
variando ao longo do comprimento do corpo. Para um escoamento
incompressivel, essa velocidade pode ser relacionada com o gradiente de
pressao através da equagdo de Bernoulli valida para o escoamento
irrotacional externo:

1>
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Que fica:
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Dado que U, representa a velocidade no topo da camada limite e ¢

funcao s6 de x, ndo variando com y, podemos usar o simbolo de
derivada total. Assim, a equacao (1.12) fica:

2
M oMoy, Wey, 1 (1.16)
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Essa equac¢ao tem como condi¢oes de contorno:

u=0 para y=0
u=U, para y=0



Exemplo: O perfil de uma camada limite laminar pode ser aproximado
por:

Obtenha o perfil de vorticidade e mostre que para y=0 temos @w=0.
Solucao:

@w=V xii,logo para um escoamento bidimensional:
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No caso dado:

wzw(y—lj
o \o
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Isso resulta @ = s para y=0 ¢ w=0 para y=0.
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2)Solucao de Blasius para a Camada Limite Laminar sobre uma
placa plana paralela a corrente

Para uma placa plana paralela a corrente ndo temos gradiente de

pressdao ao longo da placa: U,=U em toda a borda da camada limite e
Op/0x=0. Assim, a equacdo de Navier-Stokes fica:

WMy, O 2.1)

Blasius demonstrou que o perfil adimensional »/U ¢ funcdo de uma
unica variavel adimensional 7 dada por:



b
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O perfil de velocidades ¢ dado por uma funcao f(7) de modo que:

u ot
Tl (2.3)

Através da funcao f(77), a equacao (2.1) pode ser escrita:

f”’—I—%ff”:O (2.4)




Essa equacgao foi resolvida por séries de poténcias com as condi¢oes de
contorno:

f(n=0)= f'(n=0)=0 (2.5)

f'(7— ) —>1.0 (2.6)

A solucio ¢é:



imid LA RE9) f=ulU
0 0
0,2 0,06641
0,4 0,13277
0,6 0,19894
0,8 0,26471
1,0 0,32979
1,2 0,39378
1,4 0,45627
1,6 0,51676
1,8 0,57477
2,0 0,62977
2,2 0,68132
2,4 0,72899




=y [UA )" f=uwU
2,6 0,77246
2,8 0,81152
3,0 0,84605
3,2 0,87609
3.4 0,90177
3,6 0,92333
3.8 0,94112
4,0 0,95552
4,2 0,96696
4.4 0,97587
4,6 0,98269
4,8 0,98779
5,0 0,99155




Como a velocidade u vai tendendo assintoticamente a U, a espessura da
camada limite fo1 definida como sendo a cota para a qual u=0,99U. Dos
resultados de Blasius, se obteve:

o 5

“_ 2.7

x +/Re, (27)

Onde

Re =% (2.8)
14

O coeficiente de atrito € dado por:



S HU?
) P
E, dos resultados de Blasius, resulta:
0,664 (2.10)

Cf_JRex

Se a placa tem largura b, a forca de arrasto sobre um lado da placa pode
ser definida como:

L
F. = jo T parede DX (2.11)
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Adimensionalizando:

Fx _ 1 L T parede
0
bL 1 U

1 b dx

(2.12)



O termo da esquerda ¢ o coeficiente de arrasto Cp relativo a um lado da
placa:

1 Fy (2.13)

= pUbL
5P

CD:

A equagao (2.12) resulta:

C —le d (2.14)
D=T ) Cr ax :




Substituindo a eq. (2.10) do coeficiente de atrito na eq. (2.14) resulta:

=228 (2.15)

JRey

Nesta ultima expressdo, o n° de Reynolds baseado no comprimento da
placa ¢ dado por:

Re, =YL (2.16)
Vv




Exemplo: Ar (o=1,2 kg/m’, 1=1,5x10"m"/s) escoa sobre uma placa
plana paralela a corrente de comprimento L=1m e largura 5=0,5m. A
corrente incidente tem velocidade U=3m/s.Calcule:

a)A espessura o0 da camada limite para x=0,5m;
b)A velocidade u para x=0,5m, y=9/2;

c)A tensao na parede 7, para x=0,5m;

d)A forc¢a de arrasto sobre um lado da placa.

Solucao:
a)A espessura da camada limite ¢ dada por:

o 5 com ReX:Ux_ 3-0,5 _10°

14 _1,5><10_5

x Re.’




5 5

X= .
Re,  10°

b)Na posicao especificada podemos calcular 7:

U 3
n=y|l— | =0,004 s = 2,5
VX 1,5x10 -.0,5

Da tabela de resultados: f=u/U=0,75

O = 0,5 0=0,008m ou 8 mm

Logo: u=0,75 .3 u=2,25m/s



¢)O coeficiente de atrito ¢ dado por:

0,664 0,664
C Jogo ¢ c~0,0021
" Re, = T e a
1 1

to=cr pU? =0,0021.5.1,2.32 7,=0,011 N/m’

d)O coeficiente de arrasto ¢ dado por:

1,328 comReL:ULz 3.1 =2x10°

JRe; v o 15x107

CD:



Cp=0,0030

F. :CD% pU? bLzO,OO3Oé.1,2.32.O,5.1

F,=0,008N



3)Espessuras de Deslocamento e Quantidade de Movimento

A Espessura de Deslocamento 5*( as vezes chamada na literatura o;) €

uma medida do déficit de fluxo de massa da camada limite em relacao
ao escoamento 1rrotacional externo (também chamado escoamento
potencial):

o o
U, 5 = _[Uedy—judy
0 0

Resulta:

% o u
-5 o

e




A Espessura de Quantidade de Movimento € (também chamada na

literatura de o,) ¢ uma medida do déficit de fluxo de Quantidade de
Movimento da camada limite em relagdo ao escoamento externo
irrotacional:

o o
Ue.pUeﬁz_[Uepudy— jupudy
0 0

Resulta:




4)Equacao Integral da Camada Limite de Von Karman

A equacao (1.16) da camada limite ¢ dada por:

2
ou ou edUe ) 0“u @.1)
ox Oy dx 8y2

Essa equacao pode ser re-escrita usando a equacdo da continuidade e
considerando viscosidade uniforme:



(o

ua_u+08_u+u 8u+8u =U, dUe+ g 1% u (4.2)
ox oy ox Oy dx oy\ 0Oy
.0

Se chamarmos v du/0y simplesmente de 7/ p, isso resulta:

a(:ﬂ )+ o(uv)
Ox oy

175)
U, AU + /'O (4.3)
dx oy

Podemos agora subtrair do lado esquerdo da equacdao a equacgao da
continuidade multiplicada pela velocidade externa:



( A
2 a( P j
a(u )+8(uu)_Ue dUe_Ue 8u+60 /p (4.4)
Ox oy dx ox Oy oy
.0
Integrando essa equa¢ao na camada limite:

50lu? 58(140) ° dU °  Bu

dy + dy—|U,—Cdy— (U, —dy—
JO nyg)(?y Jj(j)edxy({eﬁxy
U, 0(5)
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Logo, a equagao fica:

2
5Ol dU ou T,
d U,—*<d U,—dy=—-—-"2
0 ox y o J - I © Ox Y yo,

Se escrevermos, usando a regra da cadeia:

ou _G(Ueu)_u dU,

U, —=
Ox Ox dx

Substituindo na equacao (4.6):

(4.6)

(4.7)



2 o
j5 G(M )_a(Ue”) dy_l_j{udUe_Ue dUe}dy:_TO
dx dx

Reorganizando os termos:

5
—j (u -U,u )dyz—T—O
0 P
Isso resulta:
T—O:qu(U du, 5(U Y
o  ox*0 dx © Y

(4.8)

(4.9)

(4.10)



Que fica ainda:

o Ol (1o g e @Y (1 % gy (4.11)
p  Ox OU U, Cdx o\ U,

Essa ¢ a chamada Equacgao Integral da Camada Limite de Von Karman.
Ela também ¢ apresentada na literatura fazendo uso das espessuras de
deslocamento e quantidade de movimento:

o 2050, 2 wn



Apoés mais alguma algebra, fica:

*

c
f:d9+ 0 dU, (2+H) onde Hz% (4.13)

2 dx U

e

dx

O fator H ¢ o chamado fator de forma da camada limite.



Para uma placa plana paralela a corrente, o gradiente de pressao ao
longo da placa € nulo e portanto dU./dx=0, ¢ a equacao integral de Von
Karman fica simplesmente:

Cr do
2 dx

(4.14)

Em casos para os quais temos corpos de forma arbitraria com
distribuigdes de pressao ao longo de seu perfil, a equacao integral tem
que ser resolvida por metodos numeéricos apropriados.



Exemplo: Se podemos aproximar o perfil de velocidades da camada
limite laminar sobre uma placa plana paralela a corrente por:

2
H_|,YV_ )V
U | 6 5°
Calcule a espessura da camada limite, coeficiente de atrito e coeficiente
de arrasto e compare com os resultados da solucao de Blasius.

Solucao:

Cr db
Temos que — =—, logo:
1 2 dx s



Com o perfil dado, a espessura de quantidade de movimento fica:

u u Al 2 2| 2
-y = 2y—(yj 1—2y+(yj dy==15
Ul U, 76 s s \s 15

A tensdo de atrito viscoso na parede fica:

0=

S —Q,

U
2y
Hs

%o :/u@

_ ,,(we -2U, y2j
y=0 o o

y=0



O coeficiente de atrito fica:

o C deé
Substituindo esses resultados em S = :

v 2do

2 =
U,o0 15dx




Isso resulta:

152 dx=8ds
U

e

E temos:

15 dx=[5ds

e

Como a velocidade U, externa a camada limite ¢ 1gual a velocidade da
corrente livre U ao longo de toda a placa, U, ndo varia com x € portanto
a integracgao ¢ trivial:



15 x+C=—
U

Como 6=0 para x=0, a constante de integracao C resulta C=0:

2
52 —30—
X Ux

Que resulta:

0_ 248 (resultado de Blasius: é: :

;_4/Rex X 4/Rex)




Substituindo esse resultado na expressao de c;:

_41/_ 4
TTUs 548 Ux

JRe, v

Isso resulta:

_0.730 (resultado de Blasius: ¢, = 0,664

°f JRe, 4/Rex)



E, calculando o coeficiente de atrito por:
1 ¢L
Cph =7 jo cr dx

Obtemos:

1,328

JRep

1,46

JRe;

Cp

)

(resultado de Blasius: Cp =



S5)A Camada Limite Turbulenta

camada limite turbulenta

\

camada limite laminar
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camada
externa

camada
logaritmica

pr————

— subcamada
T - y viscosa

perfil de tensao perfil de velocidade



Subcamada Viscosa: y <5 ut=y

Camada Logaritmica: y" =30 u'=—Iny" +C

Onde: xk=0,41 C=5

u* ¢ a chamada velocidade de atrito ou velocidade de cisalhamento
(friction velocity). Também recebe o simbolo u, em parte da literatura.
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Exemplo (extraido de White, “Mecanica dos Fluidos”): Ar (0=1,205
kg/m’ ; 1=1,51x10" m?/s) escoa por um tubo de 14 cm de didmetro em
condi¢oes de escoamento completamente desenvolvido. A velocidade no
centro do tubo ¢ u=5m/s. Calcule a tensao de cisalhamento 7, na parede,

o gradiente de pressao do escoamento € a espessura da subcamada
Viscosa.

Solucao:
Da camada logaritmica:

%
v =lmytic S u_ 1 4ty s

K u* 041 v

Substituindo os dados numéricos:



5 1 u*.0,07

= In +5
u* 0,41 151x107°

Fazendo uma solucao iterativa com solucao inicial u*=5m/s:

u* u* novo
5.0 0,169
0,169 0,235
0,235 0,227
0,227 0,228

0,228 0,228



Logo, u™=0,228m/s. Desse resultado:

7, = pu* =0,0626N/m’

A espessura da subcamada viscosa ¢ dada por:

2 -5
UV e5 = <2 A0 T 6.000331m
V 0,228




O gradiente de pressao ¢€:

T |
P > | < p+dp/dx ks
e '..J
8 \
- L o
2 2
2 e P D



— = 7,.7D.L
dx

Isso resulta:

gg__4%

dx D

é@ﬁn_4iLO626 N gé

dx 0,14 dx

=—1.8Pa/m




6)O Modelo de Comprimento de Mistura de Prandtl

A equacgao de Navier-Stokes para um escoamento turbulento, usando
a técnica de Media de Reynolds, ¢ dada por:

ot 0x; - 0 X;

u.) O\pi . u D U,
(’3(,01/1,)Jr (P”J”z)_ 5P+ 0 o, ) (6.1)
8xj 8xj

E facil ver que, para a camada limite, considerando escoamento
incompressivel, bidimensional e permanente, ela resulta:

7B p ¥ __10P, @( ou u’u’j (6.2)

OxX oy pOx Oyl 0Oy



Prandtl fo1 o primeiro a propor um modelo de turbuléncia para obter
a tensao de Reynolds na camada limite.

Y A




Suponha que uma flutuacdo de velocidade o’ faca uma particula
pular de uma posicdo (1) para uma posicao (2). A flutuacao de
velocidade sentida em (2) quando a particula chegar nessa posi¢ao com
sua velocidade original sera:

M’:ﬁl —Mzz—ngI; (63)

Se considerarmos que a flutuacao de velocidade »’ tem a mesma
magnitude da flutuacao u:

v'=L, — (6.4)



(6.5)

(6.6)

(6.7)



Como estimar o comprimento de mistura L,,?

camada
externa

camada
logaritmica

subcamada
viscosa

perfil de tensao

Em boa parte da camada logaritmica, — pu'v' = 7, logo:



—u'V mu*? (6.8)

Por outro lado, do perfil logaritmico:

77 %
ou _u (6.9)
oy Ky
Entao, temos:
=y, M2 OO 2 (6.10)
"oy oy| oy

Substituindo a expressao para a derivada da velocidade:



Resulta:

.
B
|
A

E a viscosidade turbilhonar resulta:

V,=u* Ky




Exemplo: Em um ponto do escoamento dentro da camada logaritmica a
velocidade ¢ de 0,2 m/s. A altura do ponto em relagdo a parede ¢ de 6

mm. O fluido é agua (p=1000 kg/m’ ; +=10° m?s). Calcule u*, y', a
relacdo v;/ve a espessura da subcamada viscosa.

Solucao:
X
u+=llny++C = 0’2: ! In” 'O’OO6+5
K u* 0,41  107°

Fazendo a soluc¢ao iterativa:



u* u* novo

0,2 0,009

0,009  0,0136
0,0136 0,0127
0,0127 0,0128
0,0128 0,0128

Logo, u™*=0,0128 m/s

_|_
Com esse resultado, calculamos y :

. u*y 0,0128.0,006
y = = ~6
v 10

resulta ¥y '=76.8




A viscosidade turbilhonar resulta:
vi=u*xy=0,0128.0,41.0,006 =0,0000315 ou 31,5><10'6 m?/s

Logo:

A altura da subcamada viscosa ¢ dada por:

N -6
u*y s ySSXlO
1% 0,0128

= y<0,39mm




Exemplo (extraido de Potter ¢ Wiggert, “Mecanica dos Fluidos”): As
componentes da velocidade em um ponto de um escoamento turbulento

2

12

sdo dadas na tabela. Encontre u, 0, u'~, 0'° e u'0" naquele ponto.
t(s) u (m/s) v (m/s)
0 16,1 1,6
0,01 25,7 -5.,4
0,02 10,6 -8,6
0,03 17,3 3,5
0,04 5,2 4,1
0,05 10,2 -6,0
0,06 17,1 -1,4
0,07 28,6 6,7
0,08 6,7 -3,2
0,09 19,2 -8,2
0,10 21,6 1,5




A velocidade media pode ser calculada por:
1 t+T 1 N
u=— | udt=—> u, At

4

Como os intervalos de tempo sao todos 1guais, temos:

T'=N.At

E a média resulta:

N
u, € analogamente, U=
n=l1

N
Uy,
n=1

1 1
U=— —
N N



Calculando as médias:
u=16,2m/s

v=—16m/s

As flutuacdes sdo calculadas por:



Podemos calcular a flutuagao para cada instante:

t(s) u'(m/s) v'(m/s) u'v’ (m°/s°)
0 -0,1 3,2 -0,32
0,01 9,5 -3,8 -36,1
0,02 -5,6 -7 39,2
0,03 1,1 5,1 5,6
0,04 -11 5,7 -62,7
0,05 -6 -4.4 26,4
0,06 0,9 0,2 0,18
0,07 12,4 8,3 102,9
0,08 -9.5 -3,6 34,2
0,09 3 -6,6 -19,8
0,10 5,4 3,1 16,7




As tensOes de Reynolds sao calculadas por:

— 1 N

r2 r2 2, 2
u-"=—> >u,"=512m"/s
anzl §
N
u'zzlzu,;zzzé,lmz/sz
anl
N
u'u'zl DU v, :9,7m2 /5%

n=I



T)Aplicacao da Equacao Integral de Von Karman a camadas
turbulentas

Observando resultados experimentais da tensdo de atrito na parede,
Prandtl sugeriu a seguinte expressao para o coeficiente de atrito:

c;=0,02Res "' (7.1)

Onde:

Re5: € (72)
| 4



Tambeém sugeriu que o perfil de velocidades da camada limite turbulenta
podia ser aproximado por:

1/[_ y 1/7 ;3
U—((S) (7.3)

e

Como vimos, a equacao Integral para uma placa plana paralela a
Corrente ¢ dada por:

Cr do
2 dx

(7.4)

A espessura de quantidade de movimento €:



}dy:;zé (7.5)

~fil-sle-HE

Logo, substituindo esses resultados na equagao integral:

—-1/6
0,01(1]5) :l@ (7.6)
1% 72 dx
Que fica:

-1/6
0’772((]) dx=5"°ds (7.7)
Vv



Integrando:

-1/6
0,72(Uj x:§ 576 C (7.8)
7 \v 7

Se considerarmos a camada limite como turbulenta desde o inicio da
placa, temos que C =0, pois 0= 0 em x = 0. Assim, obtemos:

5 016
X R€x1/7

(7.9)

Podemos obter o coeficiente de atrito como funcao do Re, fazendo:



Res _o (7.10)
Re, x

Com esse resultado, obtemos:

0.027
Cpr=— (7.11)
S/ Re 1/7

X

E podemos calcular o coeficiente de arrasto para um lado da placa:

C —le d (7.12)
D=T ) Cr ax :



Isso resulta:

0,0315
Ch=—"
D ReLW

(7.13)
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