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modelagem dos dados

e dado um conjunto de dados, D, queremos * modelos podem ser de natureza muito
ajustar um modelo M que depende de um diversa:
certo nimero de parametros ajustaveis, w
® exemplo: ajuste de uma funcédo y = f(x; w) ® fungbes simples para as quais o ajuste
aos dados fornece w
M:y=a+bx w={ab} ex.: ajuste de polindbmios, gaussiana,...
e ajuste = inferéncia dos parametros do e funcdes tedricas onde conhecemos os
modelo parametros e queremos ver se eles

, ajustam os dados
i ex.: a funcao de massa de aglomerados
de galaxias com o modelo ACDM

e funcdes muito complexas para as quais
0 ajuste fornece w, mas w n&ao nos
interessa: deep learning




dados geralmente tem erros

® dois tipos de erros nos dados: aleatdrios e ® mas e se vocé descobre que estava
sistematicos usando polegadas e pensava que
estava usando centimetros?
e suponha que vocé meca 7 vezes a (1 polegada = 2,54 cm)
distancia entre dois pontos com uma Como isso afeta seus resultados?
régua

® este € um exemplo de erros
sistematicos

® esperamos que a média e o desvio
padrédo dessas medidas sejam uma boa
estimativa da distancia entre os dois
pontos e do erro da medida

® erros intrinsecos ao processo de
medida decrescem como 1/+/n e séo
em geral aleatérios




dados geralmente tem erros

® erros nas medidas: ® erros homocedasticos: todas as
medidas tém o mesmo erro
® erros intrinsecos ao processo de e erros heterocedasticos: as medidas
medida decrescem com 1/+/n € sdo em tém erros diferentes

geral aleatérios

® erros sistematicos sao introduzidos por

. ~ ° A e :
processos que muitas vezes nao se modelos também tém erros:

erros epistémicos

controla _
. _ considere, por exemplo, o modelo que se
* ex.: ruido indesejado em um obtém ajustando-se um polinémio de grau
detector, problemas na 10 aos dados da figura

sensibilidade dos filtros, estrelas
de calibragéo erradas ...

® o desafio é identifica-los e
corrigi-los (modela-los)




modelagem probabilistica dos dados: a verossimilhanca

dado um conjunto de dados, D, queremos
ajustar um modelo M que depende de um
certo nimero de parametros ajustaveis, w

inferéncia bayesiana de w:
estimativa do posterior P(w|D, M)

P(w|D, M) x P(D|w, M)P(w|M)

P(D|w, M): verossimilhanga

a verossimilhanga bayesiana é uma fungéao
dos dados, D

a mesma funcéo frequentista é vista como
funcao dos parametros: L(w)

£(w) ndo é uma PDF!

e exemplo: temos um conjunto de medidas de

uma variavel, D = {xy, ...x,} que queremos
modelar como uma gaussiana de
parametros w = (u, o)

* verossimilhanga bayesiana:
2
P(D|w, M) o exp ( - @)

® verossimilhanca frequentista:
1 X (w)

® nos dois casos,



modelagem dos dados e verossimilhanga

* modelagem frequentista: e verossimilhanga frequentista:

* R. A. Fisher (1912): método da méaxima L(w) < P(D|w,M)
verossimilhanca * é fungéo dos parametros: L(w)

* qual € a melhor estimativa para o * NAO E uma PDF: n&o é ou precisa ser
parametro w de um modelo com base normalizada
nos dados disponiveis?
a melhor estimativa é a que maximiza * 0s parametros sdo estimados
a verossimilhanga maximizando-se £(w) (ou log £)

® intervalo de confianga: quao confiante dL(w) L (w)
podemos estar no valor estimado do o | = 0, o <0
parametro? MV MV

o intervalo de confian¢a da o intervalo
em que se espera encontrar o
pardmetro com um certo nivel de
confianga (p.ex., 95%)



exemplo: combinando medidas

* temos duas medidas independentes de uma ® vamos supor que as duas medidas sdo
quantidade x com erros heterocedasticos independentes e extraidas de
(sigmas diferentes): distribuicées gaussianas onde o valor
. . verdadeiro da quantidade medida é p:
x—xAiaA X—XBiO'B
® problema: como combinar as medidas A e B 1 i (x4 — p)?
para se obter uma melhor estimativa de x? P(xa,oa|p) o vt I v

® alerta: note que se |x4 — xp| for muito maior
que os desvios padrao, os dados podem
estar sendo afetados por erros de outra
natureza (dados inconsistentes: outliers)

1 [ ()
P(xs, - _ BB
(xp, oB|p) x - exp 202

® vamos resolver este problema pelo método
da Maxima Verossimilhanca € nosso objetivo € estimar 1



exemplo: combinando medidas

e averossimilhanga £(u) é proporcional a e /i valor que maximiza a verossimilhanga
probabilidade conjunta de x4 € x; (ou que minimiza o x?)

e supondo que as medidas sao o & facil ver que
independentes:

. WaAXA + WpXB
E(N)O(P(XA7XB7UA7UB|M): r= wa + wg
P(xa,04|)P(xp, opl1) ox onde wa = 1/0% € wp = 1/03
ox ( _ Xj) ® a melhor estimativa € a média ponderada
P 5 .
das medidas, onde o0s pesos dependem do

onde inverso das variancias (= precisao)

2 2 ® se 0s erros sao iguais, /i € a média das
2(u) = (%) + ("BU;B“) medidas



exemplo: distribuicdo binomial

® joga-se uma moeda n vezes e obtém-se d ("
T caras e H coroas: “awl My

>+H Inw+(n—H) ln(l—w)]
qual é a probabilidade de se obter uma

coroa (w)?
¢ a verossimilhanga é dada pela _ 2 n-H 0
distribuicao binomial com parametro w: w 1-w
" ou
) = () - n
-

* estimativa de MV de w:
dln £(w) * aestimativa de MV de w é a fragéo

“dw observada de coroas, o que é intuitivo



exemplo: distribuicado de Poisson

e dados D: observamos 1 eventos durante dln L(w) _
um intervalo de tempo t, D = {n, t} dw
¢ a probabilidade de se observar n eventos J
durante um intervalo de tempo ¢ para =90 [n In(wt) — lnn! — wt] =
uma taxa de eventos w € um processo w
poissoniano: t
(wt)" wt 0
P(D|w) = P(n, tlw) = Texp(—wt) ou
~ n
e qual é a estimativa de MV para a taxa de w=-

eventos w? o ) o
e g estimativa de MV de w é a taxa média

L(w) < P(D|w) de eventos



exemplo: modelagem de uma fungdo com erros gaussianos

® ndados D = {x;,y;,0:}, com erros o;, que

queremos modelar com uma fun¢do com m

pardmetros w: y = f(x; w)
e w: vetor de m parametros

* assumindo que as medidas sao
independentes e os erros gaussianos,

L(w) o P(D|w) = ﬁP(Di\w)

i=1

n L " 2
o [Texw [7 (i — f(xi ) ]
i=1

202
1

n — " 2
o {7 13- b= fiw) }
i=1

o2
i

logo,

12
L(w) o< exp | — EX (w)

onde .
E(w) = ) {(%‘ *f(’zfi:w)) ]

i=1 i

* solugéo de MV: minimizagao do x?(w)

® W pode, em alguns casos, ser obtido
analiticamente ou, na maioria dos casos,
numericamente

* boas solugdes tém x2,, = x*/(m — 1) ~ 1

(X2 “x* reduzido”)



maxima verossimilhanga como otimizacao de funcoes

® minimizacao é um problema de otimizagcéo
de fungées

e minimos: podem ser locais ou 0 minimo
global

® 0 minimo global, no caso geral, pode ser
dificil de se achar

fungio com vrios minimos

e algoritmo do “gradiente descendente”
procedimento iterativo:

War1 = Wy — 7V x* (W) 0<y<1)

sempre acha um minimo (local)

e ~ é chamado de taxa de aprendizado




erro nos parametros de um modelo

® vamos considerar um modelo com um Unico ® o, €0 erro atribuido a w
parametro, w
. L, ° . i 3 i
e expandindo £(w) em série de Taylor em exemplo: combina¢édo de duas medidas
torno do maximo w: ) 1

2 Tw wp + wg
dln L(w) . 1d°InL(w)
@-a)+>
2 dw?

MV

(w—zIJ)ZJ,—...
MV

In £L(w) = In L(@)+

onde wa = 1/0% € wp = 1/03
e como o segundo termo se anula na
vizinhancga de w,:

Lw)

) [ (wfiv)z] 1 @ In £ (w)
L(w) = L(D)exp |— +... onde - =

20%}

2
o3 dw MV o

e a verossimilhanca em torno do maximo pode
ser aproximada por uma gaussiana de
largura o, v -




erro nos parametros de um modelo

® no caso de varios parametros ® matriz de covariancia: C = I!
w = {wy, Wy, e wy}, £ em torno do maximo (inversa da matriz de informacao)
pode ser aproximada por uma gaussiana
multivariada: ® erros nos parametros: ojz =Cj
1
L) & L(wyy) exp | = > (w = wa)C T (W = wy )T | + ..

C: matriz de covariancia (m x m) :

® hessiano H: matriz com as derivadas =
segundas de £ -

® matriz de informagéo de Fisher: negativo do
valor esperado do hessiano no maximo: .

8% 1n L(w)

I = —E(Hj)my = —
! L Ow;jOwg |y



erro nos parametros de um modelo

* note que nem sempre o € uma boa
forma de representar as incertezas em
um ajuste

sigmay|
e quando se tem varios parametros,
elipses de erro (considerando os o
parametros dois a dois) podem ser mais
informativas

sigmax

¥s

e bootstrap € um jeito facil de estimar esse
tipo de incerteza

regido de 68% de confianga conjuntade xey

e receita para determinar elipses de erro
A regido de 95% de confianca conjunta de x & y
em pares de parametros: o s : ,
Coe, arXiv:0906.4123 1o B 0 5 10




propagacéo de erros:

® vamos supor que temos uma quantidade f que é fungéo de ao menos duas variaveis, x;
e XQ:f :f(xl,xz, )

® se medimos x; e xp, COMO O erro nessas variaveis, oy, € oy,, afeta f, supondo que as
medidas e seus erros sao independentes?

e considerando pequenos desvios ¢ em torno do ponto (x1, x2, ...), expandindo f em série
de Taylor e retendo apenas os termos de primeira ordem da expanséao:

5f = <f> 5x1+<88f2> Gy + ..

® como a variancia de uma soma € a soma das variancias, a variancia esperada de f sera:

2 2
of of of of
2 _ | Y 2 ) )
Uf N <8x1) Tx + (83(2) U + <8x1> <8XZ PO O
X1 X2 X1 X2



ajuste de uma reta aos dados

® suponha que temos n dados {x;,y;} que ® nesse caso,
queremos modelar com uma reta: i
=f(x;a,b) =a+ bx 2 (i —a—bx;)?
v st Klab) =3
i=1 i
e este problema é denominado
regress&o linear * 4,b - obtidos pela minimizacdo do x2
® regressdo: procedimentos para estimar
relagbes entre variaveis -

y € uma varidvel continua
(se y é discreta: classificac&o) 1
® linear: em relacdo aos pardmetros a,b 2]

® supomos que conhecemos 0s erros nas
medidas o; € que 0s x; sdo conhecidos
exatamente I % + 5 & &




ajuste de uma reta aos dados

® equagdo dareta: y =a+ bx e avariancia dos parametros, a e b, pode
o \2: ser obtida via C~! ou bootstrap:
2 ~ (yi —a — bx;)? 2o =
Xab) =3 F— T a =a
i—1 i
® a,b - minimizagao do x?: o
P SxxSy ; SxSxy b— SSxy ;sty 8 b
nooq n . n ; =l o) a i
. Xiz XY ° :
Swe= =+ Sw=2_ —5 A =SS — Sy




extensodes simples da regressao linear

note que muitas vezes se pode fazer
mudancas de varidveis e aplicar a
regressao linear:

® y=A10" — logy = log A + bx

* y=Ax" — logy = log A + blogx

* fly) =a+bg(x)
® f e g podem ser funcdes arbitrarias!

® o importante é que o modelo seja
linear nos parametros a e b
(i.e., ndo dependa de a?,ab, ...)

log xi+ 10

9.0

85

8.0

75

7.0

IMF de Salpeter

0.5

0.0

log(m/M_sun)




modelos lineares

e exemplos de modelos lineares nos e exemplos de modelos n&o-lineares nos
parametros w parametros
® y=wy+wx * y=wy/(1+wx)?
® y=wy+ wix + wex? + wsx® ® ¥ = wosin(x + wy) + wz cos(x + w3)

® Yy =woe

® y = wpe* + wisin(x) L
(mas note que Iny é linear)



minimos quadrados linear geral

* modelos lineares sdo muito Uteis, pois ® maxima verossimilhanga =
podem envolver fungdes arbitrarias de x minimizagao do x?:

- ,\ 2 = i |:]/i - >k ‘.1ka<3‘1‘):|2
® modelo linear com m parametros a;: i=1 ai

e solugéo:
= @ Xk (x), "
¥ ; eXi(x) av:;alﬂc By = Z B

Xj(x; )Xk(X ) Xk(xl

onde X (x) sdo m fungdes arbitrarias de x ay = Z e AR A = Z Yi

o _ ® C = o~ !: matriz de covariancia
e exemplo: polinémios de grau n:

Y =g+ mx + ax* + ... + a,x" * erros dos parametros: o (a;)* = Cj;



modelos nao-lineares

® em geral, em problemas nao-lineares, os
parametros que minimizam o x?(w)

N 2
Cw) =Y ly' - (?C”W)]
° i
i=1
devem ser obtidos numericamente

e exemplo: ajuste do perfil de brilho de
NGC 4472 (M49) com a lei de Sérsic:

log I(r) = logl, — bn[(r/rg)l/” —1]

3 parémetros: W = {Ig, Te, 1’1} (bn :f(n)) M49: galaxia mais luminosa do aglomerado de Virgo



exemplo: perfil de brilho de NGC 4472 (M49)

e o perfil de brilho das galaxias é
frequentemente modelado por um
perfil de Sérsic:

28

log I(r) = logl, — by[(r/re)"/" — 1] o gt

24

(by ~ 0.868n — 0.142, para0.5 < n < 16.5)

® o perfil de brilho superficial € medido
em unidades de mag/arcsec?:

u (mag/sq.arcsec)
22

20

w(r) = po — 2.5log I(r) mag/arcsec?

18

® Jogo, se pj = po — 2.5log I,

16

T T T T T
200 400 600 00

=)

ulr) = iy +2.5b[(r/1e) /" = 1]

r (arcsec)

® pardmetros: w = { g, 1, 1.}



exemplo: perfil de brilho de NGC 4472 (M49)

1000 simulacbes de bootstrap do ajuste muoi re

A = e
note que os parametros sio -
' 2
correlacionados g
]
°
distribuiggo de muol distribuicao de re B
2
. 21 A —
g ﬁj g J‘ 232 233 234 235 236
F] £°] o
"] ]
=SS M= rexn
22 23 234 25 28 20 o a0 3w
o1 02
distribuigao de n distribuigao de chi2mir “ q é, o
o <l 3
ER N il ] "
e o] 6" ] f
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‘] g s
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