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Nome: Solucoes
Numero USP:
Assinatura:

1) (2 pontos) Definimos o conectivo 16gico indicado pelo simbolo 17 , de acordo com a
seguinte tabela verdade:

pla|pVy
V|V F
V| F F
FlV F
FIF \Y

(a) Verifique que p 7 p e —p s@o sentengas equivalentes.

(b) Simplifique as férmulas

pvpv@ve e (pvaviva,

apresentando formulas equivalentes que se utilizem apenas dos conectivos 16gicos =, A
e V e que possuam a menor quantidade possivel de ocorréncias de p e gq.

(¢) Encontre uma sentenga equivalente a p = ¢ utilizando apenas o conectivo Y/ e as
sentencas p e gq.

Solucao
Primeiramente, observe que, analisando a tabela verdade descrita, temos p 7 ¢ < —(pVq) <
—p A =q. Com esta informacao, podemos resolver os itens:

(a) Temos que
pvpe(pVp) e p

(b) Utilizando o item (a), observe que

pvp)vvaee-pv g
b ZAY/

e também

prvaevvaee-(pve
S pVyg



(¢) Utilizando os resultados dos itens (a) e (b), temos
pP=q=pVyq
b
Epvavrva
@)
Gvnvavperva

Portanto,

p=q&((pvp)vaevpvp va




2) (2 pontos) Dados dois conjuntos A e B, a diferenca simétrica de A e B é definida como
AAB=(A—-B)U(B—-A).

(a) Prove que, para todos conjuntos A, B e C, AAC C (AAB) U (BAC).

(b) Sejam f: X — Y uma fungao e A e B subconjuntos de Y. Prove que f~'(AAB) =
fHA)AfHDB).

(¢) Sejam f: X — Y uma fungdo e A e B subconjuntos de X. Prove que f(AAB) D
F(A)Af(B). Mostre com um exemplo que a igualdade nem sempre é valida.

Solucao

(a) Para provar esta igualdade entre conjuntos, precisamos verificar que Vz (x € (AAB =

v € AMB)U(BAC)),

Assim, dado x € AAC, da definicao de diferenca simétrica fornecida no enunciado,
temos que x € (A — B)U (B — A), ou seja, x € A—C ouz € C — A. No primeiro
caso, temos que x € A e x ¢ C, enquanto no segundo, ficamos comz € C e x ¢ A. Em
ambas as situacoes, como nada é mencionado sobre a relagao entre x e B, temos duas
possibilidades para avaliar: x € B ou x ¢ B. Isso nos leva a 4 situagoes:

(W) z€ Aex ¢ Cex e B: Nesse caso, temos em particular que z € Be xz ¢ C, o
que significa que z € B — C

(#d) € Aex ¢ Cex ¢ B: Nesse caso, temos em particular que x € Aex ¢ B, o
que significa que x € A — B;

() xeCex ¢ Aex € B: Nesse caso, temos em particular que z € Bex ¢ A, o
que significa que x € B — A;

() reCexd¢d Aex ¢ B: Nesse caso, temos em particular que z € C' e x ¢ B, o
que significa que x € C' — B.

De (M) e (®),entdor € A—Bouz € B—A, daixz € (A—B)U(B—A), garantindo que

x € AAB.De (®)e (M), temosquex € B—Coux € C—B,logox € (B—C)U(C—B),

e portanto x € BAC. Concluimos assim que x € AAB ou x € BAC, ou seja, x €

(AAB) U (BAC), como queriamos demonstrar.

Esta demonstracao provém do seguinte raciocinio:

reA-C re€Aexé¢C
r € AANC = { ou = < ou =
reC—-A reCex¢g A



(€ B (;ITGAGIIT§ZB (1€ A-B
reAex¢Ce < ou ou ou

(v ¢ B r¢ Aex€B reB—-A
ou = 4 ou = 4 ou =

(2 e B re€Bex¢C reB-C
reCexd¢d Ae < ou ou ou
\ v ¢ B (z ¢ BexeC (z€C—-B

x € AAB

ou =z € (AAB) U (BAC).

x € BAC

22 Solugao: Vamos traduzir a igualdade entre conjuntos apresentada em uma férmula da
légica proposicional. Para isso, observe que devemos verificar que

Vo <:c € ANC = z € (AAB) U (BAC)).
Das definicoes de uniao, diferenca, e diferengaa simétricas entre conjuntos, obtemos

Va (;p € ANC = 1 € (AAB) U (BAC))

Va(z€(A-C)U(C—A) 52 (A-B)U(B-A)U(B-C)U(C - A))

vx(x E(A-C)Vre(C-A)=re(A-B)Vre(B-A)Vze(B-C)Vze (O—A))
Vx(((:L’EA/\x%C’)\/(IEC'/\x%A)) =
((:L?GA/\:I:géB)\/(:z?EB/\xgZA)\/(:I?EB/\x%C’)V(mGC’/\ngA)))

Dessa maneira, definindo as sentengas:
p:r €A q:rE€B r:x e C),
podemos reescrever a expressao obtida acima como sendo a féormula
fr(on=r)V(rA=p)=((pA-q)V(gA-p)V(@A=T)V(rA-p))

Agora, basta averiguar se esta sentenca corresponde a uma tautologia. Vamos dividir esta
sentenca em sentencas menores para facilitar os cdlculos. Definindo

g:(pAN-r)V(rA-p) e h:(pA-q)V(gA-p)V(gA-r)V(rA-p),

obtemos as seguintes tabelas verdade:



plr | p|7r|pAr|rA-p|g
VI V| F | F F F F
VIF|F |V \Y F \Y%
FIV|V]|F F \Y \Y
FIF|V |V F F F
pla|r | p|oqg|r | pAaqglgA-plgA-T | TA-p|h
VIV|V|F|F|F F F F F F
VIVIF|F | F |V F F \Y F \Y
VIF|V|F|V]|F \Y F F F \Y
VIF|F|F |V |V \Y F F F \Y
F|V|V|V]|F|F F \Y% F \Y% \Y
F|V|F|V|F |V F \Y% \Y F A%
F|F|V| V]|V ]|F F F F \Y \Y
F|IF|F| V]|V ]|V F F F F \Y
Logo, a tabela verdade para f sera
plalr|g|h|f
VIVIVIF|F |V
VIVIF|V|V |V
VIFIV|F|V |V
VIFIF|V|V |V
F|V|V |V |V |V
FIVIF|F|V]V
FIF|V|V|IV|V
F|F|F|F |V |V

Como na ultima coluna os valores 16gicos correspondem a V (verdadeiro) em sua totalidade,
concluimos que de fato f trata-se de uma tautologia, significando que a igualdade inicial é
verdadeira.

(b) Seja x € f~1(AAB). Da definicio de imagem inversa, existe um y € AAB tal que
y = f(x). Agora, se f(z) € AAB, entao f(x) € A— B ou f(x) € B — A. Portanto,
f(x) € Ae f(x) ¢ B, ouentao f(r) € B e f(z) ¢ A. No primeiro caso, temos
novamente pela defini¢io de imagem inversa que z € f~'(A) ez ¢ f}(B) oux ¢
[ (A) ex e f71(B). Dai, temos que z € f~1(A) — f~Y(B)ouz € fHB)— f1(A).
Portanto, z € f~1(A)Af~'B, como desejado.

Reciprocamente, se x € f~HA)Af(B), entao x € f~1(A) — f1(B) ouxz € f7YB) —
f7YA). Portanto, z € f 1 (A)ex ¢ fFY(B)ouxz € f}(B)ex ¢ f1(A). Da definigao
de imagem inversa, se z € f1(A), entdo f(z) € A e analogamente, z ¢ f~!(B) implica
f(z) ¢ B. Logo, f(r) € A — B. Da mesma forma, se x € f~}(B), entao f(z) € B e
z & f71(A) implica f(z) ¢ A. Logo, f(z) € B—A. Assim, se f(z) € A—Bou f(x) € B—A,



entdo f(x) € (A—B)U(B—A) = f(z) € AAB. Usando novamente a definigdo de imagem
inversa, temos que x € f~(AAB).

z € [TH(A) = f7U(B) z€fH(A)exd fI(B)
r € fTY(AAB) & { ou & 4 ou &
re f7YB) - YA re fYB)ex ¢ f7HA)

{f(x)eAef<x>¢B {f(az)eAB
ou < { ou ~

f(z) € Be f(z)¢ A flz)e B-A
f(x)e (A-B)U(B—-A) & f(z) € AAB <z € fH(AAB).

(c)



3) (2 pontos) Seja f: X — Y uma fungdo. Prove que f é injetora se, e somente se, para
todos subconjuntos A e B de X, vale f(AN B) = f(A) N f(B).
Solugao

Para provar esta igualdade entre conjuntos, precisamos verificar que, se f é injetora, entao

f(ANB) = f(A)N f(B) e provar que, se f(AN B) = f(A)N f(B), entdo f é injetora.

e Suponha que f: X — Y é uma funcao injetora. Vamos provar que f(A N B) =
f(A) N f(B), ou seja, ‘v’x(x € f(ANB) &z e f(A)N f(B)), ou equivalentemente,
que f(ANB) C f(A)Nf(B) e que f(A)N f(B) € f(ANB)

— f(ANB) C f(A) N f(B) :Sejay € f(ANDB). Pela defini¢ao de imagem direta,
existe z € AN B tal que y = f(z). Logo, temos que z € A e também = € B.
Assim, f(z) € f(A) e f(z) € f(B). Consequentemente, y = f(z) € f(A) N f(B).

- f(ANF(B) C f(ANB) :Sejay € f(A)N f(B). Entao, temos que y € f(A)
e y € f(B). Da defini¢ao de imagem direta, existe a € f(A) tal que y = f(a).
Além disso, também existe b € B tal que y = f(b). Dai,

Como por hipétese f é injetora, entao isso implica que a = b. Assim, a € A, e
também b = a € B. Em vista disso, a € AN B, o que acarreta f(a) € f(AN B).
Mas f(a) =y, e segue portanto que y € f(AN B), como desejado.

e Suponha que f(AN B) = f(A) N f(B). Vamos provar que f é injetora. Para isso,
precisamos mostrar que para xi, Ty € X, se 1 # Ty, entdao f(x1) # f(z2). Sendo
x1, %9 € X, com 1 # I, considere A = {x1} e B = {x3}. Entdao, AN B = (. Mas

F(A)Nf(B) = f(ANB) = f(0) =0,

logo f(x1) # f(x2), dai f é injetora.



4) (2 pontos) Sejam A, B e C conjuntos. Determine (e prove) uma condi¢ao necessaria e
suficiente para que AN (BUC) = (AN B)UC.

Solugao
Observe que

AN(BUC)=(ANB)U(ANC).
Assim, para que AN (BUC) = (AN B)UC, basta que

(ANB)U(ANC)=(ANB)UC < ANnC=C.

Se AN C = (), isso significa que todo elemento de A pertence a C, logo A C C. Por outro
lado, veja que também ocorre

(ANB)UC =(AuC)n(BUC).
Assim, para que AN (BUC) = (AN B)UC, também precisamos que
AN(BUC)=(AuC)N(BUC) < AUuC = A.

Se AUC = A, isso significa que todo elemento de C' pertence a A, logo C' C A. Vamos
provar que de fato esta igualdade entre conjuntos é valida quando A C C' e C' C A, ou seja,

se A = C. Para isso, precisamos verificar que Vx (x e AN(BUC)) e xze (ANB)U C’), ou
equivalentemente, que AN(BUC)C (ANB)UCeque (ANB)UC C AN (BUC).

e AN(BUC)C(ANB)UC :Sexz € AN(BUC),entaox € Aex € BUC. Assim,
r € Aex € Boux e C. Portanto, concluimos que x € Aex € B, dai x € AU B; ou
entao x € A C C, logo z € (AUB)NC.

r€AexzEB

ou
r € AN(BUC) = < e ~ ! N N
e BuC B cC reAexeC
0
x x ux AcC

r€ANB

ou =ze(ANB)UC

relC

e (ANB)UC CAN(BUCQC):Sez € (ANB)UC, entao xz € C'ex € AUB. Assim,
xr € Cexe Aoux € B. Portanto, concluimos que x € C ouz € B, dai x € BUC;
ouentdox € C C A, logox € (BUC)NA.



zE€Bouzxzel

r€ANB reAexeB
x € (ANB)UC = < ou = ¢ ou N
reAouzr el
xeC rel {CQA
re BUuC
e =zreAN(BUC)

zE A



5) (2 pontos) Em cada item, demonstre a afirmagao caso esta seja verdadeira. Caso
contrario, apresente um contraexemplo:

(a) Para todos conjuntos A, B e C,se AUB = AUC, entdo B = C;

(b)
(c)

Para todos conjuntos A, Be C,se A— B=A—C, entao B=C;
Para todos conjuntos A, B e C, se AAB = AAC, entao B = C.

Solucao

(a) Falso.

(b)

Observe que, se B,C' C A, entao AUB = AUC = A, mas B e C' podem ser
escolhidos como subconjuntos diferentes se A tiver pelo menos 2 elementos. Sejam
A= {1,2}, B = {1} e C = {2}. Nesse caso, AUB = {1,2} U {1} = {1,2} e
AuC ={1,2} U{2} ={1,2}, mas B # C.

Falso.

Observe que, se A for disjunto de B e de C' (ou seja, nao tiverem nenhum elemento
em comum) entdao A — B = A — C = A, mas B e C podem ser quaisquer conjuntos,
nao necessariamente iguais. Sejam A = {1,2}, B = {3} e C = {4}. Entdao A — B =
{1,2} — {3} ={1,2} e A—C ={1,2} — {4} = {1,2}, mas B # C.

Verdadeiro. Suponha que AAB = AAC. Precisamos provar que B = C, ou seja,
devemoss verificar que

Ve(r € AAB < v € AANC) = Vae(r € B x e ()

Considere = € B. Se x € A, entdo x € AU B, e portanto x ¢ AAB = AAC.
Dai, x € ANC. Logo, z € C. Por outro lado, se © ¢ A, entao z € B — A, dali,
x € AAB = AAC. Como x ¢ A, entao z € C — A, logo x € C.

Agora, seja x € C. Se x € A, entdo z € AU C, e portanto x ¢ AANC = AAB.
Dai, x € AN B. Logo, * € B. Por outro lado, se x ¢ A, entdo x € C — A, dali,
x € AANC = AAB. Como = ¢ A, entdo x € B — A, logo x € B.

Portanto, B = C.



6) (2 pontos) Dados A, B e C conjuntos, definimos o seguinte novo conjunto, chamado de
conjunto de Colucci-Farias-Smigly de A, B e C, de acordo com a seguinte igualdade:

B
* =(CNB)—((B-—A)U(C-A).
A C
Prove que, para todos conjuntos A, B e C,
B P(B)
P(x)- > .

A C P(A) P(C)

Solucao

B
Observe que, se v € % entaor € CNBex ¢ (B—A)U(C—A). Entaiox ¢ B— A

A C
ex ¢ C—A Logo,r ¢ Bouxz € BNAoux ¢ Couxe CNA Assim, z € CN B ou
reBNAouzeCnNA, portantoxz € ANBNC.

5 reCNRB
r€ k re(CNB)—((B-AU(C—-A)<< e &
4 v ¢ (B—A)U(C—A))

reCexeB
e

¢ = {a:géB Ou{xgéC =

zreCexeB

r¢(B—Aex¢C—-A

oux € BNA ouzceCNA
zeCexeB reCNB
reEBerxrecA & <{xeBNA <<xeAnBNC.
zeCexcA reCnNA
Assim,

B

* =ANBNC.

A C

Precisamos provar o seguinte:
P(ANBNC)=PA)NPB)NPC).

Seja X € P(AN BN C). Pela definicao de conjunto das partes, X € AN BN C. Dali,
X CA X C BeX CC. Consequentemente, X € P(A), X € P(B) e X € P(C). Logo,
X € P(A)NP(B)NP(C). A reciproca é analoga.



