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Medindo a massa inercial usando uma balanca romana

Measuring the inertial mass using a Roman balance
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Apresentamos um aparelho simples de laboratoério didatico para medi¢ao de massa inercial, baseado no equilibrio
quase-estatico de uma balanca de peso deslizante (balanga romana) num plano horizontal, suprimindo a influéncia
da gravidade. O dispositivo oferece uma definicdo operacional alternativa da massa inercial. Comparada com
defini¢ées tradicionais baseadas em medidas de aceleragdo (como a defini¢do clssica de Ernst Mach) ou da
frequéncia de um sistema massa-mola, este método ndo exige medigdes de tempo, forga, ou aceleracées; utiliza
um aparato simples e barato; e fornece o valor correto mesmo se executado em um sistema néo-inercial, ou por
um observador em movimento relativistico. O aparato também permite medir a massa gravitacional, e demostrar
sua equivaléncia com a massa inercial de maneira simples e elegante. Por estas razdes, o método é eminentemente
adequado para demonstragoes em classe e aulas praticas em cursos introdutérios de fisica.

Palavras-chave: massa, massa inercial, massa gravitacional, balanga romana, laboratério de fisica.

We describe a simple teaching laboratory device for measuring inertial mass based on the quasi-static
equilibrium of a Roman (steelyard) balance on a horizontal plane, suppressing the influence of gravity. This
device offers an alternative operational definition of inertial mass. Compared to traditional definitions based on
measurements of acceleration (such as the classical definition by Ernst Mach) or of the frequency of a mass-
spring system, this method does not require measurements of time, acceleration, or force; uses a simple and cheap
apparatus; and yields the correct value even if performed in a non-inertial frame, or by an observer in relativistic
motion. The apparatus also allows measurement of the gravitational mass, and demonstrate its equivalence with
inertial mass, in a simple and elegant fashion. For these reasons, the method is eminently suited to demonstrations

and lab classes in introductory physics courses.

Keywords: mass, inertial mass, gravitational mass, Roman balance, physics laboratory.

1. Introducao

Um experimento de laboratorio para ilustrar o conceito
de massa inercial [IH3] poderia ser proveitoso para um
curso introdutoério de fisica a nivel médio ou de gra-
duacédo. Porém, as defini¢oes operacionais desse conceito
(no sentido de Bridgman [4]) em livros-textos populares
nao sao muito adequadas para esse fim.

Uma definicdo muito usada é a que foi proposta em
1868 por Ernst Mach [5]. Ele imaginou duas particulas
isoladas, de massas m; e mg, interagindo apenas entre
si. Pela terceira lei de Newton, as forcas agindo nas
particulas seriam iguais em modédulo. As aceleragoes
instantaneas a; e ag deveriam satisfazer a equagdo
mia; = Madg, OU Seja

ma ai

=—. (1)
my az

Medindo as aceleragoes e adotando m; como massa

unitaria padrao, esta férmula permitiria calcular a massa

inercial mo.
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Muitos livros-texto adotados no Brasil (por exem-
plo, Serway e Jewett [6], Tipler e Mosca [7] Young
e Freedman [8], Halliday, Resnick e Walker [9], Nus-
senzveig [I0], Thornton e Marion [II] e Symon [I2])
apresentam uma variante dessa definicdo operacional.
Nessa variante, a mesma forca externa constante F' é
aplicada separadamente a cada objeto, inicialmente em
repouso. A aceleracdo de cada corpo é calculada a partir
da distancia s; percorrida em um dado tempo t; pela
formula a; = 2s;/ tf, e a razdo das massas ¢ entdao obtida
pela equacao ‘ Se a distancia s for a mesma, podemos

simplificar para:
ma _ (12"
my t1)

Embora muito comum, esta definicdo tem alguns
inconvenientes quando se considera sua realizacdo em
um laboratério de ensino. Por exemplo, ela exige o uso
de um crondémetro, e um meio de aplicar a mesma
forca constante aos dois objetos. Goodinson [13] descreve
detalhadamente um aparato experimental para esse fim.
Porém, este método nao funciona se o experimento for
feito em um sistema de referéncia ndo inercial, ou se a
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gravidade influir na aceleracdo medida. Por exemplo, se
um destes fatores acrescentar uma aceleracdo aparente
a* a cada corpo, na direcao e sentido de F', as aceleragoes
medidas serdao a; = F/my + a* e aa = F/my + a*.
A razdo correta das massas seria entao:

mo a; —a*

=—. (3)
mq as — a
Se, em vez desta equagdo, usarmos a equagao , o
resultado serd incorreto. Podemos inclusive obter massa
negativa, ou nula, ou infinita.

Outra defini¢do operacional da massa inercial é apre-
sentada no livro texto de Knudsen e Hjorth [I4]. Neste
método, a massa a ser medida é presa a uma mola
de modo a formar um sistema massa-mola. A massa é
deslocada e liberada de modo a colocar o sistema em
oscilagdo harmoénica. O periodo da oscilaggo é T; =
2m\/m;/k, e portanto a razdo das massas pode ser

calculada por
2
ma T
— == . 4
™ (2) (@

Este método, muito usado nos laboratérios de ensino,
nao exige uma forga externa conhecida nem medidas de
distancia, mas a mola precisa ser linear (forga propor-
cional & elongacdo) e os periodos devem ser medidos
com um cronémetro. Podemos eliminar a necessidade
do crondmetro substituindo a razdo Ty/T) pela razdo
entre as frequéncias f1/fa = ni/ng, colocando-se as
duas massas em oscilagdo simultaneamente e contando-
se o numero de oscilagées n; num intervalo de tempo
arbitrario. Porém, neste caso, seria necessario usar
duas molas com mesma constante k. Devemos lembrar
também que essa constante depende da temperatura, e
que a massa da mola tem que ser desprezivel.

Uma alternativa proposta por Bruzzi [I5] é usar o
fenbmeno de ressonancia entre as oscilagoes de duas
hastes elasticas, numa das quais a massa a medir é fixada
em posicao ajustavel. Porém, este método requer uma
escala calibrada na haste, pois a relagdo entre a posi¢ao
da massa e a frequéncia ndo é linear. Outro método
é a balanga centrifuga projetada por Rivetti [16] para
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medicao de massas em ambientes com microgravidade.
Entretanto, o equipamento é demasiado complexo para
uso em ensino. Varios métodos de medida de massa
inercial para esse mesmo fim (na maioria, variantes do
sistema massa-mola) foram descritos por Mizuno [17].

Neste artigo, descrevemos um aparato de construgao
relativamente simples para medir a razao das massas
inerciais de dois objetos, em principio arbitrariamente
desiguais, adequado para uso em laboratérios de ensino.
O aparato consiste de uma balanga romana com eixo
vertical, acelerada horizontalmente. (A ideia é uma
elaboragdo do método descrito no livro de Taylor [18],
que s permite testar a igualdade de duas massas).

Do ponto de vista tedrico, o método poderia ser
visto como uma definicdo operacional de massa inercial.
Ele fornece a raz@o correta mesmo se for executado
em um ambiente ndo-inercial, ou se as medidas forem
feitas por um observador em movimento com velocidade
relativistica em relagdo ao aparato.

2. A balanga romana

A balanca romana consiste de uma haste rigida que
suporta os dois objetos e é suportada por um pivé entre
eles, ver Figura [Th. Um dos objetos, cuja massa ms se
quer medir, é pendurado em um ponto fixo da haste
por meio de um gancho ou prato articulado na mesma.
O outro objeto é um contrapeso, cuja massa mj serd a
unidade de medida, que pode ser deslocado ao longo do
outro ramo da haste.

A balanga romana tem sido usada, desde muito antes
da fundacdo de Roma até os dias de hoje, para medir
a massa gravitacional. Neste uso, o pivo é suportado
verticalmente de modo que sua posi¢do permanece fixa,
e o contrapeso ¢é deslocado até que a haste permaneca
em equilibrio na horizontal, sem tendéncia a girar em
torno do pivo. Nesta situagdo, os torques g1 = mygdy e
q2 = magds gerados pelos pesos devem ser iguais; onde
g ¢é a aceleragdo da gravidade, e dy e ds sdo as distancias
do pivo aos pontos de articulacdo das massas na haste

do dq

)
)
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Figura 1: (a) Esquerda: uma balanga romana [19]; (b) Direita: esquema da medi¢do da massa gravitacional. No equilibrio, vale a

equacao .
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(Figura ) A razdo das massas gravitacionais é entdo:

(5)

Na prética, o brago com o contrapeso movel é graduado
de modo a indicar diretamente o valor ma = mqd; /da,
evitando-se assim a necessidade de medir distancias e
fazer contas. Observe-se que o resultado nao depende da
aceleracao da gravidade g.

Esta balanca difere da balanga “egipcia”, com dois
ganchos ou pratos pendurados na haste a distancias
iguais do pivd (d; = dz). Uma grande vantagem da
balanga romana é que ela precisa de apenas uma massa
de referéncia m,, em vez de um conjunto de massas
calibradas para formar uma massa igual a me. Outra
vantagem é que a massa m; pode ser muito menor que
a massa a medir mg; e, portanto, a forga necessaria para
sustentar o conjunto (o peso da haste, mais m; e ms)
fica reduzido quase & metade.

A equagao supode que a haste em si, sem os dois
pesos, estd equilibrada; ou seja, que o pivo fica no centro
de massa (CM) da haste, incluindo o gancho ou prato
fixo na mesma. Neste caso, os torques gerados pelos
pesos dos dois ramos da haste sdo iguais, e portanto se
cancelam. Esta condigdo significa que a haste nao tem
tendéncia a rodar quando suspensa pelo pivd, sem os dois
pesos. Neste artigo, vamos supor que esta condigdo se
verifica. (Se a haste em si nao estiver equilibrada, a razao
das massas serd uma fungdo mais complicada da posi¢ao
e da massa do contrapeso). Embora balangas romanas
tipicas tenham bracos desiguais, o brago mais curto
geralmente é mais largo ou espesso, ou tem um gancho
pesado, ou tem um contrapeso extra, compensando seu
comprimento menor.

Uma variante da balan¢a romana ¢é a balanga escandi-
nava, em que as duas massas sao penduradas em posigoes
fixas, nos extremos da haste, e o pivé pode ser deslocado
ao longo da mesma, variando tanto d; quanto ds, até
que a haste fique em equilibrio. A massa gravitacional
mo = midy /dy é normalmente marcada diretamente na
haste. Entretanto, como o piv6 geralmente nao coincide
com o CM da haste, este tipo de balanca supde que a
massa de referéncia m; é fixa, e exige uma escala gravada
mais complexa, que leva em conta o momento de inércia
da haste em si.

my  di
mi do .
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3. Medindo a massa inercial

A proposta deste artigo é usar a balanca romana para
medir (ou definir operacionalmente) a razao entre as
massas inerciais mi; e mso de dois objetos. Para esse
fim, usamos a balanc¢a deitada de lado, de modo que as
forcas relevantes sejam horizontais em vez de verticais.
Uma aceleragao arbitraria a é aplicada ao eixo do pivo,
transversalmente a haste, de modo a permitir a rotacao
livre da mesma. As distdncias d; e/ou dy das massas
ao pivd sdao ajustadas até que as aceleragoes a; e as
das duas massas sejam iguais, de modo que a haste
se desloque paralela a si mesma, sem rodar. Veja a
Figura 2]

Como explicado antes, supomos que o pivo estd no
centro de massa da haste em si, sem os dois objetos.
Na situagdo de equilibrio, em que a haste nao roda,
as aceleragoes das duas massas devem ser paralelas e
iguais a aceleracdo a do pivo. As forgas que a haste
aplica aos objetos serdo F; = mya e F, = moa, e
seus momentos em relagdo ao pivo devem ser iguais:
F1dy = Fyds. Segue-se que a equacao pode ser usada,
nesta situacdo, para obter a razao das massas inerciais.
Fora do equilibrio, os momentos Fid; e Fyds nao se
cancelam, resultando em uma aceleragdo angular o nao
nula da haste. Se m; for tomada como a unidade de
massa inercial, o experimento é uma medida da massa
inercial ms.

4. Aparato

A Figura [3] mostra uma possivel implementagdo deste
método, na forma de um aparato adequado para labo-
ratorios didaticos ou demonstragoes em sala de aula.
Para garantir o equilibrio da haste sem as massas, pro-
pomos que esta seja uma barra de se¢ao uniforme, com o
pivo no seu ponto médio. A haste é suspensa por um por
um pino vertical, de tal forma que ela pode rodar livre-
mente apenas no plano horizontal. Os dois objetos, com
massas inerciais mi e mo, S0 presos em ramos opostos
da haste, ambos em posic¢oes ajustaveis. Os dois objetos
devem ser corpos com formato simétrico e densidade
uniforme, fixados na haste de modo que seus centros
de massa (centros geométricos) sejam colineares com o
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— ——
o
O ?_ . f © N
aj
a ‘- a a a
as e _3\‘_ 2 1
- IR ,
! PR ) " f“‘_"'--—JB)_ ———————————————————————— e — 1

Figura 2: Principio da medig3o da massa inercial usando uma balanca romana na horizontal: (a) Esquerda: situag3o fora de equilibrio.

(b) Direita: situagdo em equilibrio.
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Figura 3: Uma possivel implementa¢do do método proposto, na forma de um aparato de laboratério de ensino: (a) Esquerda: visdo
geral, com a haste mével rodada. (b) Detalhe dos ponteiros nos extremos da haste mével.

centro do pivd, sem permitir sua rotagao relativamente
a haste.

O pino que sustenta a haste no pivo é preso a uma base
que pode se deslocar em uma tnica dire¢ao, sem rotagao,
dentro de um trilho fixo na mesa. Uma segunda haste de
referéncia é fixada nesta base, perpendicularmente ao
trilho. Ponteiros leves, afixados aos extremos da haste
movel, permitem detectar qualquer rotagao entre as duas
hastes, mesmo que inferior a 1 grau.

Na pratica, todas as partes podem ter formas e
materiais bastante variados. Comparado com outros
equipamentos didédticos (como mesas ou trilhos sem
atrito), este é barato e facil de fabricar. A base e o
trilho podem ser de madeira, desde que tenham massa
suficiente para evitar tombamento. Nao é necessaria
usinagem de metal além do corte de barras. O tnico
detalhe que exige alguma precisao é a verticalidade do
pino; mas essa pode ser conseguida com uma simples
furadeira de bancada.

Para utilizar o aparato, a haste moével é posicionada
paralelamente a haste de referéncia, e a base é empur-
rada de modo a deslocé-la por uma distancia arbitraria
ao longo do trilho. Se este deslocamento causar a rota¢ao
da haste movel, as distncias d; e/ou dy sdo ajustadas
no sentido adequado. Quando o deslocamento da barra
nao causa mais rotagdo da haste, as distancias d; e do
sao medidas, e a equacao é usada para obter a razao
das massas inerciais.

A massa e formato da base devem ser tais que o pino
do pivé permaneca vertical, sem inclinar ou tombar, du-
rante o deslocamento. O atrito no pivo deve ser o menor
possivel, para que mesmo uma diferenca pequena entre
os momentos de inércia mids e mod3 cause a rotacdo
da haste. Uma articulagdo com rolamento (rolima) seria
ideal, mas um eixo metalico com bucha de néilon ou bem
lubrificado pode ser suficiente.

Note que nao é necessario medir nem a aceleragao a
aplicada ao pivé durante o movimento, nem a distancia
percorrida pela base, nem a posicao, velocidade, ou
aceleragdo angular da haste. Basta verificar se houve ou
nao rotagao, e, no final, medir as duas distancias.

O movimento da base ndo precisa seguir nenhuma
funcao particular do tempo. Apenas, a aceleracdo inicial
deve ser forte o bastante para vencer o atrito estatico
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no pivo, na situagao fora de equilibrio. Verifica-se que,
préximo ao equilibrio (quando a rota¢do méxima da
haste é apenas alguns graus), ao final do experimento
a haste estara praticamente estacionaria, e o dangulo de
rotagao serd aproximadamente proporcional a distancia
percorrida pela base, independentemente do tempo e da
aceleracdo.

O experimento pode ser repetido com trés ou mais
objetos, medidos aos pares, para mostrar que as razoes
das massas assim obtidas sdo consistentes: my/mg =
(mq/ms)(ms/ms). A andlise do movimento da haste na
situagao fora do equilibrio pode ser um bom exercicio de
mecanica de corpos rigidos.

5. Discussao

5.1. Aspectos préaticos

Ao contrario dos métodos de Mach ou de for¢as externas
iguais, este método nao exige medigoes de tempos,
distancias percorridas, aceleragdes ou forgas. Nao exige
uma forga externa constante e reprodutivel, molas iguais
e lineares, nem conhecimento sobre as propriedades
do aparato (massa e momento de inércia da haste,
coeficientes de atrito etc.). O método ¢é essencialmente
um null experiment, que s6 exige detetar um angulo de
deslocamento zero da haste.

As tnicas medi¢Oes necessarias sao as distancias dy e
ds no equilibrio, sendo que uma delas pode ser fixada no
inicio. Um erro relativo § nessas medidas resultaria em
erro da mesma ordem na razao das distancias, e portanto
na razao calculada das massas. Por exemplo, um erro de
1 mm numa distdncia de 10 cm significaria § = 1%.
Outra possivel fonte de erro é o atrito no pivd, que pode
impedir a rotagao da haste mesmo quando as massas nao
estao no equilibrio. Este erro pode ser reduzido com um
rolamento ou bucha de baixo atrito no pivd, e com um
deslocamento mais enérgico da base.

Uma vantagem deste método é que ele permite ilus-
trar o principio da equivaléncia das massas inercial e
gravitacional de maneira elegante. Basta levantar a base
e roda-la por 90 graus, de modo que o eixo do pivo
fique horizontal e permita rotagoes da haste em um
plano vertical em resposta as forgas-peso — como em
uma balancga romana tradicional. Conforme analisado na
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Secdo [2, a haste permanecera em equilibrio apenas se
a razao das massas gravitacionais ms / my for a mesma
(d1/dz) que foi obtida para as massas inerciais.

Por outro lado, uma desvantagem do método é que sua
explicacao exige conceitos basicos de torque e equilibrio
estatico, que sao ensinados s6 depois das Leis de Newton;
enquanto que as definigoes de livro-texto tipo Mach
usam apenas a segunda e terceira leis. Porém, torque e
equilibrio estatico sdo vistos no ensino médio e cobrados
no vestibular. J4 experimentos de medida de massa iner-
cial usando sistemas massa-mola dependem da anélise do
mesmo, que é vista apenas depois do equilibrio estatico;
0 que seria uma desvantagem desses métodos em relagéo
a0 NOoSsOo.

5.2. Consideragoes tedricas

Observamos que o estado de equilibrio da barra (sem
aceleracdo angular) é um conceito de Estatica, e por-
tanto ndo se altera se o observador tiver velocidade
relativistica em relagdo ao aparato nao. Embora a haste
possa parecer contraida, de diferentes maneiras, para
tal observador, essa contragdo nao altera a razao di/ds
das distancias, e portanto a razdo inferida mso/m; das
massas.

O método também fornece a razdo correta se o
laboratorio estiver em movimento nao inercial, mesmo
com com aceleragao varidvel no tempo e espaco — desde
que, em cada instante, a componente da mesma paralela
ao plano de rotagao da haste da haste seja essencialmente
uniforme sobre esse plano. A construcdo do aparato
elimina a influéncia da componente perpendicular da
aceleracdo, e de variagoes da mesma nessa diregao.
A componente paralela da aceleracdo, no plano da haste,
é apenas somada a aceleracdo da base em relagdo ao
trilho, e portanto nao nao causa rotagao da haste quando
myd; = modsy. Esta invaridncia, alids, vale também para
a medi¢do de massas gravitacionais com uma balanca
romana.

6. Conclusoes

Apresentamos um equipamento para laboratorio de en-
sino de fisica de baixo custo para ilustracdo, medida,
ou definicdo operacional da massa inercial. O aparato,
inspirado no principio da balan¢a romana, permite medir
as razoes de duas massas inerciais, e ilustrar o principio
da equivaléncia entre massa inercial e gravitacional de
maneira simples e elegante. As tnicas medigoes exigidas
no experimento sao as as distancias das massas ao pivo.
O método é valido mesmo quando executado em um
sistema de referéncia nao inercial, ou quando as medidas
sao feitas por observadores relativisticos.
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