MAT0164 - Niimeros Inteiros: uma introduciao a matematica

Lista 1 - Solugdes

Sentencas, tabelas verdade e quantificadores

1° Semestre de 2023

(1) Em cada item, identifique se a afirmacao € verdadeira (V') ou falsa (F):

(a) 2 < 3e7éprimo.

(b) 642 =8 oubé primo.

(¢) 5ndo é primo ou 8 é primo.

(d) Se 3 ¢é primo entdo 32 = 9.

(e) Se 3 ndo é primo entdo 32 # 9.

(f) Se 32 =9 entdo 3 ndo é primo.

(g) E falso que 2 + 3 # 5.

(h) (Se2 < 3 implica que 4 > 5) entdo 8 é primo.
(i) Se2-+2 =5entdo 5 é primo.

(7) 5é impare 3 é par.

(k) 5 é impar ou 3 € par.

(I) Se2+5=7e2-5=10entdo 22 + 52 = 102.

(m) Ou 5 é impar ou 5 é multiplo de 3.

Solucao

(a) . Sejam
p:=2<3

q := 7 € primo

A afirmag@o corresponde simbolicamente a p A g.

Observe que, como 2 de fato € menor ou igual a 3, a afirmagdo p possui valor logico verdadeiro
(V). Como 7 € um niimero primo, entdo g também possui valor l6gico verdadeiro (V). Assim,
V AV =V, portanto a afirmacdo € verdadeira.

(b) . Sejam
p:=6+2=28
g := 6 € primo

A afirmag@o corresponde simbolicamente a p V q.

Observe que, como 6 +2 = 8,, p possui valor l6gico verdadeiro (V). Como 6 ndo € um
numero primo, entdo g possui valor 16gico falso (F). Assim, V'V F = V, portanto a afirmagao
€ verdadeira.



(c) Falsa. Sejam
p := 5 ndo € primo
g := 8 é primo
A afirmac@o corresponde simbolicamente a p V q.
Observe que, como 5 € um nimero primo, p possui valor 16gico falso (F). Como 8 ndo € um

numero primo, entdo g também possui valor logico falso (F). Assim, FV F = F, portanto a
afirmacdo ¢é falsa.

(d) Falsa. Sejam
p := 3 € primo
g:=32=9
A afirmag@o corresponde simbolicamente a p — ¢.

Observe que, como 3 é um nimero primo, p possui valor 16gico verdadeiro (V). Como 32 # 9,
entdo g também possui valor 16gico falso (F). Assim, V' — F = F, portanto a afirmagao € falsa.

(e) . Sejam
p := 3 ndo € primo
q:=32+#9
A afirmagao corresponde simbolicamente a p — 4.

Observe que, como 3 é um nimero primo, p possui valor l6gico falso (F). Como 32 # 9, entdo
g possui valor l6gico verdadeiro (V). Assim, F — V = V, portanto a afirmagdo é verdadeira.

(f) . Sejam
p:=32=9
g := 3 ndo € primo
A afirmagao corresponde simbolicamente a p — 4.

Como 32 # 9, entdo p possui valor l6gico falso (F). Como 3 € um niimero primo, g também
possui valor 16gico falso (F). Dai, F — F = V, portanto a afirmagao é verdadeira.

(2) . Seja
p:=2+3#5

A afirmac@o corresponde simbolicamente a —p.
Como 2 + 3 = 5, entdo p possui valor l6gico falso (F). Logo,—F = V, portanto a afirmagio ¢é
verdadeira.
(h) . Sejam
p:=2<3

g:=4>5
r := 8 € primo

A afirmag@o corresponde simbolicamente a (p — g) — 7. Veja que p possui valor 1gico ver-
dadeiro (V), g possui valor l6gico falso (F) e r possui valor l6gico falso (F). Logo,(V — F) —
F = F — F = V, portanto a afirmacédo € verdadeira.



(7) . Sejam
p:=2+2=5
g := 5 é primo
A afirmagao corresponde simbolicamente a p — 4.

Como 2 + 2 # 5, entdo p possui valor 16gico falso (F). Como 5 ¢ um nimero primo, q possui
valor 16gico verdadeiro (V). Dai, F - V = V, portanto a afirmacdo é verdadeira.

() Falsa Sejam
p := 5 ¢é impar
g := 3 ¢€par

A afirmac@o corresponde simbolicamente a p A g.
Como p possui valor 16gico verdadeiro (V') e g possui valor 16gico falso (F), entdio VA F = F,
portanto a afirmacao € falsa.

(k) . Sejam
p := 5 ¢ impar
g := 3 ¢épar

A afirmac@o corresponde simbolicamente a p V g.
Como p possui valor 16gico verdadeiro (V') e g possui valor 16gico falso (F),entdo VVF =V,
portanto a afirmacgdo € verdadeira.

(I) Falsa. Sejam
pi=2+45=7

g:=2-5=10
ri=122+452=102

A afirmag@o corresponde simbolicamente a (p A q) — r. Veja que p possui valor 16gico verda-
deiro (V), g possui valor 16gico verdadeiro (V) e r possui valor I6gico falso (F). Logo,(V A V) —
F =V — F = F, portanto a afirmacdo ¢ falsa.

(m) . Sejam
p := 5 ¢ impar
g := 5 é multiplo de 3

A afirmacdo corresponde simbolicamente a p ¥ g.
Como p possui valor 16gico verdadeiro (V) e g possui valor 16gico falso (F),entdio VY. F =V,
portanto a afirmacgdo € verdadeira.

(2) Escreva a negacdo de cada uma das seguintes afirmagdes:

(a) 7 é um nimero primoe 2 + 2 = 4.

(b) Roberto e Jodo tém mais de dois metros de altura.
(c) Todas as estradas de Petrépolis sdo bem cuidadas.
(d) Alguns ldpis sdo azuis.

(e) Todos os ldpis sdo azuis.

(f) A fungéo f é continua em todos os pontos.



(g) Mirio ndo gosta de Calculo e Jodo gosta de Teoria dos Conjuntos.

() Carlos gosta de Algebra e Caio nio gosta de Teoria dos Ntimeros.
(i) Se estd chovendo, Maria ndo lava a louga.

(7) Todas as borboletas sdo azuis e alguns gatos sdo vermelhos.

(k) Se a cadeira é vermelha entdo a mesa € verde.

(I) Se minha mie é um trator, entdo eu ndo sou uma moto-serra.

(m) Se chocolate é sauddvel e todas as laranjas sdo doces entéo ou geleia de pepino € sauddvel ou
pipoca nao € salgada.

(n) Jodo é feliz apenas quando joga bola.

(0) O principal jogador de futebol contratado para a temporada ndo apenas nio foi capaz de marcar
gols nos primeiros jogos como também ndo conseguiu acertar nenhum pénalti cobrado.

Solucao
(a) Vamos dividir a afirmagdo em duas proposicoes:
p := 7 € um nimero primo

g:=2+2=4

Na forma simbdlica em termos de conectivos 16gicos, a afirmacdo corresponde a p A g. Assim,
a negacdo corresponde a =(p A g) = —p V —g. Assim, a negagio serd
7 ndo é um nimero primo ou 2 + 2 # 4.
(b) Seja
p := Roberto e Jodo tém mais de dois metros de altura

A negacdo corresponde a —p Logo, a negacdo da afirmagdo corresponde a:

Roberto e Jodo ndo t€m mais de dois metros de altura.

Mas também podemos interpretar a afirmac¢do dividindo-a na proposicao relativa a altura de
Jodo e da altura de Roberto:

p := Roberto t€m mais de dois metros de altura
g := Jodo t€ém mais de dois metros de altura

Veja que podemos reescrever a afirmacio para uma forma simbolica em termos de conectivos
16gicos como sendo p A g. Assim, a negagdo corresponde a —=(p A q) = —p V —q. Logo, a
negacdo da afirmacdo corresponde a:
Roberto ndo tém dois metros de altura ou Jodo ndo tém dois metros de altura.

(c) Observe que nesta afirmagéo a palavra “todos” faz o papel do quantificador universal V. Sendo
sua negagao correspondent ao quantificador existencial 3, basta negar a afirmagdo principal

p := As estradas de Petr6polis sdo bem cuidadas

e podemos escrevé-la como:
Existe a0 menos uma estrada de Petrépolis que nao é bem cuidada.
Nem todas as estradas de Petrépolis sao bem cuidadas.



(d)

(e)

(f)

()

(h)

Observe que nesta afirmacgdo a palavra “alguns” faz o papel do quantificador existencial .
Sendo sua negacdo correspondente ao quantificador universal V, basta negar a afirmagao prin-
cipal

p := Ldpis sdo azuis

e podemos escrever:

Todos os ldpis ndo sdo azuis,
ou equivalentemente,
Nenhum lapis € azul.

Nesta afirmagao a palavra “todos” faz o papel do quantificador universal V. Sendo sua negacio
correspondente ao quantificador universal 3, basta negar a afirmacao principal

p := Lapis sdo azuis

e podemos escrever:

Existe um l4pis que ndo é azul.
Ou equivalentemente,

Algum 14pis ndo € azul.

Novamente, a palavra “todos” indica a existéncia de um quantificador universal V na afirma-
cdo. Assim, sua negagdo corresponde a substitui-lo pelo quantificador existencial 3 ¢ negar a
proposi¢do, obtendo

Existe a0 menos um ponto em qua a fungdo f nio é continua.

Ou equivalentemente,

A fungéo f ndo € continua em a0 menos um ponto.

Sejam
p := Mirio ndo gosta de Célculo

q := Jodo gosta de Teoria dos Conjuntos

Veja que podemos reescrever a afirmacao para uma forma simbdlica em termos de conectivos
16gicos como sendo p A g. Assim, a negagdo corresponde a —=(p A q) = —p V —q. Logo, a
negacdo da afirmacao corresponde a:

Miario gosta de Célculo ou Jodo ndo gosta de Teoria dos Conjuntos.

Sejam
p := Carlos gosta de Algebra

g := Caio ndo gosta de Teoria dos Niimeros

Veja que podemos reescrever a afirmacao para uma forma simbdlica em termos de conectivos
16gicos como sendo p A g. Assim, a negagdo corresponde a =(p A q) = —p V —q. Logo, a
negacdo da afirmagdo corresponde a:

Carlos ndo gosta de Algebra ou Caio gosta de Teoria dos Nimeros.



(i)

(/)

(k)

Observe que as particulas “Se” e “entdo” referem-se ao conectivo légico de implicagdo — .
Considere
p := Esta chovendo

g := Maria ndo lava a louca

Assim, a afirmacio corresponde simbolicamente a p — ¢. Dai, lembrando que p — g =
—p V g, temos que a negagdo corresponde a

“(p—=q)=—(pVa) =-(-p)A-g=pA—q
Assim, a negacdo correspondera a
Esta chovendo e Maria lava a louca.

Vamos dividir a proposicao em duas proposi¢des simples:
p := Todas as borboletas sdo azuis

g := Alguns gatos sdo vermelhos

A afirmac@o correponde simbolicamente a p A g. Assim, a negagdo corresponde a =(p A q) =
—p V —q. Para negar p, observe que temos o quantificador universal V por conta da palavra
“todos”. Sua negagdo corresponderd ao quantificador existencial 3 e a negacdo da afirmag@o
principal. Ja em g, temos o quantificador existencial indicado pela particula “alguns”. Logo,
sua negag¢do corresponderd ao quantificador universal V. Em suma, podemos escrever simboli-
camente como

Vx € borboletas(x é azul) A Jx € gatos(x é vermelho),
e assim

—[Vx € borboletas(x é azul) A Jx € gatos(x é vermelho)]

& Jdx € borboletas—(x é azul) V Vx € gatos—(x é vermelho)
& dx € borboletas(x ndo é azul) V Vx € gatos(xndo é vermelho)

Portanto, a nega¢do corresponde a

Alguma borboleta ndo € azul ou todos os gatos ndo sdo vermelhos.
Ou equivalentemente,

Nem toda borboleta € azul ou nenhum gato € vermelho.

Observe que as particulas “Se” e “entdo” referem-se ao conectivo légico de implicagdo — .
Considere
p := Cadeira € vermelha

g := Mesa € verde

Assim, a afirmagdo corresponde simbolicamente a p — ¢. Dai, lembrando que p — g =
—p V ¢, temos que a negagdo corresponde a

—(p—9q)=-(-pVg)=—-(-p)A-g=pA—q

Assim, a negagdo correspondera a
A cadeira € vermelha e a mesa nao € verde.



(I) Novamente, temos as particulas “Se” e “entéo”que se referem ao conectivo 16gico de implica¢do
— . Sejam
p := minha mae € um trator

g := ndo sou uma moto-serra

Assim, a afirmagdo corresponde simbolicamente a p — . Como p — g = —p V g, a negagao
corresponde a

“(p—=q)==(-pVg)==(-p)A=qg=pA—q
Assim, a negagdo correspondera a
Minha mae € um trator € eu sou uma moto-serra.

(m) Para entender melhor esta proposi¢do, vamos dividi-la em proposi¢des simples. As particulas
“Se” e “entdo”’que se referem ao conectivo 16gico de implicagdo — . Sendo

p := chocolate € saudavel e todas as laranjas sdo doces

g := ou geleia de pepino € sauddvel ou pipoca nio € salgada,

A afirmagédo corrsponde a p — g. Mas veja que p e g podem ambas ser decompostas em
proposigdes simples.

¢ Sendo
r := chocolate é saudavel

s := todas as laranjas sdo doces, ,
entio p =r As.

» Sendo
t := geleia de pepino € saudavel

= pipoca ndo € salgada,,

entdo as particulas “ou ... ou” correspndem ao conectivo 16gico ou exclusivo, dai g =
tVou.

Sendo assim, a negacdo da afirmacao inicial em linguagem simbdlica corresponde a

t e

Portanto, a nega¢ao da afirmacao corresponde a
Chocolate € sauddvel e todas as laranjas sdo doces e geleia de pepino € sauddvel se e somente
se pipoca ndo € salgada.



(n) Sejam

(0)

p = Jodo é feliz
g := Jodo joga bola
Observe que a palavra “apenas quando” tem o mesmo sentido que “se e somente se”’, correspon-
dendo ao conectivo 16gico bicondicional <+ . Assim, em linguagem simbdlica esta afirmacao

corresponde a p <> . Sua negacdo corresponde a =(p <> g) = p ¥ g. Em linguagem natural,
podemos escrever

Ou Jodo € feliz ou joga bola‘

Sejam
p := ndo foi capaz de marcar gols nos primeiros jogos

g := ndo conseguiu acertar nenhum pénalti cobrado.

Veja que podemos reescrever a afirmacao para uma forma simbdlica em termos de conectivos
16gicos como sendo p A g. Assim, a negagdo corresponde a =(p A q) = —p V —q. Logo, a
negacdo da afirmacdo corresponde a:

O principal jogador de futebol contratado para a temporada foi capaz de marcar gols nos pri-
meiros jogos ou conseguiu acertar algum pénalti cobrado.

(3) Em cada item, prove que as sentengas sdo sempre verdadeiras:

(a) (p = (gAT)) = (p—71) (b) (pA(p—q) =1
(c) =(pAq) < (mpV —9q) (d) gV ((rA=p)V=(=pA(qVr)))
Solucao

Vamos provar que as sentengas sao verdadeiras construindo suas respectivas tabelas-verdade e pro-
vando que o valor légico resultante sempre € verdadeiro (V), ou simplificando a expressao, conforme
for mais conveniente para cada caso:

(a) Construindo a tabela verdade temos:

pla|riqhrip—rip—=@Ar) | (p—= (@A) = (p—T)
VIVIV]I Vv Y Y Y
V|V |F F F F A%
VIF|V F A% F \Y
V|F|F F F F \Y
F|V ]|V A% \Y \Y A%
F|V|F F A% A% A%
F|F |V F \% A% \%
F|F|F F \'% A% A"




(b) Observe que

(pA(p—19) —4q
“(pA(p—9q)Va
—pV-o(p—9q)Vyg
—pVa(mpVg)Vy
—pV(pA—q) Vg
R ARAY
—qVV

1%

(1 R

(¢) Como (—pV —g) = —(p A q), esta sentenga corresponde a =(p A g) <> —(p A q), que serd
sempre verdadeira, pois os lados esquerdo e direito sempre serdo simultaneamente falsos ou
verdadeiros.

(d) Sejas:=qV ((rA—p)V—=(=pA(qVr))) Construindo a tabela verdade temos:

<

rA=p | (rA=p)V

J

(pA(qVr))

-
<
~
~—
~—

q —(p A

o | | <] < <) <o
| <] <) ) | < < e
o< | < o < T < =
<|<|<|<| == ==l
< <| < m| <] <] <<
<\ ||| < | o) =~
| | | | | <| ™| o™

<|m|H| | <) <) |

<<l <l <l<i<gl < »

(4) Sendo a proposi¢do p — (r V s) falsa e a proposi¢do (g A —s) <> p verdadeira, classifique em
verdadeira ou falsa as afirmacdes p,q,7 € s.

Solucao

Se p — (rVs), como o conectivo 16gico — resulta em falso apenas se a primeira proposi¢do for
verdadeira e a segunda for falsa, isso significaque p = Ver Vs = F. Assim,comorVs = F, a
Unica possibilidade para isso ocorrer é r = Fe s = F.

Agora, como (g A —s) <> p é verdadeira, mas sabemos que p = V e s = F. Isso significa necessari-

mente que
(GA-F) < V=V=2gANV=V=g=V.

Portanto, p e g sdo afirmacdes verdadeiras, enquanto 7 e s sdo afirmagdes falsas.

(5) Escreva a tabela verdade da férmula:

(a) ~(pAg)V—r (b) p— (gA )
(e) (=pVa)A(pV (rA—q)) (d) (pvVa)AN(p—(qVp)



Solucao

(a) =(pAq)V—r

—(pAg)V—r

Y|

PAq
\
\
F
F

F
F
F
F

-

r

q

VI V|V|F

VIVI|IF |V

VIF|V|F

VIF|F |V

F|V|V|F

F|V|F |V

F|F|V|F
FIF|F|V

(b) p— (qA )

~
r
<
S| | |||
\ﬁ
QU
W
o [ (> |
S
Tl > > | > | >
> | | [
> | | [ |
Q> 2P | |

() (=pVa)A(pV(rA—gq))

(pVa)A(pV(rA—q))

AL

rA-g | pV(rA—g)

—q
F

\%

F
F

P

r

q

Y

F

p

VIV |V|F

VIF|V|F

F|V| V]V
F|V|F |V

F|IF|V] V|V

FIF|F| V|V

(d) (pva)A(p— (@Vp)

(pvVa)AN(p—(qVp)

plqglqvp|p—>@Vp)

tengas:

, €1 sdo sen

(6) Mostre que as duas seguintes sentencas sao equivalentes, onde p
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(a) p—(qVr); (b) =g — (mpVr).

Solucao
Observe que

R
<
<
<

concluindo o resultado desejado.

(7) Simplifique a féormula —~(p V (g A =r)) A q (i.e., escreva uma férmula equivalente a essa e que
possua menos ocorréncias das sentengas p, g € ¥ no total).

Solucao

~(pV(@@A-T))Ag
“pA(gATT)Ag
pAgVTrAg
pAgVTrAg
pAgAT

T 00

Logo, =(pV (gA—-r))ANg=—-pAgAr.

(8) Em cada item, encontre uma férmula f envolvendo as sentencas dadas e apenas os conectivos —,
A eV (i.e., sem — ou <) e que satisfaz a tabela verdade apresentada.

(a) (b) (c)

S S
<< <<=
<Y <) T
<<
< <<
<] | T

< < T < < ST

S S S SIS
< < < <

| < < < | < s

Solucao
(a) =(pA=gA=T)AN=(=pAgA=Tr) A=(=pA=gAT)
(b) pVq
(¢) =pAq
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(9) * Enquanto estudava l6gica, Gabriel acidentalmente derramou um pouco de café em seu caderno,
deixando uma parte da contradicdo que estava estudando borrada, como mostrado na figura.

J'\

(((gvr) = (pA=r)) & (2rAgA(r = =p)) A V) A(r = =(p A (=g V)

Sabendo que a parte incompreensivel era constituida apenas dos conectivos légicos A,V e — e das
proposicdes p e ¢, estando em sua forma mais simplificada possivel, apresente a proposi¢do que
Gabriel estava estudando.

Solucao
Vamos chamar de x a parte da proposicao que foi borrada. Inicialmente observe que a proposicao
escrita pode ser simplificada:

(((gvr) = (pA-1) > (2(rAgA(r——p) AxVE)A(F— a(pA(—gVr)))
((( ) AxVT))A ( ))

)
)
JAXVT)
)

AXVT)

(
(r—=~(pA(—gVr)
(=(pA(mgVr))V-—r)
(=(pA(mgVr))V=-r)
(=pVa(qVr)V-r)
(=pV (g Vir)V-r)
A(=pV(gA-—r)V=r)

A(=pV )

Ap))AX)V ) A(=pV 7)
Vr)A(xVr)))A(=pV-r)

—r

)

((gvr) = (pA-r)) < (2(rAgA(r— —p)
qVvr) —( )
)

(= ((
(= ((
(=(=(gVvr)v( ) r
( V(a(rAgN—(rAp))ANxVr)
( ( AxVT))
(((qvr)Vv(=pVvr))¥( AxVr))
(((qA=p)V(gAT)V(rAr)V(rA=p) X ((~(rAq)V (r
(((gA-p)V V(rA=p) Y ((~(rAq)V(rAp)
(((gA=p) VIV (IA=p)Y((2(rAq)V(rAp)VI)A(x V1)) A=(pAT)
(((gA=p) ViV A—p)Y((=(rAq)Vr)A(xVT))) A=(pAr)
(((gA=p) V)Y ((=(rAg)Vr)A(x V) A=(pAr)

Assim, obtemos a seguinte afirmacio equivalente:

(PAGA (T — p

(= ( (

(= ( (
pA=r) Y (=(rAqA(r— —p

qVr) = (pA-r)) Y (=( (r
pA=r))Y(=(rAgA (=1 —p))AxV

)

A

A\
A

A

)
)
)
)

1<

(g A=p) V)Y ((=(rAg) V) ANx V) A=(pAr)
Agora, vamos dividi-la em alguns blocos para analisd-los separadamente. Defina
=(@AN-p)Vr t:=(=(rANgq)Vr)A(xVr) u:=-(pAr)
Vamos construir as tabelas verdade para s, t e u para analisar seus valores 16gicos.

* Tabela verdade para s: Como s nao depende de x, basta avaliar seus valores 16gicos diretamente:
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qA-p | (@A-p) Vr

oo < < < <
| | <) <) | | <€ <=
| < m| < 1) < ] <) =
<|<|<| <= ==l
| | <| <) | | |
<l < < 1| | | <

* Tabela verdade para t : Observe que t depende de x, portanto, em sua tabela verdade, vamos
atribuir X quando nao for possivel determinar com certeza se a proposi¢ao ¢ falsa ou verdadeira.

plglr|rAng|—(rAg) | -(rAg)Vr|xVr | (=(rAq)Vr)A(xVr)
ViV iV V F \Y v \Y
V|IV|F F A% \Y X X
VIF|V F A% \Y v A%
V|F|F F \% \" X X
FIV|I V| V F \" \Y \Y
F|V|F F A% \" X X
FIF|V F A% \" v \Y
F|F|F F A% \" X X

* Tabela verdade para u : Observe que u ndo depende de g, apenas de p e r, logo a tabela verdade
ndo precisaria de uma coluna para 4. no entanto, como a férmula maior a ser analisada depende
de g, iremos adiciond-la para facilitar a constru¢do posterior da tabela verdade geral:

plg|r|pAr|—(pAT)
VIiVIV]|] V F
V|V |F F \%
V|F|V] V F
V|F|F F \%
F|V ]|V F \%
F|V|F F A%
F|F|V F A"
F|F|F F \%
Juntando as informagdes, obtemos:
plg|r|s|t|u|s¥Yt|sVtAu
V|V|V|V|IV|F| V F
V|V|IF|F|X|V]| X X
V|FIV|IF|V|F| V F
VIFIF|F|X|V]| X X
F|V|V|V|V|V| F F
FIV|F|V|IX|V]|-X - X
FIF|V|V|V|V| F F
FIF|F|F|X|V| X X

—
98]



Para ser uma contradicdo, a afirmacdo precisa ser sempre falsa. Logo, a dltima coluna deve apenas
conter o valor 16gico F, e podemos tentar construir uma tabela verdade para x a partir das linhas pares.
Observe que nessas linhas, 7 = F,ecomo x Ar = X, temosx N\F = X = x = X.

* Na 2° linha, devemos ter X = F. Logo,se p = Veqg = V temos x = F;

* Na 4° linha, devemos ter X = F.Logo,se p = V,eq = F temos x = F;

* Na 6" linha, devemos ter =X = F = X = V. Logo,se p = Feq = V temos x = V;
* Na 8" linha, devemos ter X = F Logo,se p =V eq=F,r = F, temos x = F.

Esses dados nos permitem obter a seguinte tabela verdade para x :

plq|~x
V|V |F
V|F|F
F|V|V
F|F|F

A proposi¢do que gera esta tabela € —p A g. Portanto, concluimos que x = —p A q.
Portanto, a proposi¢ao que Gabriel estava estudando era

(((gvr) = (pA=r)) < (2AGA(r=2p)) Ap A V) A(r = 2(pA(mqVT)))

(10) Reescreva cada afirmacao a seguir em linguagem natural, sem usar notacao simbdlica, e deter-
mine seu valor verdade:

(a) Vx € R, x < x2. (b) Ix e R, x®> =x

(¢) Ax eR: 2% =x (d) Vx € R, x* = 3

(e) Vxe NJyeR: x <y (f)Vx,yeZ,a<b=3ze€Z:a<c<b
Solucao

(a) Para todo x nimero real, x é menor do que x2.

O valor 16gico dessa proposicio é falso (F), pois existe um x € R tal que x > x2, por exemplo
x=3,jiquey > 1 = x > x2

(b) Existe um nimero real x tal que x> = x.
O valor 16gico dessa proposi¢ao € , pois existe um x € R tal que x> = x, por
exemplo x = 0.

(c) Existe um tinico nimero real x tal que x> = x.

O valor légico dessa proposicio é falso (F), pois existe mais que um x € R tal que x = x>, por
exemplox =0ex = 1.

(d) Para todo x nimero real, x* é igual a x>.
O valor 16gico dessa proposicio é falso (F), pois existe um x € R tal que x* # x3, por exemplo

x=2.
(e) Para todo nimero natural x existe um nimero real y tal que x é menor do que y.
O valor 16gico dessa proposi¢ao é , pois para cada x € IN, podemos considerar

y =x+1,ede fato teremos x < x +1 = .
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(f) Vx,y € Z,x <y = 3Jz € Z: x < z < y Para todos inteiros x e y, se x é menor do que y
entdo existe z nimero inteiro tal que x € menor do que z que € menor do que V.
O valor logico dessa proposi¢ao € falso (F), pois para x e y inteiros consecutivos, digamos
x = 2 ey = 3, ndo existe um z, inteiro tal que 2 < z < 3.

(11) Considere a seguinte afirmacao:
Para todo gato no sofd existe uma pulga no carpete que o mordeu se ele for um gato preto.

(a) Escreva em linguagem simbdlica a proposicdo corresponde a esta afirmag@o.

(b) Apresente a negagdo da proposi¢do deduzida no item anterior em linguagem simbélica e em
linguagem natural.

(c) A afirmagdo serd verdadeira se:
(«) nd@o hd um gato preto no sofd?
(B) uma pulga morder todos os gatos?

(v) houver um gato preto que nédo foi mordido?

Solucao
(a) Em linguagem simbdlica, essa afirmagéo corresponde a proposigdo:
Vx € A,y € B: P(x) — Q(x,y),

onde
* A € o conjunto de todos os gatos no sof;
* B ¢é o conjunto de todas as pulgas no carpete;
* P(x) é a proposi¢do “x é um gato preto”;
* Q(x,y) é aproposi¢do “a pulga y mordeu o gato x”.
(b) A negacdo da proposicdo pode ser obtida utilizando as propriedades de negagdo dos quantifi-

cadores universal e existencial, a equivaléncia p — g < (—p V q) e as Leis de De Morgan,
como segue:

-[Vx € A,dy € B: P(x) —
dxe A: =3y € B: P(x) —
dx e A: Vy € B,~[P(x) —
dx € A: Yy € B,~[-P(x) V

Tt 00

Em palavras, temos a afirmacao “Existe um gato no sofé tal que, para toda pulga no carpete, o
gato € preto e a pulga ndo o mordeu”. De forma mais breve, “Existe um gato preto no sofd que
nao foi mordido por pulgas”.
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(c)
(«) A proposicdo é verdadeira pois, para ela ser falsa, deve haver um gato preto que ndo foi
mordido por pulgas.

(B) Sim, pois Q(x, ) serd verdadeira para todo gato x.

() Nao, pois a negagdo serd verdadeira.

(12) Apresente um exemplo para cada uma das seguintes proposi¢des e determine sua veracidade.
(a) 3x € A: [P(x) A Q(x)] (b) Bxe A:P(x)]A[3x € A: Q(x)]
As duas proposicoes sdo equivalentes? Justifique sua resposta.

Solucao
Sejam A = IN, e defina
P(x) := x é um nimero quadrado perfeito

Q(x) := x é um nimero primo

Para o item (a), observe que o valor 16gico da proposicao sera falso (F), pois ndo existe nenhum nu-
mero natural que é simultaneamente quadrado perfeito e primo. Agora, no item (b), o valor l6gico da
proposic¢ao serd verdadeiro (V), pois existem nimeros naturais que sao quadrados perfeitos e existem
nimeros naturais que sao primos.

Dessa andlise, consluimos que as proposi¢des nao sao equivalentes, e isso se deve a precedéncia dos
quantificadores em relagdo aos demais conectivos 16gicos.
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