limite superior e limite inferior de sequéncias de nimeros reais
Seja (x,) uma sequéncia limitada de nimeros reais. Considere o conjunto
A={ze€R :3(z,,) subsequéncia de (z,) com z,,— z }

Como (z,,) ¢é limitada em IR, A é limitado e, pelo Axioma da Completude, existe l; = inf A e [y =
sup A.

Proposicao: Existe (z,,) tal que x, — I; e existe (xy,) tal que zy,— .

Demonstracao: Como [; = inf A, existe z €A tal que I; < z < [ + 1 (e portanto,
z€ ]l — 1,11 + 1] ), e existe (z,;)— 2. Assim, conseguimos n; > 1 tal que [} —1 <z, <l + 1.

Novamente, como [; = inf A, existe z € Atalquel; < 2 < lﬁ—%, e obtemos z € ]ll—%, lﬁ—%[. Existe
uma subsequéncia z,,; de (x,) tal que Tp,— 2. Assim, obtemos ny > n; com l; — % < Ty, <l + %

Dessa forma, definimos nqy < no < ... < ng < ... tal que [y —% < Ty, < Ui+ %, Vk > 1, de maneira
que ,, — ;.

Analogamente provamos que existe uma subsequéncia (z,,, ) de (z,) tal que x,, — lo.

Proposicao:
Iy = sup, > {inf{zy : & > n}}

ly = inf,> {sup{xy : K > n}}

Demonstracao:

Fixemos ¢ > 0, e considere I, =
Tp;— < Iy — € (lembre-se que (x
contradicao, pois [; = inf A.

{n>1: 2z, <ly —e}. Se I é infinito entdo existe
n) € sequéncia limitada). Temos entdo x€ Aex < [} —€:

Logo,dn.>1:Vk>n. x> 1 —e. Assim,
i —e < inf{zyx: k>n}

Por sua vez, n > n, = inf{zy: k>n} < inf{zy : k£ >n}

= l1—e < sup,s {inf {z; : k>n}}, Ve>0

= I1 < sup,s {inf {2 : k> n}}
Vamos designar [} = sup,,»,{inf{zy : k > n}}.
Suponhamos que [; < [;. Entao
Ing>1talquely < inf{xy: k>negl = I L <l <inf{wy: k> ngl.

Neste caso, toda subsequéncia convergente de (z,,) possui, como limite, um ntiimero maior ou igual
" o~ . . 7 . . A . .

a [y : contradigao, pois Iy = infA e l; é limite de uma subsequéncia de (z,). Concluimos que

Iy = sup, > {inf {z : k> n}}.



Analogamente provamos que ly = inf - {sup{z; : k > n}}.
Defini¢ao: Dada uma sequéncia x,,) em IR, definimos

liminf 2, = sup,,»,{inf {2} : k> n}}

limsup x,, = inf,>;{sup {xy : k > n}}

Proposigao: Dada uma sequéncia (x,) de niimeros reais, sdo equivalentes:

(i) (zn) é convergente em IR.

(i) (z,) é limitada e liminf z,, = lim sup z,.

Observagao: Se (z,,) é uma sequéncia ilimitada superiormente entao lim sup x,, = +0o0.
Da mesma forma, se (x,,) é ilimitada inferiormente entao liminf z, = - occ.

Calcule lim inf z,, e limsup x,, :

Q) 7 = (1" + 1

n

(i) @ - (=12 + 7)

n

(iv) z, =1 + 7(_7112)71
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