Chapter 5

VORTICIDADE

Vimos que uma consideragao da conservacao de energia para os fluidos perfeitos
nos conduziu a um importante resultado, o teorema de Bernoulli. Analogamente,
neste capitulo, veremos que a conservacao do momento angular em fluidos
perfeitos conduz a resultados intessantes, em particular o teorema de Kelvin
(William Thomson, lord Kelvin, 1824-1907) e o teorema de Helmholtz (Hermann
von Helmholtz, 1821-1894). Primeiro precisamos introduzir algumas definigoes.

5.1 Escoamentos rotacionais e irrotacionais

Na mecanica dos fluidos, o rotacional da velocidade, V x ¢ = €2, é uma
quantidade que tem um papel importante e tem nome préprio: “vorticidade”.

5.1.1 O que mede o rotacional?

Em capitulos anteriores, encontramos a quantidade V- U, ou divergéncia do
campo v. A divergéncia de um campo mede o quanto ele se espalha. Na figura
abaixo, tenderiamos a pensar que o escoamento de esquerda tem divergéncia
nula enquanto o de direita teria divergeéncia nao nula.

Narealidade, para o escoamento de direita temos que estar mais cuidadoso
como mostra o exemplo abaixo.

Exemplo (5.1)
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Figure 5.1: Esquerda: campo vectorial de divergéncia nula. Direita: a
divergéncia pode ou nao ser nula.

a) Consideremos o campo vetorial x& + yy + zZ. Esboga-lo e calcular sua
divergéncia.
b) Mesma pergunta com (1/(z? + 32 + 22)%2(xd + yj + 22).

Solugao:

a)

\T/
e
/*\

/l\

Figure 5.2: Exemplo de campo vectorial de divergencia nao nula.

Temos 5 5 9
x Y z
A T, 1
ox * oy i 0z s (5.1)
b)
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Figure 5.3: Exemplo de campo vectorial de divergéncia nula.

Temos

ax/(12+y2+22)3/2 + 8y/(m2+y2+22)3/2 62/(m2+y2+22)3/2
ox oy 0z (5 2)
3(ac2+y +22)=3(z2 4y +22) -0 :
($2+y +Z2)o/2

Usando coordenadas esféricas, vemos que os dois campos acima sao radiais
i.e. do tipo V = V(T 0,$). Precisamente no a) V =7 e no b) V = #/r2.
A divergéncia fica V - V = (1/r2)(9(r2V,)(dr). Vemos assim que este tipo
de campo tem divergéncia nao nula a nao ser que a dependéncia em r de V,
seja em 1/r% (o que é o caso do campo do b)).

No caso do rotacional, temos uma situacao similar. O rotacional mede
o quanto a matéria gira localmente. O fato de girar localmente implica o
seguinte: imaginamos colocar no escoamento uma pequena roda com pas
como na fig. 5.4. Em seguida tentamos determinar se a roda permanece com
a mesma orientagao ou gira (marcamos um dos pas para facilitar).

Na figura ??7, tenderiamos a pensar que o escoamento de esquerda tem
rotacional nulo enquanto que o de direita poderia ter rotacional nao nulo.

De novo, para o escoamento de direita temos que estar cuidadoso como
mostra o exemplo abaixo.

Exemplo (5.2)
Consideremos campos como os da figura a direita na fig. ??: V(r, ¢, z) =

Vy(r)o.
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Figure 5.4: Se a roda de pas inserida no escoamento girar, o rotacional tem
componente nao nula perpendicular a folha.

_>

-
Figure 5.5: Esquerda: campo vectorial com componente do rotacional
perpendicular a folha nula. Direita: esta componente pode ser nao nula.
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a) Supor Vy(r) = ar. Esbogar o campo de velocidade e e calcular seu
rotacional.

b) Mesma pergunta para Vy(r) = a/r.

/= \
N

Figure 5.6: Exemplo de campo vectorial com rotacional nao nula.

Solucao:

a)

Temos (usando coordenadas polares ou cilindricas)

.1
Vx V= ;ag:ﬂ/% = 2a% (5.3)

b)
Temos

SRR AL

T r

£=0 (5.4)

Olhando os esbogos dos casos a) e b), vemos que a regra da roda nao

teria sida Obvia de usar para prever se o rotacional seria nulo ou nao. Estes
~ . = i . — — orvV.

campos sao do tipo V = Vj(r)¢. O rotacional fica V x V = 1=22 = (),
) . ; - r_or

Vemos assim que este tipo de campo tem rotacional ndo nulo a nao ser que

a dependéncia em r de Vy(r) seja em 1/7 (o que é o caso do campo do b)).

5.1.2 Exemplos concretos simplés

Rotacao com velocidade angular constante ou de corpo rigido
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Figure 5.7: Exemplo de campo vectorial com rotacional nulo.

Consideremos um recipiente contendo um liquido em rotacao uniforme
com velocidade angular w (cf. fig. 5.8):

7= wro. (5.5)

As linhas de corrente sio circulares. A vorticidade é (3 = V x @ = 2wz, i.e.
perpendicular a folha.

o))
=)

=l

SHN

U

Figure 5.8: Movimento de corpo rigido v = rwd.

Este tipo de rotacao ja foi encontrado no capitulo III. Vimos que podia
ser tratado como um problema de estatica introduzindo uma forca inercial
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pw?r?, ou alternativemente de dinamica (exemplo 3.2). Em ambos casos
(claro), a solugao da equacao de Euler leva a p(r, z) = pg — pgz + (1/2) pw?r?
e a superficie livre é uma paraboloide dada por z = w?r?/(2g), i.e. a altura
do fluido z cresce como 72,

Rotacao tipo redemoinho
Consideremos agora outro escoamento com linhas de correntes circulares
e || funcado sé de r, (de modo que ¥ = v(r)o):

7= Lq@. (5.6)

2rr

Neste caso, temos O =0.

A figura embaixo 5.9 mostra uma realizagao pratica deste tipo de escoamento:
um liquido escapa de um recipiente por uma tampa no fundo. Forma-se um
redemoinho (similar ao de uma banheira que se esvazia) em que a velocidade
aumenta a medida que se aproxima do eixo.

Figure 5.9: Exemplo de movimento do tipo redemoinho. Na foto, duas
garrafas pets, sendo uma sem fundo, sao juntadas pelas tampas - coladas
e furadas. Despejamos dgua na de cima e damos um pequeno movimento de
rotacao nela.

Exemplo (5.3)
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Calcular a forma da superficie livre deste escoamento supondo o fluido
incompressivel.

Solucao:
Para um fluido incompressivel, usando o fato que o escoamento € irrotacional,
podemos usar a férmula de Bernouilli no espago todo (exceto r=0). Obtemos:

p/p+ gz +T?%/(4n%r?) = cste (5.7)

A superficie livre assume uma forma afunilada que podemos determinar
usando p = py (pressao atmosférica) constante nela. Temos

2+ ——— = cste (5.8)

dai
z = cste! — ———. (5.9)

O liquido ocupa a regiao externa ao funil centrado no eixo excluindo a
singularidade em r = 0. A altura do fluido z varia como 1/r%.

Vértice de Rankine
Este escoamento é uma combinagao dos dois anteriores (em duas dimensoes).
Ele é definido por

(5.10)

U=

wrg?)se r<R
I'/(2rr)pser > R

Exemplo (5.4)

Em marco de 2004, o ciclone Catarina atingiu a regiao sul do Brasil.
Foi o primeiro ciclone tropical a ser registrado oficialmente no Atlantico Sul.
No pico de intensidade (28 de margo), ventos de 160 km/h teriam sidos
alcancados.

Um ciclone tropical origina sobre dguas tropicais quentes, é um sistema
de nuvens compacto circular. Ventos fortes circulam em volta de uma regiao
central calma de baixa pressao, chamada o olho do ciclone. Para ter uma ideia
das escalas envolvidas, num ciclone intenso (furacdo), os ventos aumentam em
intensidade do centro do ciclone até atingir seu maximo acima de 100 km/h
na “parede” do olho, localizada a uns 15-30 km do centro e diminuem para
raios maiores (até uns 150 km). O objetivo deste exemplo é apresentar um
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Figure 5.10: Furacao Catarina perto da costa brasileira. Crédito: J.
Schmaltz, MODIS Land Rapid Response Team at NASA GSFC.

modelo simplés para este fenemomena (um modelo um pouco mais elaborado
¢ apresentado no exercicio 9).

Modelizamos um ciclone por um escoamento perfeito incompressivel do
tipo vortice de Rankine.

a) Calcular I" impondo a continuidade da velocidade. Plotar v(r). Qual
¢ a forma das trajetérias do vento?

b) Desprezando a gravidade, obter p(r) e plotar esta fun¢ao. Calcular o
valor minimo da pressao no caso do furacao Catarina.

Solucao:

a)Precisamos ter wR =T'/(27R) i.e. I = w2wR*.

v nao depende de t, de modo que trajetérias e linhas de corrente conincidem
e sao circulos.

b)Temos di/dt = (7-V)& = (v/105)(v(r)d) = —v?/rit e dT/dt = —Vp/p =
—1/pdp/0rr. Integrando e usando p(00) = pam bem como a continuidade de
p temos p(r) = pw?r? )2+ pagm—pw?R2ser < Rep(r) = —pw? R*/(2r?) +Patm
ser > R.

Usando v = v(R) = Rw = 160km/h obtemos ppi, = p(r = 0) =
Patm — pw?R? ~10° — 1 x (160 10%/3600)? ~ 0,98 10°N/m?.
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max

>
R r

Figure 5.11: Velocidade do vértice de Rankine. A velocidade do fluido é nula
no centro do chamado “olho”, na regiao central (que é relativamente calma).

pmin

Figure 5.12: Pressao do vortice de Rankine. Devido a diferenca de pressao,
ar é aspirado das partes externas para a regiao central.
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5.1.3 Linhas e tubos de vdrtice

Analogamente a linha de corrente, podemos definir uma linha de vértice
ou vortex como sendo uma linha tangente a Q) em todos os pontos num dado
instante. Similarmente também sua equacao pode ser obtida com dl /ds = 0.
Por exemplo para a rotacao de corpo rigido v = wré, as linhas de corrente sao
circulos de raio r. Como ) = 2wz, as linhas de vértice sao linhas paralelas a
Oz.

Da mesma maneira que tubos de corrente, podemos também considerar
tubos de vértice formados de linhas de vortice.

1)

Figure 5.13: Tubo de vértice.

Varios tipos de tubos de vortice podem ser observados na vida de cada dia.
Aneis de fumaga sao as vezes produzidos por chaminés, volcanos, fumantes.
Este tipo de aneis também pode ser produzido no laboratério como mostrado
na figura 5.14. Golfinhos e certas baleias sao capazes de produzir aneis
de ar. Pode-se encontrar vérios filmes sobre isto na internet. O artigo [1]
apresenta uma explicacao interessante de como eles fazem, tipos de bolha,
fisica envovida.

Outro tipo de tubo de vértice sao os tornados. A configuracao do tubo é
mostrada na figura 5.15.

5.1.4 Equacao de movimento para a vorticidade
Para um fluido incompressivel, usando

(T- V)T = (V x¥) x T+ =Vv* | (5.11)

N =
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Figure 5.14: Mecanismo para formacao de tubo de vértices: devido a
viscosidade, a velocidade diminue nas bordas do jato saind da aberura, o
que gera um movimento de rotacao. Demonstracao. Uma garrafa pet é
cortada na metade e esta extremidade é coberta por um pedago de bexiga.
Em seguida introduz-se fumaca com um bastao de incenso aceso. Finalmente
bate-se na parte coberta por bexiga para ver aneis escapando.
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Z

Figure 5.15: Outro exemplo do tubo de vértice: um tornado.

a equacao de Euler pode ser re-escrita

o = - (v p
= D) xii=-V([—=+Z . 12
8t+(V><v)><v V<2+p+gz) (5.12)
Aplicando Vx a ambos lados, temos
o -
E‘FVX(QX??):O. (5.13)

Vemos que esta equagao s6 envolve Q e 7. Usando a igualidade
Vx(AxB)=(V-BYA+(B-V)A—(V-AB—(A-V)B  (5.14)

podemos re-escrever 5.13 na forma de uma equacao de movimento para O
para fluido incompressivel
QL -
— = (2 V). 5.15
= (.9 (5.15)
(onde usamos V-7=0 para fluido incompressivel bem como a identidade
V-(VxA)=0)
Podemos entender melhor esta equagao usando como base s (onde ds é
tangente a linha de vorticidade) mais 2 versores perpendiculares & linha de
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vorticidade p; e ps. 0 = Q38 de modo que a equacao 5.15 fica

d§ ov
by b 5.16
dt 0s ( )

Ovs/0s representa o aumento de vs ao longo da linha de vorticidade, i.e.
o alongamento desta linha. 0v,,/Js e Ov,,/0s representam mudancas da
velocidade na dire¢ao normal a linha de vorticidade, i.e. a inclinacao desta
linha.

5.2 Teorema da circulacao de Kelvin

5.2.1 Definicao da circulagao

Uma grandeza importante para caracterizar um escoamento é a circulacao
da velocidade. A circulacdo I' ao longo de uma curva fechada orientada C' é
definida como:

r:fﬁdf (5.17)
c
onde 7 é a velocidade do fluido e dl o elemento de linha ao longo de C,

orientado no sentido positivo do percurso, cf. fig. 5.16. Para calcular a
circulacao s6 importa a componente da velocidade ao longo do caminho.

5
v

Figure 5.16: Caminho C para o cédlculo da circulacao.

Exemplo (5.5)
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a) Calcular a circulagao sobre um circulo centrado em O para um escoamento
com rotagao ao redor de O do tipo a) corpo rigido, b) redemoinho.

Solugao:

a) Temos v = wro e dl = rdgzﬁgzg. Assim Tgpe = vr §, do = vr o% do =
27r?w que podemos re-escrever ' = S, onde Sgy. é a superficie delimitada
pelo circulo .

b) Temos 7 = 5--6 e dl = rdpp. Assim Uype = vr §, dop = vr [7 dp =
2mvr = I'. Neste caso, a circulagao sobre qualquer circulo centrado em O
vale I" qualquer que seja o raio do circulo. Nao podemos escrever a circulagao
na forma €2S.;,. pois a velocidade e o rotacional nao sao definidos em r = 0.

Exemplo (5.6)
a) Calcular a circulagao sobre o circuito ABCDA da figura 5.17 para um
escoamento com rotagao ao redor de O do tipo a) corpo rigido, b) redemoinho.

or

Figure 5.17: Caminho ABCDA.

Solucao:
a) Tapcpa = $,30pa ¥ - dl. Como @ é perpendicular a AB e DC, a
contribucao destes trechos a inte%gal é nula.

Tapcpa = — 60911(7")rd0 + [y v(r 4+ 0r)(r + 6r)df = —wr?00 + w(r +
57”)2(59 = W(SQ(QT(ST + 57"2) = QSABCDA'
b) similarmente I'spcpa = — féogv(r)rdQ + fo&gv(r + or)(r + or)df =

T/(27) (=60 + 660) = 0 = QSapcpa jé que Q = 0.
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5.2.2 Enunciado do teorema de Kelvin

O enunciado do teorema pode ser dado da seguinte maneira: “Num fluido
perfeito,

dl'c

— =0 5.18

= (5.18)
onde C' é uma curva constituida sempre das mesmas particulas,
portanto acompanhando o movimento do fluido”. Em palavras: se

seguirmos as particulas que formam o circuito C, a circulacao ' é sempre
a mesma. Isto vale se o fluido for de densidade uniforme (p = cste) ou
barométrico (p = p(p), cf. §4.1.3).

Demostramos este teorema. Num dado instante t,

To— jf g dl (5.19)
L

No instante ¢t + dt, o caminho C' se deslocou para uma nova posicao,
podendo se deformar.

Figure 5.18: Caminho formado de particulas em ¢ e t + dt.

—

Introduzemos uma parametrizagao s de C, de modo que [ = I(s,t) Temos

dle  d - di - d (dl
Y2 v-dl = . dl i-— | —|d 5.20
at _dt ], S dt +£U ds (dt) y (5:20)

Usamos o fato que para fluido incompressivel ou barométrico, dv'/dt =
—(1/p)Vp — Vgz = —Vf. Em adigdo, commo o circuito é formado de
particulas de fluido, dl/dt = ¢. Temos
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dF =l g — -
“eo_ —]{Vfdl+7{V(v2/2)dl (5.21)
Ambos termos a direita sao nulos de modo que
dl'c
— =0. 5.22
pn (5.22)

5.3 Teorema das linhas de vdrtice de Helmholtz

5.3.1 Definicao da intensidade de um tubo de vértice

Podemos relacionar a circulagao com a vorticidade usando o teorema de
Stokes!.
Consideramos Cs formado por particulas de fluido. Temos

r:j{ a.df:/ﬁxa.gsz/ﬁ.dg (5.23)
Cs S S

A quantidade f s Q) - dS é chamada intensidade do tubo de vortice,
ela coincide com a circulagao. Nos vimos isto explicitamente nos exemplos
5.5 e H.6.

Pelo teorema de Kelvin, para fluido perfeito, vemos que a intensidade do
tubo de vorticidade nao muda com o tempo.

5.3.2 Enunciado do teorema de Helmholtz

O teorema da regras sobre o movimento de linhas de voértice.

(i) A intensidade de um tubo de vértice é constante ao longo do tubo.
Isto implica que os tubos de vortice sao fechados ou acabam nas fronteiras
do fluido.

(ii) Um tubo de vértice (ou linha de vértice) se movimenta com o fluido
i.e. sempre ¢é formado das mesmas particulas.

Tsto nao pode ser feito no caso do redemoinho quando a circulacio é calculada em
volta de um circulo C' centrado em O pois a velocidade e seu rotacional nao sao definidos
em r=0. Isto pode ser re-formulado assim: para o turbilhao, um circulo C' centrado em
O néo é reduzivel (o espago ndo é simplesmente conectado) e o teorema de Stokes néo se
aplica para C.
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(iii) A intensidade de um tubo de vértice se mantem constante durante o
movimento. Em particular um movimento inicialmente irrotacional permanece
irrotacional.

Para verificar o (i), basta observar que V-O0=0 pois é a divergéncia de
um rotacional. Assim como vimos nas segoes 2.2.2 e 4.1.1, considerando para
S um um pedacgo de tubo de vortice limitado pelas tampas A; e A,, temos:
fA1 OdS = fA2 QOdS (que se reduz a A1)y = Ay{)y para tampas transversais
pequenas). Tubos de vértice tem que ser fechados como num anel de fumaca
ou ar, ou acabar nas fronteiras do fluido como num tornado.

A demonstragdo do (ii) usa o teorema de Kelvin. Consideremos um
pedaco de tubo de vértice e um circuito sobre o corpo do tubo. A circulagao
ao redor deste circuito é nula (Q 1dS ). A medida que o fluido se movimenta,
a circulacao sobre este circuito ligado as particulas do fluido permanece nula
i.e. nao ha fluxo de vorticidade atraves da superficie delimitada pelo circuito.
Isto vale para qualquer circuito da parede assim nao ha fluxo de vorticidade
para fora ou dentro das paredes do tubo. Um raciocinio similar pode ser
feito para um circuito sobre a tampa do tubo: a circulacao sobre este circuito
ligado as particulas do fluido permanece com o mesmo valor. O fluido que
forma o tubo de vértice (ou linha de vértice, que é o limite de un tubo muito
pequeno) continua dentro conforme o tempo passa. Se colorimos as particulas
de fluido formando um tubo de vorticidade, quando o fluido se desloca, estas
particulas com cor indicarao a nova posicao do tubo. Quando observamos o
deslocamento de um anel de fumaga ou ar, testemonhamos isto (cf. exercicio
10).

O (iii) j4 foi visto na §5.3.1.

5.3.3 Ligacao com a conservacao de momento angular

Nas demonstragoes acima, nao fizemos mencao explicita da conservagao de
momento angular. Ela vem embutida na equacao de Euler, valida somente
para os fluidos perfeitos, e onde nao existe forca tangencial. Nesta secao
mostramos como usa-la explicitamente num caso particular (fluido perfeito
de densidade uniforme com rotagao de corpo rigido) para obter a parte (iii)
do teorema de Helmholtz.

Consideremos, num instante ¢, um pequeno cilindro de fluido de volume
como mostrado na figura 5.19 a esquerda.

Tomemos a base AS perpendicular a Q. Devido ao escoamento, este
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l t I t+At

Figure 5.19: No escoamento rotacional, um elemento do fluido incompressivel
gira com centro num ponto, conservando seu momento angular em relacao a
este ponto enquanto ele é transportado.

cilindro vai-se encontrar, no instante ¢ + A¢, num outro ponto (figura lado
direito) e, em geral, deformado porém conservando o volume pois p =const.
e a conservagao da massa implica em [AS = ['AS".

Como o fluido é perfeito, nao ha nenhuma forca tangencial agindo sobre a
superficie do volume, nem torque externo, portanto o seu momento angular
deve permanecer constante () Toyr = dM /dt). Calculemos entao o momento
angular no instante ¢ e depois em t+ At e igualemos entre si (supondo rotagao
de corpo rigido para fixar as ideias)

i R* AS
M = |/F>< pudV| = pl/ r(wr)2mr dr = 27rwplz = wle2T (5.24)
0
no instante ¢.No instante ¢t + At, temos analogamente
AS'
M, == w’pl’R’zT. (525)
Portanto, igualando M = M’ e, lembrando que [AS = I'AS’, segue
QAS = QYAS, (5.26)

isto é, o movimento é tal que o produto da vorticidade e a area da secao reta
de um tubo de vértice, a intensidade, permanece constante.



136 CHAPTER 5. VORTICIDADE

Em adicao, vemos que se o tubo fica mais alongado, ele tem que ser mais
estreito (para conservar a massa) e girar mais rapido (para satisfazer a eq.
5.26).

Exemplo (5.7)

Supor um fluido perfeito incompressivel com vorticidade () = Q% . Usando
a equacao (5.15) mostrar direitamente que o alongamento do tubo de vértice
leva a um aumento da vorticidade.

Solugao:
Na diregao z, a eq. (5.15) leva a
dQ) ov,

Se alongarmos na dire¢ao z um pedaco de tubo de vértice, dv,/0z > 0, de
modo que d2/dt > 0.
Este resultado pode ser generalizado facilmente para aneis cf. §5.3 da ref.

2].

Para rever alguns dos assuntos deste capitulo (e alguns novos) de maneira
intuitiva e lidica, recomendo a leitura de [3]. Para quem quiser se aprofundar
mais no assunto dos fluidos com vorticidade (em particular fluidos quéanticos),
sugiro a leitura do livro de Kambe [4]. O assunto dos tornados gera muita
discussao, nao sempre correta. Para quem tiver interesse, sugiro a leitura [5]
(ou [6] que é mais avangado).
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5.4 Exercicios

1. Revisao sobre coordenadas cilindricas
Para calcular o gradiente, divergencia e rotacional em coordenadas cilindricas,
pode-se transformar 0/0x, 0/0y, 0/0z, &, §, Z en coordenadas cilindricas,
Um método alternativa mais rapido é usar o operador
V—pa +¢'_+Zaz
No calculo das derlvadas, precisa-se levar em conta:
op/op = be 8(5/8(1) = —p.a) Calcular V.
b) Calcular V - A.
¢) Calcular V x A.

L po b 2
d) Verificar que se pode escrever V x A como % d/0p 0/0¢ 0/0z
A, pAg A,

2.
Um escoamento tem velocidade dada em coordenadas polares por U=
1,10, o
a) Calcular 1/2Vv? e (V x ) x @.
b) Calcular a aceleracao e interpretar os dois termos 0v/0t e (v - V).
3. Revisao sobre coordenadas esferlcas
Repetir o 1, usando V= r (ﬁr 2 T 05 Siln¢
7 r¢  rsin ¢9
m a/or 9/0¢  0/d0
A, 1Ay rsingAy

i)
55~ No c), usar

4.

Determine as linhas de corrente e de vorticidade dos seguintes escoamentos:
a) U = (—Cy,Cx,0) e
b) o = (=Cy/r*,Cx/r?,0) , r*=a2>+y> ,
onde C ¢é uma constante. Calcule || e comentar sobre o que representa a
constante C' nos dois casos.

5.

Considere um campo de velocicidade v = (ky,0,0) com k constante.
a) Calcule a circulagdo ao redor de um circulo de raio R como uma integral
de linha.
b) Mesma pergunta mas usando uma integral de superficie.

6.

Considere um fluido incompressivel.
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a) Para o escoamento de tipo redemoinho (velocidade o< 1/7), num plano
horizontal, escreva uma equacao para dp/dr. Obtenha p como funcao de
r a partir desta equagao (supondo o fluido incompreesivel). Este resultado
obtido era esperado?
b) Repite o célculo para a rotagao de corpo rigido (velocidade o< 7).
7.
Derive uma equagao do tipo de 5.13 no caso compressivel homentropico.
8.

Considere um circuito C de particulas de um fluido perfeito, dado pela
expressao seguinte em t=(

[= (Acos s, Asen s,0), 0<s < 2.

Cada valor de s corresponde a uma particula de C. Posteriormente C(t) ¢
dado por

[= (Acos s + Aat sen s, Asen s,0), 0<s < 2.

Calcular a velocidade ¥(s,t) das particulas. Calcular a circulacdo I'c(p.
Nesta expressao, verifique que o integrado depedende de ¢t mas a integral
nao depedende de t. Isto lhe surpreende?

9.

Um tornado pode ser modelizado por um escoamento de velocidade V(t, T, z) =
u(t,r, z)r + v(t,r, 2)é + w(t,r, z)Z com vorticidade VxV= Q(t,r, 2)2.

a) Mostrar que v e € s6 dependem de r e t e que du/0z = dw/0r.

b) Use a equagao da vorticidade para mostrar que u sé depende de r e t e w
s6 depende de z e t.

c) Para um fluido incompressivel, mostrar que du/0r = —0w/0z e calcular
u e w com os vinculos: u(r =0)=0, w(z=0)=0ew(z=H)=W.

d) No caso estaciondrio, calcular v(r) e Q(r). A solucdo obtida para v e £ é
razoavel para todos os valores de r?

10.

Na experiencia onde fumaga escapa de um recipiente com abertura circular,
observa-se que os aneis de fumaca se deslocam e mantem sua forma por algum
tempo antes de se deformar e parar. O objetivo do exercicio é de entender
isto qualitativamente.
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2b

C

a) Um anel de fumaga consiste de um tubo de vorticidade estreito envolto
por um escoamento irrotacional e fechado sobre si mesmo. Assim para
entender seu movimento, consideremos um conjunto de dois redemoinhos
afastados de uma distancia 2b e com velocidades de rotacao opostas v(r) =
4T/ (2#?)@. Mostrar que eles se deslocam como um conjunto com velocidade
U =T/(4nb).

Para um tubo de vortices de segao reta circular de raio a, pode-se mostrar
(§3.4.3.4 de [6], §7.6.2 de [4]) que

r 8 1

— — (InZ_—Z
47rb(na 4)

U

b) Tratando a fumaga num anel como um fluido incompressivel, explique
porqué que os aneis inicialmente se deslocam mantendo sua forma.

¢) Devido & viscosidade a equagdo de movimento para vorticidade da
§5.1.4 se torna 99/t + V x (Q x @) = (n/p)V2Q, onde n é viscosidade de
cisalhamento (cf. Cap. VIII) e v = n/p. No caso de um redemoinho e fluido
incompressivel, isto se reduz? & equacao de difusao: 9Q /0t = v(1/r)0(ro2/dr)/or.
Verique que € = Q2 = T'/(47wt)exp(—r2 /(4vt)z é solucdo e calcule a velocidade
correspondente. O que deve acontecer com o anel conforme o tempo passa?

11.

Pode-se fazer uma analogia com o magnetismo para fluido incompressivel
com vorticidade. Ela é resumida na tabela abaixo®.

20 laplacionao de um vetor sera discutido no Cap. VIIL
3Para uma demostracio sobre a lei de Biot-Savart para fluido e detalhes sobre as
condigoes de aplicabilidade ver §7.1.2 em [4].
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Magnetismo Mec. Flu. (fluido incrompressivel)
V-B=0 V-7=0
V xB= Lo] V x 7=

Conhecendo 7, podemos obter B?

Conhecendo Q, podemos obter 7

Ampere:
(c/I = JjdS)

Ampére:
§0-dl=T
(¢/T = [QdS)

Biot-Savart:
— o d‘z N
WB=lE

B = [Helilqy

4

Biot-Savart:
— o 1 d_z ~
dU = HF L

2
— Q X7
7= [ L8Oty
4 |r|

a) Um vértice linear (ndo confundir com linha de vorticidade?) é um tubo
de vorticidade €2 contraido até ficar uma linha mantendo sua intensidade,
i.e. circulacao I'. Calcular a velocidade produzida por um vértice linear de
circulagao I' ao longo do eixo z de duas maneiras.

b) Calcular a velocidade a uma distancia z de um vortice circular i.e. vértice
linear de circulagao I" dobrado num circulo de raio a.

4Se vocé pensa que é complicado, em inglés & pior:

line” respetivamento.

“line vortex” e “vortex
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5.6 Dicas e respostas

1. Se precisar, ver a §6 do capitulo 1 em [7]. Verifique suas respotas num
formulério confiavel.

a) (1/2)Vv? = f(8f)0r)f. NV x @ = (1/r)[0(rf)/or]z. (V x T) x T =
—[f(8fOr) + f2/r)P. b) dv/dt = (0F/8t) + (1/2)Vv® + (V X §) x T =
(of/ (37?)(]3 — (f/r*)7. O primeiro termo é a aceleracio tangencial e o segundo
a aceleracao radial para o movimento circular. Como alternativa, poderiamos
ter calculado diretamene 7-V e (- V)7.

3. Eum pouco trabalhoso mas da para proceder como no 1. Se precisar,
ver as dicas para resolver o exercicio 8 do capitulo 1 em [5]. Verifique suas
respotas num formulario confiavel.

4. a) Resolvemos dz /v, = dy/v, < dz/y = dy/dx & 2* + y* = cste: as

linhas de correnet sio circulos. V x @ = 2C2. As linhas de vorticidade sdo
retas paralelas ao eixo Oz. [0] = C'r, i.e. o movimento é uma rotacao de
corpo rigido com velocidade angular C'.
b) Resolvemos dz /v, = dy/v, & —dx/y = dy/v < 2% + y* = cste: as linhas
de correnet sdo circulos. V x @ = 0. Nao hé linhas de vorticidade. |7 = C/r,
i.e. o movimento é uma rotacao de tipo redemoinho. C' é relacionado com a
circulagao Lo = §.. T dl = §(C/ryrdp = C2r.

5.

a) Toire = §,. @-dl = [ kyi - Rdpp = —kR? [ sen’pdp = —kRpi
onde usamos y = Rseng e & = cos¢r — sengbqg

) fdiscoﬁ x T-dS = fo —k2)(rdrd¢z) = —kR?*mr = Tuype como
esperado.

6

a) Temos ¥ = I'/(271)¢. Este escoamento ¢ estacionario e de rotacional
nulo, o fluido é incompressivel, de modo que a equacao de Euler se reduz
a: dv/dt = (0- V)T = (1/2)V2 = =V(p/p) < d(p/p + v2/2)/dr = 0 <
p/p +v*/2 = cste, i.e. obtemos um equagiao do tipo “Bernouilli no espago
todo” como esperado Integrando e usando v(r = oo) = 0, obtemos p(r) =
—pI'?/(8m?r? + p(00).

b) Temos v = wr. Este escoamento é estaciondrio e de rotacional NAO
nulo, o fluido ¢ incompressivel. Temos (7 - V)7 = rw(1/r)d(rwd)/d¢ =
—rw??. A equagao de Euler se reduz a: dp/dr = rw?p. Obtemos p(r) =
(1/2)r*w?p + p(0). Nao é do tipo “Bernouilli no espago todo”, o que nao
precisa ser o caso ja que o escoamento nao € irrotacional.
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7 A derivacao é bastante similar a da §5.1.4. Com dw = dp/p para
escoamento homentropico, a equagao de Euler pode ser re-escrita 0v/0t +
(V X ¥) x T = =V(v?/2 + w + gz). Aplicando Vx a ambos lados, temos
8@/825 +V x (Q x ¥) = 0. O segundo termo pode ser re-escrito e obtemos
dQ/dt = —(V - 7)Q + (- V)7, Usando a equacio de continuidade para p
vem d(Q/p)/dt = (1/p)(Q - V)7

8 7= (Al)dt)s = (Aasens,0,0). Doy = §-dl = §7 - (3l)9s)ds =
f027r(Aozsen st)(—Asen s + Aatcos s)@ ds = —aA?m. A circulagdo nao pode
depender de t para um circuito formado sempre pelas mesmas particulas.
Observar que o circuito é um circilo que se deforma com o tempo.

9a) 0 =VxV = (=00/02)F + (0u/dz — dw/dr)d + (1/r)[0(rv)/dr)
s6 tem componente na dire¢do z de modo que v(t,r, z) = v(t,r), du/dz =
ow/or, Q(t,r,z) = (1/r)[0(rv)/or) = Q(t, ).

b) (9Q/0t)+(V V) = (Q-V)V. Isto implica (9Q/dt) 24 (ud/dr)(QUt, r)2) =
(Q20/0 2)(ui +vdp+w2) de modo que (9Q/t+ (ud/dr)(QUt, r) = QOw/d z),
u(t,r,z) =u(t,r), w(t,r,z) = w(t,z) (usamos du/dz = dw/0r).

) V-V =0 = (1/r)(0ru/dr) = —(0w/dz) = K. Obtemos u =
(=W/2H)r e w = (W/H)z.

d) Usando o b), temos uw 0§2/dr = Q0w/dz. Usando o c), obtemos {2 =
C/r?. Usando o a), temos Q2 = (1/r)[0(rv)/dr| e obtemos v = C'lnr/r+k/r.
Ambos €2 e v divergem para r — 0.

10 a) Um dado redemoinho induz um escoamento de velocidade I'/(47b)
na posicao (temporaria do outro). Como resultado o conjunto se desloca com
velocidade I'/(47b) para a direita.

b) Isto é resultado do teorema de Helmholtz: se colori-mos as particulas
de fluido sobre um tubo de vorticidade (o que a fumaga faz), elas se deslocam
com o fluido marcando a nova posicao do tubo e a intensidade do tubo de
vorticidade 2 AS se mantém constante no movimento.

¢) 90/0t = —Q/t + r2/(4vt2)Q = v(1/r)0(rdQ/or)/or. ¥V x T = Q2
< 0(rv)/or = Qr. Integrando e usando v(r,t = 0) = I'/(27r) temos v =
I'/(2nr)[1 — exp(—r?/(4vt))]. Para r grandes, precisamente r >> \/4vt, a
velocidade e vorticidade nao sio afeitadas. Para r pequenos, r << v4vt, a
velocidade ¢ linear em 7 i.e. um movimento de corpo rigido: v = I'/(87vt)|r,
o movimento nao é mais irrotacional mas {2 — 0 para ¢t — oo. Similarmente
para o anel de fumaca, a vorticidade difusa para fora da regiao r ~ 0.

11 a) A derivagao se faz como para calcular o campo magnético de um
fio reto infinito de corrente I ao longo de Oz usando a lei de Ampere como no
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~

exemplo 5.7 de [9]. Substituindo pol por I', obtem-se v = I'/(277)¢. Pode-
se ver que o vortice linear é um redemoinho extendido em 3 dimensdes. A
derivacao pode ser feita também com a lei de Biot-Savart como no exemplo
5.5 de [7].

b) A derivagao pode ser feita também com a lei de Biot-Savart como no
exemplo 5.6 de [7]. Obtem-se v = (I'/2)a?/(a® + 2%)3/23.



