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1 Séries de Matrizes

No que segue, diremos que uma sequéncia de matrizes

TEY
B _ by bys by,
bl bzg ool
bii bz ... b
. b21 b22 CRCIRS b2k
converge para uma matriz B = | | .
b1 b bk

se

0B B) = S5, S, (0

Isto equivalente a dizer que

—b;;)? = 0 quando n — oo.

b%‘} — b;; quando n — o0, Vi, j € {1, 2,

Lk}
Exemplo 1 Bn:<27ll 203571)_)8:(0 2) quando n — oo.

Definigao 1 Paran =0,1,2,..., sejam A, € Mixr(R) e seja S € M« (R).
Dizemos que a série de matrizes

o
> A
J=0
converge para a matriz S se a sequéncia de Somas pParciais

converge para S.



Notacao:
Na sitiuagao anterior, muitas vezes escrevemos

7=0

significando que

o
> A; converge para S,
j=0

ou seja, que S,, — S quando n — oc.

1 1

. T . 9 3
Exemplo2SeJamAn:(21" 3f),n:1,2,...,eseJaS:(4 %)
B yrl 3 1
A série . o 1
4=2(% %)
j=0 j=1 N4 5]
9 3
converge para S = (4 %) quando n — oo.
3 4
De fato,
n nosLo L
Se= Xa=2(% ¥)=
§=0 j=0 47 57
11 101 11 11
(D D D D)
N D T R 3
14+ L L L 14+ L4 L L 3
M SRR ETEERE A SO S U ET R b )
R 42
quando n — oo.
Definicao 2 Uma série da forma
ijA]7
=0

onde A € Myxi(R) eb, € R,n=0,1,2,..., € dita uma série de poténcias
de A.



"g"‘»a o wik O

1
Exemplo 3 Seja A = ((2) 9) e considere a série de poténcias
3
S A
3=0
Essa série converge para S = <(2) 2)
De fato: ?
Sp = Y A=A+ A+ A+ 4 A=
=0
L 0\ L o\! L 0\? 1
— 2 2 2 2
(0 ;,) +(0 ;,) +(0 ;) * +<0
L0y (h oY (E o i
- (o 1>+<o ;)*(o ;)* +(o
_ <1+§+212+ + 5 0 )
0 1+i+5++35
S, — (g 2) quando n — oo
2

2 Exponencial de Matriz

Fato 1 Seja A € Myx(R).
Pode-se mostrar que a série de poténcias

o
)
§=0

| —

A

<

¢ convergente para uma matriz € Miyp(R).

Definigao 3 Seja A € My«r(R). Definimos

A _ § :
e = A ?AJ
j=0J"
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Exemplo 4 Seja A = (g g)

~ e’ 0
Entao et = < 0 e3>'

Exercicio 1 Justifique a afirmacao do exemplo anterior.
0 1)
0)

1 0
0 1/.

Exercicio 2 Calcule e? onde A =

)

Exercicio 3 Calcule e” onde A =

—
o O O

(@)

o

Exercicio 4 Calcule et onde A = (g g)
s, o tA 0 1
Exercicio 5 Calcule e onde A = 0 0)
0O 1 0
Exercicio 6 Calcule e* onde A=|0 0 1
0O 0 0
800 ... 0
08 0 ... 0
Fato 2 SejaA=pI=|0 0 8 ... 0]¢c Mpw(R).
0 0 O I6]
e 0 0 0
0 e 0 0
Entioer =ePT=0 0 €° 0
0 0 0 ... €°

Exercicio 7 Prove o fato anterior.

Fato 3 Sejam Ay € My« (R) e Ay € My (R) e considere a matriz

A @)
A= ( 01 Az) € Mpsox+o)(R).
Entao

e O
et = ( O eAQ) € Mgroyxkro)(R).
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Exercicio 8 Prove o fato anterior.

0 1 0
Exercicio 9 Calcule e onde A= [0 0 0
0 0 5
Sugestao: note que A = (gl A2) onde A; e A, sdo matrizes quadradas.
01 0 0 0 O
0 01 0 0 O
0 0 0 1 0 O
Fato 4 SejaA={0 0 0 0 0 0|€Mp(R).
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 O
Entao
2 3 k—2 k—1
Lt 5 5 Ry
2 k-3 k—2
0 1 t?' (273)! (272)'
k—4 k—3
00 1 SR i
tA __ - —4
=100 0 1 . 7(2’155)! (2’14)! € My (R).
0O 0 0 0 ... 1 t
0O 0 0 0 ... 0
Exercicio 10 Prove o fato anterior.
Proposicao 1 Sejam A, B € M«(R).
Se AB = BA entio eAB = etel = eBeA.
Exercicio 11 Sejam A, B € M, (R) dadas por
A0 0 O ... 0 O 0O 1 0 O 0
0O x 0 0 ° 0 0 0 0 1 0 0
0 0 X O 0 0 0 0 0 1 0
A=X=10 0 0 X 0 0|leB=|[0 0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 O 0 A 0 0 0 O 0

o O O O

—_




0 0

1

A
0 0 A

A

1

0 0 0 A
0 0 0 O
0 0 0 0

A+ B

Calcule e!+5) (e justifique)



