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Varidveis aleatorias

discretas

Algumas distribuicoes de varidveis aleatérias discretas importantes:

Distribuicao Uniforme Discreta

Enguadram-se aqui as distribuicoes em que os possiveis valores da variavel aleatdria tenham
todos a mesma probabilidade de ocorréncia. Logo, se existem N valores possiveis, cada um
terd probabilidade igual a 1/N.

P(X:xi):%

Ex: Seja o lancamento de um dado e a varidvel aleatéria X ="face superior do dado”, tem-se
que: ou P(X=x) = 1/6




Distribuicao de Bernoulli

Imagine um experimento aleatdrio que podem ocorrer dois possiveis
resultados, “sucesso” e “fracasso”. Veja alguns exemplos:

- semente pode germinar ou NAo germinar;

- um cliente pode ser adimplente ou inadimplente;

- uma peca produzida por uma cia. pode ser perfeita ou defeituosa;

- Uum consumidor que entra numa loja pode comprar ou nGo comprar um produto;

- lanca-se uma moeda e observa-se se o resulfado € cara ou coroa;

- aplica-se doses de um inseficida e verifica-se se uma determinada praga morreu ou
= |50 morreu




Associando-se uma varidavel aleatoria X aos possiveis resultados do experimento, de
forma que

X=1 se o resultado for “sucesso”,
X= 0 se o resultado for “fracasso”.

Entdo, a variavel aleatdria X, assim definida, tem distribuicdo de Bernoulli, com p sendo

a probabilidade de ocorrer “sucesso”, e q = (1-p) a probabilidade de ocorrer
“fracasso”.

° . e ~ . p Se x - 1
Distribuicao de Bernoulli: P(x)=
1-p se x=0

Meédia: =p
Variancia: = pg=p(1-p)

Desvio padrao: o = /pd=+p(1-p)

Podemos utilizar p como sendo a propor¢cao de sucessos.

1
o2




Exemplos:

- Langcamento de uma moeda honesta: podemos associar cara a sucesso € coroa a
fracasso. Além de igualmente provavel a distribuicdo de probabilidade € do tipo
Bernoulli:

1/2 se x=1
1/2 se x=0

n=1/2 c’=1/4 c=1/2

Distribuicao de Bernoulli: P(x) :{

- A experiéncia tfem mostrado que durante as vendas de Natal, um cliente que enftra
em uma determinada loja tem 60% de chance de comprar um produto qualquer.
Temos, portanto, uma probabilidade de sucesso X=1 (o cliente adquirir um produto
qualquer) de 0,6 e uma probabilidade de ndo adquirir X=0 um produto de g = 1-p =
0,4. Neste caso p € a proporcdo das vezes que um cliente compra um produto.

0,6 se x=1

Distribuicao de Bernoulli: P(x)=
0,4 se x=0

n=0,6 o’ = 0,24 o = 0,4898
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Distribuicao binomial

Para que uma situacdo possa se enquadrar em uma distribuicdo binomial, deve
atender as seguintes condicoes:

- sao redlizadas n repeti¢coes (tentativas, ensaios, provas) independentes;

- cada tentativa € um ensaio de Bernoulli, isto €, s6 podem ocorrer dois resultados
possiveis, com probabilidades p e q=1-p;

- a probabilidade p de sucesso em cada ensaio é constante.

Se uma situacdo atende a todas as condicdes acima, entdo a varidvel aleatoria

X = nUmero de sucessos obtidos nas n ensaios terd uma distribuicdo binomial, com n
tentativas e p (probabilidade de sucesso).




u% @

Esa1Q

Vamos determinar a distribuicio de probabilidade de X, através da
probabilidade de um nimero genérico x de sucessos.

Suponha que ocorram sucessos (1) apenas nas x primeiras provas, e
fracassos (0) nas n — x provas restantes

Como as provas s3o independentes, a probabilidade de ocorréncia de
X sucessos em n tentativas é uma extens3do do modelo de Bernoulli
para n ensaios, ou seja,




Porém, o evento: “x sucessos em n provas pode ocorrer de diferentes
maneiras (ordens) distintas, todas com a mesma probabilidade.

Como o nimero de ordens é o niimero de combinacdes de n
elementos tomados x a x, entdo a probabilidade de ocorrerem x
sucessos em n provas de Bernoulli serd ent3o a distribuicdo binomial,
dada por

n)px(l—p)”_x. x=20,1,....n

(z)::xu;ixﬁ

é o coeficiente binomial, que da o nimero total de combinacdes
possiveis de n elementos, com x sucessos.

ﬂx—xy—(

X

onde




Simbolicamente: X ~B(n,p) A varidvel aleatdria x tem distribuicdo
binomial com n ensaios e uma probabilidade p de sucesso

p : probabilidade de sucesso

g = 1-p : probabilidade de ndo sucesso

A distribuicdo de probabilidade da varidvel aleatdria X = x sucessos,
em n ensaios, € dada pela distribuicao Binomial:

|
Distribuicéo Binomial: Pn(xzx):[njpan—x_ n! 0Xg" X
X

média: p=np

variancia; ¢° = npg

desvio padrdo: o=./npq
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n=15, p=0.65
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Esa

* Probabilidade de se obter valores maiores ou iguais Ao
valor observado

ik \ I

P (X2 k)= Z(n j(p)i -p)-

* Probabilidade de se obter valores menores ou iguais Ao
valor observado

X =l = io (,n j(lo)i t-p)"

1Q




Exemplos

(1) No lancamento de uma moeda honesta 5 vezes sucessivamente:

(a) Qual a probabilidade de ocorrer 3 caras?

(b) Qual a probabilidade de ocorrer menos de 3 caras?

(c) Qual a probabilidade de ocorrer no maximo 3 caras?e
(d) Qual a probabilidade de ocorrer no minimo 3 caras?




Sucesso € representado pelo resultado cara.

Como a moeda € honesta p=0.5 e g=1-p=0.5 nUmero de lancamentos da moeda: n=5
a probabilidade de ocorréncia de k caras em n lancamentos € dado pela distribuicdo

binomial
N} x n-x _ n! X N—X
Pn(X=X)=(XJp TR
Temos:
@P,(X=3)=| |05 05 =~ > (05°(05)
R Y B TG T

(b)P.(X <3)=P(0)+P()+P(2) = @(0.5)0 (0.5)%° + @(0.5)1 (0.5)° + @(0.5)2 (0.5)%2
5 0 5-0 5 1 5-1 5 2 5-2 5 3 5-3
(C)P,(X <3) = P(0)+ P(1) + P(2) + P(3) = (oj(%) (0.5) +(1j(o.5) (0.5) +[2j(o.5) (0.5) +[3j(o.5) (0.5)

OSP | (d)P;(X23)=P(3)+P(4)+P(5) (ouP,(X23)=1-P,(X<3))
@ Completem as contas !

EsalQ



(2) Em um determinado processo de fabricacdo, 10% das pecas
produzidas sdo consideradas defeifuosas. As pecas sado armazenadas
em caixas com cinco unidades cada uma. Considere que cada peca
tem a mesma probabilidade de ser defeituosa (como se houvesse
repeticdo Nno experimento de retirar uma peca).

(a) Qual a probabilidade de haver exatamente trés pecas defeituosas numa
caixae

(b) Qual a probabilidade de haver duas ou mais pecas defeituosas em uma
cCQixae

(c) Qual a probabilidade de uma caixa ndo apresentar peca defeituosae

(d) Supondo que a empresa pague uma multa de R$ 10,00 por caixa que

apresente pecas defeituosas, qual o valor esperado desta multa em um lote
_de 1.000 caixase




o =0,1 & a probabilidade da peca ser defeituosa

g=1-p =0,9 é probabilidade da peca ndo ser defeituosa
Numa caixa temos 5 pecas:n =5

O problema é descrito por uma distribuicdo binomial onde
X=x &€ 0 nuUmero de pecas defeituosas

Temos:

5
(a)Ps(x:S)=[3j(o.1)3(0.9>53 T 3),( 1)°(0.9)°

(B)Ps (X >2) =1-P5(X < 2) =1~ (P(0) + P(V) :1‘@(0'1)0 09" —@(o.l)l 09"

= |©P(x=0)= U(O D°(0.9)"° = 0|(55 oy 0:9)° = (09)° =059049




(d) Neste item, temos uma nova varidvel aleatdria Y = nUmero de caixas com pecas
defeituosas . Entdo temos que calcular o a probabilidade de uma caixa ter peca
defeituosa:

P(uma caixa ter peca defeituosa) =1-P(uma caixa ndo ter peca defeituosq)
=1-P(X=0) =0, 4095

Entdo a nova variavel Y: niUmero de caixas com pecas defeituosas, em um lote de
1.000 caixas, segue uma distribuicdo binomial com n = 1.000 e p = 0, 4095 e,
portanto o valor esperado de Y serqd:

E(Y) = np = 1000.0,4095 = 409,5 caixas.

E a multa esperada:

Multa Esperada = 409,5. RS 10,00 = RS 4.095,00




Distribuicao Hipergeométrica

e Relacionada com o numero de sucessos em uma amostra contendo
N observacoes — populacdo finita de tamanho N

e Amostra retirada sem reposicAo
e Osresultados das observacoes sao dependentes
e A probabilidade de sucesso varia de um experimento para outro

e probabilidade da varidvel aleatdria X=k sucessos em uma amostra

retirada de uma populacdo com “r’ sucessos




Formula da Distribuicdo Hipergeomeétrica

o)
P(X = x) = X ln—x

Em que

N = tamanho da populacdo

r = niUmero de sucessos na populacdo

N —r = nUmero de insucessos na populacdo
N = famanho da amostra

X = NUMmero de sucessos Na amostra

N —X = NUMero de insucessos Na amostra




Propriedades da Distribuicdo Hipergeométrica

A media (valoresperadode X)da distribuicao hipergeomeétrica é
H=np

onde p=r/N é a proporcao de sucessos na populacao

e 0 desvio— padrao
oo [T N0 _

onde N=n é chamado fator de"correcaode populacao finita",

gue resulta a mostragem sem reposicao, de uma populacao finita.
Quando N é grande comparado com n, a distribuicao hipergeomérica
de parametros n, N, p se aproxima da distribuicéo binomil com
parametros n, p




Utilizando a Distribuicao Hipergeométrica

Exemplo: Um departamento possui 10 computadores, dos quais 3 sGo
verificados. 4 desses computadores possuem software ilegal. Qual @
probabilidade de que 2 dos 3 computadores verificados tenham o

softwrare ilegal?

N =10 n=3 r=4 x=2

I 1 [ Sy o
SR

A probabilidade de que 2 dos 3 computadores checados tfenham o
software ilegal € 0,30 ou 30%




Distribuicao de Poisson

e Aplicada quando:

— Vocé estiver interessado em contar o nuUmero de vezes em
que um evento especifico ocorre em um determinado
intervalo (de tempo, de comprrimento, de dreaq, volume,...)

— A probabilidade de que um evento especifico ocorra em um
determinado infervalo € a mesma para todas os intervalos

— O numero de eventos que ocorrem em um determinado
intervalo € independente do numero de eventos que ocorrem
em outros intervalos

— A probabilidade de que dois ou mais eventos venham a
ocorrer em um determinado intervalo se aproxima de zero a
medida que o intervalo se forna menor.
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A distribuicdo de Poisson € Uil para descrever o niUmero de ocorréncias num Intervalo continuo
(tempo, distGncia).

Ex: Defeitos por centimetro quadrado, acidentes por dia, nUmero de individuos por quadrante de
1 m?...

A varidve aleatdria X = niUmero de ocorréncias € discreta, mas a unidade de medida € continua.
4% | Ndo é possivel contar o nuUmero de ndo ocorréncias (hnumero de defeitos que ndo ocorreram por
ﬁ] cenfimetfro quadrado, nimero de chamadas telefénicas que ndo foram feitas, etc,...)

—

|
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« Chamadas telefonicas por unidade de tempo;
« Defeitos por unidade de dreq;
« Acidentes por unidade de tempo;

« Chegada de clientes a um supermercado por unidade de
tempo;

« NUmero de globulos sanguineos visiveis ao microscopio por
unidade de dreq;

 NUmero de partficulas emifidas por uma fonte de material
radioativo por unidade de tempo.




Formula da Distribuicdo de Poisson

P(X = X)=-

onde:
X = numero de ocorréncias (0,1, 2,3,4,5,...,0)
u=XAt=nUmero médio (valor esperado) de ocorréncias no intervalo t
A = taxa média por unidade (de tempo, de distGncia, de area...)
t = nUmero de unidades (de tempo, distncia, dreaq, volume,...)
e =2,71828... (base dos logaritmos naturais)

A distribuicdo de Poisson pode ser um modelo probabilistico razodvel de processos
descritos na pagina anterior.




. A e “ux
Probabilidade de k ocorréncias: P(X =X) = '
X!
Valor esperado (média): u = At
Variancia:  ¢° = U

Desvio padrao: o =./u

Exemplo: encontre P(X =2) se u=0,50

-u, . 2 -0,50 0502
P(X:Z):ekl“ _ S (2|’ S _0,0758




Exemplo: Trens chegam numa estacdo a uma razdo de 3 tréns/hora. Observando a
chegada de trens durante meia hora, qual a probabilidade de (a) ndo chegar
nenhum trem (b) chegar 1 trem (c) chegar menos de 2 frens. Suponha que a
chegada de trens possa ser descrtia por um processo de Poisson.

Temos: Taxa de chegada: A =3 trens/hora

intervalo de tempo: t=0,5h (3) P(X=0) = e (1,5)° 0993
média de chegadas: ©=4r=3.0,5 =15 ' |
e -1,5 1
A B Px=1)=°—1) ~ 0334

|
|
|
|
|
|
—,uluX B e—1,5(1’5)X :
|
|
|
| (¢) P(X<2)=P(0)+P(1)=0,557




Grafico das Probabilidades de Poisson
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Forma da Distribuicao de Poisson

e A forma da Distribuicdo de Poisson depende do pardmetro u :

“=O,5 “:3

0,70 4 0,25 -

0,60
0,20 -
050 1
0,15 -
0,40 4
0,30 1 0,10 -
0,20 1
0,05 -
0,10 J
0,00 A , , I , , : : : , 0,00 - . . . : :
4 5

P(x)
P(x)

9 10 11 12




Comparacao entre as distribuicoes Binomial e de Poisson:

Binomial Poisson
Resultados Inteiros de 0 a n Inteiros de 0 a +oo
possiveis
Observacoes Contagem de Contagem de
sucessos ou falhas SUCEessos somente
parametros nep M

Aproximag¢ao da binomial pela poisson

Para um numero muito grande de repeticbe e probabilidade de sucesso
peqguena podemos calcular, ou seja, se n € grande e p pequeno de modo que
np £ 7, podemos calcular a probabilidaode de sucessos aproximando d

m—.dis’rribuigéo binomial pela distribuicdo de Poisson com pu = np.




Exemplo: Determinar a probabilidade de haver 4 pecas defeituosa numa
amostra de 300 pecas, exitraida de um grande lote onde hd 2% de
defeituosas:

temos uma distribuicao binomial com n=300¢e p=0,02 . Assim,

|
P(X =4)= 300 (0,02)*.(0,98)*®°  dureza fazer esse calculo!!!

41(300-4)!

mas temos uma situacao em que n é grande e p pequeno, portanto
podemos aproximar a distribuicao binomial por uma distribuicéo de
Poisson com u =np =300.0,02 =6.

ue ™ 6he™® e
P(X =4)= T 0,135 (mais facil de calcular)
X! .




Tabela resumo

Modelo P(X =x) parametros | E(X) Var(X)
Bernoulli pX(1-p)t*x=0,1 p p p(1-p)
n
Binomial [ijx(l— p)" P x=0,1,2...n n, p np np(1-p)
— X
Poisson © 20,1200 [ U U
X!
)
_ o A=) 20,1 2. N, r, n nropnrf, ryN=n
Hipergeométrica N] N | N N AN-1
n




Funcao de distribvicao acumulada ou fungao
de distribuicao

Definicdo. Dada a varidvel aleatdria X, chamaremos de funcdo de distribuicdo
acumulada (f.d.a.), ou simplesmente funcdo de distribuicdo (f.d.) F(x) a funcdo

Fx) = P(X< x).

Observe que o dominio de F € todo o conjunto dos nUmeros reqis, ao passo que O
confradominio € o intervalo [0,1].

Se X foma um numero finito de valores x4, x5, ..., x,, entdo a funcdo de distribuicdo
serd dada por

0 -l x<y
f(xl) 2'|§1<12
Flz) = 3

flxy) + f(xe) ra=2<2s

(fz)+ - +fl@)  aSr<w




Exemplo

Seja o lancamento de uma duas vezes. Apresentar o espaco amostral. Defina a
variadvel aleatdéria X como sendo o numero de caras, C. Apresentar a funcdo

distribuicdo e o grafico associado. Encontrar a funcdo de distribuicdo acumulada
e representar graficamente.

Observacao: Uma varidvel aleatdéria que toma um numero finito ou infinito
contdvel de valores, € denominada varidvel aleatdria discreta




Exemplo

Seja o lancamento de uma duas vezes. Apresentar o espaco amostral. Defina a
variadvel aleatdéria X como sendo o numero de caras, C. Apresentar a funcdo
distribuicdo e o grafico associado. Encontrar a funcdo de distribuicdo acumulada
e representar graficamente.

1
4

I
cc | cs | s ss I
=1 31«liiu 0 |
‘ I
1 1 1 1 I
P(CC) = 1 P(CS) = 5 MEC) = 3 P(88) : 3 |
I
_ I

. 1
PIX=0) = (8S) = = |
I
P(X:I)ZP(CSJSC!=P(CS)*P(SC):'I+%~_—_;_ :
I

P(X=2) = P(CC) =

Observacao: Uma varidvel aleatdéria que toma um numero finito ou infinito
contdvel de valores, € denominada varidvel aleatdria discreta




Exemplo

Seja o lancamento de uma duas vezes. Apresentar o espaco amostral. Defina a
variadvel aleatdéria X como sendo o numero de caras, C. Apresentar a funcdo
distribuicdo e o grafico associado. Encontrar a funcdo de distribuicdo acumulada
e representar graficamente.

z 0 1 2
f(z) 1/4 1/2 1/4

cc | cs | s sS

' &

=0 Y T N

|
|
|
|
1 1 1 1 I
P(CC) = 1 P(CS) = 1 P(SC) = 1 P(88) - 1 : fiz)
l ir
» l
P(X_‘O):P(SS)::’. |
E e o ' 3
P(-Yzl):P(CSJSC)ZP(CS)*P(SC):I+I-_-_2_ I
mx:z):P(cm:% | ]
ol 1 9

Observacao: Uma varidvel aleatdéria que toma um numero finito ou infinito
contdvel de valores, € denominada varidvel aleatdria discreta




Exemplo

Seja o lancamento de uma duas vezes. Apresentar o espaco amostral. Defina a
variadvel aleatdéria X como sendo o numero de caras, C. Apresentar a funcdo

distribuicdo e o grafico associado. Encontrar a funcdo de distribuicdo acumulada
e representar graficamente.

sr | Observacao: Uma variavel aleatéria que toma um numero finito ou infinito
contdvel de valores, € denominada varidvel aleatdria discreta
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Proximas aulas

« Distribuicoes continuas;
« Nocoes de amostragem;

« Distribuicoes amostrais.
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