MATEMATICA IV - 12 Semestre de 2023
’ Complemento: Espaco Tangente ‘

Definicao 1 Seja S C R”, e T € §. Dizemos que um vetor w € R™ é um vetor tangente a S no
ponto T se existe uma curva parametrizada 7y : (—e, €) — R™ de classe O satisfazendo:

(i) y(t) € S,Vt € (—¢,€) [isto €, a imagem de 7y estd em S, ou ainda, v € uma curva em S].
(ii) v(0) =T [isto é, a curva parametrizada v passa pelo ponto T de S no instante t = 0].
(i13) 4(0) = w [isto é, a curva parametrizada v tem velocidade w no instante t = 0].

Chama-se conjunto tangente a S no ponto T, e denota-se por IS, ao subconjunto de R™ formado por
todos os vetores w € R que sdo vetores tangentes a S no ponto T.

Proposicao 1 Seja S ¢ RFFL,

Quando S € grdfico de uma fungdo f : U = U° C R¥ — R de classe C', resulta que Tz, 1@)S
€ um subespago vetorial de dimensdo k, para todo T € U. Nesse caso, S € uma superficie reqular de
dimensdo k em RF*1 [isto ¢, uma hipersuperficie reqular de R¥1], de classe C*.

Mazs:

Tz t@@)S = Grdfico de Df(T), para cada T € U.

Proposicao 2 Seja S C R"™.

Quando S € imagem de uma funcio ® : U = U° ¢ RF¥ — R™ de classe C', injetora, e tal que
D®(u) : R¥ — R™ € injetora, para todo u € U, resulta que o conjunto tangente TomS € um subespago
vetorial de dimensdo k de R"™, para todo w € U. Nesse caso, S € uma superficie reqular de dimensdo
k em R", de classe C".

Mazs:

To@)S = Imagem de D®(T), para cada w € U.

(Chamamos uma tal S de superficie parametrizada e ® de parametrizacao reqular (ou mesmo, dizemos
que ® € uma superficie parametrizada).

Proposicao 3 Seja S C R"™.

Quando S # 0 € o “conjunto de nivel zero” de uma funcdo f:Q = Q° C R® — RF de classe CT,
tal que Df(x) : R® — RF € sobrejetora, para todo x € 2, resulta que o conjunto tangente TxS ¢é um
subespago vetorial de dimensdo n —k de R™, para todo T € §. Nesse caso, S € uma superficie regular
de dimensdo n — k em R™, de classe C.

Mazs:

TzS = Kernel de Df(Z), para cada T € S.

Observacao 1 Nos trés casos mencionados nas proposicoes, em que S é superficie regular, o conjunto
tangente a S num ponto p € S, (isto ¢, o conjunto T,,S), que resulta um subespaco vetorial, é chamado
espago tangente a S no ponto p.

O subespaco afim correspondente p+7,S (que tem o ponto p em comum com S) é chamado espago
tangente afim a S no ponto p.



