
Álgebra Linear e Aplicações 

•Projeções sobre subespaços de Rm, caracterização 

de projeções, Método dos Mínimos Quadrados.



PROJECES SOBRESUBESPAÇOS

SENA UO SUBESPACO DEIM GERADO POR VETORES (. I. (U,...,UCIM E AEMmnIIR)
SEO ICUAS

-

PADA POR A =(4...4) 2000 V=CIA). SABEMOS QUERE CIASACIAl-CIASENAT

APROJECTO ORTOCONAL SOBREU DEVE SATISFAZER

1) Pre((A) - Pr
=AS PARAUM CERTO DE I"

2) II-PlueNIAY =ATI - Ax) =0 =ATA =ATx.

OBS: NotEQUEATA e MunIIR) E INVERSIVEL. E AS COLUNAS DE A sAo L. I.'s.
ISTO E O MESMO

COMO ATA E MATRIZ QUADRADA, SABEMOS QUEATA E INVERSIVEL. N(ATA)=0. auf

eigave, e
s

Porem, xeN(ATA) 8 A.An =0 TATAn =0 r llAul=0 O An =0. AssinNAA)=0=(Ax =0 =x =0

Assim, X =(ATA)An =Pr =AlATA)AYx EA PROVECE ORTOCONAL SOBRECIA).

Pu=ACATA)ATs FÓRMULADA PROTECEO.

EXEMPLO: ACHE APROVECEO ORTOGONAL DE(4,5,6) SOBREV= ( (1,1,01, 12,3,0)].

Socução: SADEMOS QUEV=CIA), En auEA =s. Lar ATA-(äsölle)=( isI I
NOTEave(ATA)=(?). Logo

P =A(A
+

A)
-

A T =(62)(==)(ii) =(68)(-=8) =(08)

Concurimos areP(4,5,6) =(b)() = () =14,5,0).

EXEMPLO:SE S E UMA BASE DEAM =U=[9], ENTES P=I.
↳se S-u,,..., un3CIM EL. I. En =m



DE FATO, SE S =(e,
..., un), ENTES V=CIA), EM avE

A =(...). Como AEMIR) =NA)= 709, pois as colunas so L.I., concurmes que
A E INVERSIVEL. L000 P=A CATA)AT =AAAATAT =I=I.

↳ (ATA)=ACAYSOVALEQUANDO AEENVERSIVEL
E QUADRADA.

E SEU FOR GERADO POR UM CONJUNTOS:90,,..., un9CIM QUE EL.D.?

SE0i=0, Fi, ENTEO V=30] = P=0. SUPONHA QUEI IO PARAALCOM j.
NESTE CASO, SEMPREPODEMOS ACHAR UM SUBCONJUNTO B =(m,

...,
MNICS QUE E L. I. E GERAV,

OU SESA, BE BASE DE V. O MESMO ARCUMENTO ABAIXO PODESER USADO PARAPROVAR QUETODOI
ESPACO VETORIAL FINITAMENTEGERADO TEM UMABASE I

DEMo:SESAb = SSCS:S'EL. I.]. Topo SER TEM ENTRE1 En-1ECE-

MENTOS. SESANe91,..., n-13 0 MAXIMO DE ELEMENTOS QUECADA SER PODETER. VAMOS

ESCOLHER BEL COM NELEMENTOS (A ESCOLHAPODENEO SER UNICA).
SE
-
ES =BUy} EL.I., ENTES BUS) C&ETEM NA ELEMENTOS. ABSURDo! Loo

BUSSEL.D. PORTANTO, SE B =[m,, ...,M, ENTER G
=

agiet...+grun, aghe
I.

Assim,
SEme(B), ENtEr M =xMi+-+uMGV, pois e

SeV (BICV.
SEMEV, ENTEO =E,s=ajane (B) = U c(B).

CONCLUSI: BEL.I. ECBI =V =BEBASE DE U W

EXEMPLO: ACHE APROVECEO ORTOGONAL DE(4,5,6) SOBREV=[(1,1,0), 12,3,0), 11,0,01].
NESTECASO, S = { (1, 1, 0), 12,3,0), 11,0,013 EL.D. LOCO

A =(08:) =A+

1 =(38)/638)-(52) rezurensiver,pois (=31.-l

BASTA USAR B =9(1,1,0), 12,3,0)) or B =(11,1,0), (1,0,0)] ou B =(12,3,0), 11,0,0)}.



CARACTERIZAÇÃO DEPROTEÇOES

TEOREMA:SESAP: AS-H" UMATRANSFORMACEU LINEAR Loco

1) B=((P)ONIP) E PE PROTECEO SOBRE (IP) => P2=P.

2) IR" =CIP)ANIP) =PE PROTECEU ORTOCONAL SOBRE (IP), ISTO E, NIP)1(IP)=> P=P =P=PT.

Deno:1) () SeneR" =x =c+n, ceCIP) =neNIP), ENTEr

Px =P(c +n) =c 3 p=P.

P =Pc =P()=

#1SE PEP,EntreEnginesEEi ineo
p
=
P

=Pu=0, pois neNIP). 1000 n =Py =PYEP(Py) =Pu =0
Concuimos queCIP)INIP) =90),IB" =CIP)*NIP).
Pois FIM, P(c+n) =Pc +OPP=Pd=c = PEPRONECAU SOBRECIP).

c) Ps
Id TAL QUE C =Pd

2)BASTAMOSTRARQUESERY=CIP)ONIP) EPE PROTECEU SOBRE (IP) (2000p= P),
ENTECIP)1NIP) => PT=P

()) SEA n =c +n, y =c
+n,c,c=C(P),n,neNIP). Loco

(Px,y) =xc,i +n) =xc,i) I <P-PTu,y7 =0, Fu,yel".<Py) En Entendea EM PARTICULAR, SEy=(p-pYa =llP-PTall =0, n
=>P=PT

() SE cECIP) =nENIP), ENTEr
(c, n7 =<Pc,n) =(c,p+n) =(c,Pn) =(x,07 =0 ⑭

ExEMPco:(A (AA)ATT =(ATYAA)AT =ACAA)T"AT =A(A)AT =PT=P

A(AA)ATACA)AT =A (AA)IAT =A(AA)A =>P=P.



METODO DOS Mínimos QUADRADOS

TEOREMA: SESAVCIRM UM SUBESPACO EP.A*-AM APROTECEU ORTOCONAL SOBREV. (000
In-Pull =INF) la-z11:oe VI,FueRY

ALemDisso, IIn-Pull=In-rII, reVE Pr =c. INTERPRETASEO: PL EO ELEMENTO DE U MAIS PRÓXIMO DEC.

Demo:SESAUE IRM. LOGO x =Putl-PlaeVU. Assim, sever, ENTEr
In-rl=12-Px+Pr-cll =7n-Pa+Pr-c, x-Pr+Pa-27

-(x-Pr,x-Pr) +(xn,AT +SI + Pa-r, Pre
=In-Pull +llPn-oll ert

1000 lla-Pull =In-all-1lPG-all > In-all* E In-Pall=In-all"> llPn-ull =0=> Pr =c.

APLICAGEO: DADO UMAMOLA, SABEMOS QUE, PELA LEIDE HOORE, A FORCAQUEAGESOBRE ELA E DADAPOR

F = - k(x - xo), EM QUEO E APOSICE DEREPOUSO E A ACONSTANTEELISTICA DAMOLA.

SUPONHA QUEAS SEGUINTES MEDIDAS FORAM FEITAS

DETERmines
Solução: SABEMOS QUEF(x) =exo - x =a +bx, en aveask eb =b

1 = a +b(- 1)
2 =

a +bl *

(i(al!3 =

a +b2

OBSERVEQUE 1
I - 1

I I I I
- 1 I

II I ! e o d 2 0 0b =2

I 23
1 =12- 2 ↳=Is-El

00 2↳3 =L-2 NÃO TEM

↳ MATRIE AUMENTADA SOLUSEU!



PERGUNTA:DEFININDO OERRO EEE, (F(x)- (a +bx)), quem sao a =b Queminimizan

ESTE ERRO?

RESPOSTAS E=(F(x), F(x), F(x) - a (1,1,1) - b(x,xx,xs)I).
Assim, sez

=(F(x), F(x), F()) =V =[(1,1,1), (x,xxxxs)], O VETOR DEU QUE MINIMIZA

Iz-cll E A PROVECEU DEg Em V. 2000 a (1,1,1) +bInixos) DEVE SER APROVECEr

DE 3 SOBREV. Como V=C(A), com A =(!), TEMOS~

or seralterFilterse
satisfaz ATAl-Ate

1000(3)(a): 157 = (2): (**)s):( )
Assim, AMELHOR RETA EF(x) =a +bx =7 +Ex

AN3- 8

- 2

b
O - 1 ⑧p

I

! !--

NO PYTHON: IMPORT NUMPY AS NP

A =NP. ARRAY ([[C,-1.], [1, 1.], [1,2.1))
B =

NP. ARRAT ((1., 1,3.1)
a,b =vP. LINALG. LSTSQ (A, B, RcoND =NoNE) (O] MINIMOS QUADRADOS= LEAST-SQUARES.

PRINT (a,b)


