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O que sabemos de ArvoresB?



Relembrando...

-> Arvore-B
€ Insercao
e Algoritmo
€ Busca
e Complexidade
e Algoritmo



Remocao



Remocao

=> Na msercao:
€ Split garante a manutencao das propriedades da
arvore-B
=> Porém
€ Propriedades precisam ser mantidas também durante
a remocao de chaves
€ Remocao sempre nas folhas!
€ Varios casos a serem analisados



Remocao

=> (Caso 1:
€ Remoc¢ao de uma chave em uma pagina folha
mantendo ocupa¢do minima da arvore
e Numero minimo de chaves na pagina
-> Solucao:
€ Chave ¢ retirada e demais chaves da pagina sao
reorganizadas



Remocao: Caso 1

- Removendo J M
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Removendo J

Remocao: Caso 1

pagina 5 mantém o nimero minimo de elementos M

Ocupac¢ao minima

€ [m/2]-1 chaves
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*
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Remocao

=> (Caso 2:
¢ Removendo uma chave de uma pagina nao folha
=> Solucdo:sempre remover de paginas folha
€ Trocara chave com sua sucessora imediata (ou com a
predecessora imediata) que esta numa folha
€ Remover a chave da folha



Remocao: Caso 2

-> Removendo M
M * *
| 2
D||H * * * Ql|u
A* C * * * * 7
*R* S * *
6
: E * F * * * w3 N O * P * * * *
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Candidatos a troca [*| ] K * * *




Remocao: Caso 2

- Removendo M X -
€ Troca-se Mcom N M
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Remocao: Caso 2

- Removendo M X -
€ Troca-se Mcom N N
2

D H * * * Q U

A * C * * * 7

* R * S * *
6
* E * F * * * * M * O * P * * * *
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-> Removendo M
€ Troca-se Mcom N
€ Remove-se M

=> Ocupacao minima OK

Remocao: Caso 2

N

*

*
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A*C* * * 7
*R*
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*E*F* * * *O*P* * * *
5
*I K* * * *
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Remocao

-> (Caso 3:
€ Remocao causa underflow na pagma
e Numero de chaves abaixo da ocupacao minima
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Remocao

=> Solucao:redistribuicao

€ Procura-se uma pdgina rma (com mesmo no paie
chave separadora em comum) que contenha mais
chaves do que o minimo
e Se existir, redistribui-se as chaves entre essas

paginas

€ Redistribuigdo provoca uma alteragao na chave

separadora que estda no no pai
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Remocao: Caso 2

=> Removendo R ]
€ Underflow na pagina 7 N

*E*F* K A K *O{P* X X - V

5 ) 8

111K Irmas da pagina 7




=> Removendo R
€ Pigina 6 j4 com ocupag¢dao minima

=> Redistribui-se chaves entre paginas 7 e 8
€ Via pagina 2

Remocao: Caso 2

N

*

*
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=> Removendo R
€ Pigina 6 j4 com ocupag¢dao minima

=> Redistribui-se chaves entre paginas 7 e 8
€ Via pagina 2

Remocao: Caso 2

N

*

*
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=> Removendo R
€ Remove-se Rda pagina 7

Remocao: Caso 2

N

*

*
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Remocao

-> (Caso 3:
€ Redistribuicio:
e Ideia inovadora...
e Efeito localna arvore
o Nao se propaga para n0s superiores
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Remocao

=> (Caso 3:
€ Redistribuicio:
e Necessario
o Mover apenas 1 chave para a pagma com
underflow para restabelecer as propriedades da
arvore-B
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Remocao

=> (Caso 3:
€ Redistribuicio:
e Estrate¢gia usual
o Redistribuir as chaves de maneira equilibrada
entre as pagimas:
o “balanceamento” dos espacos disponiveis
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Remocao

=> (aso 4:
€ Ocorre underflow e a redistribuigcdo nao pode ser
aplicada
e Niao ha chaves suficientes para dividir entre duas
paginas irmas
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Remocao

=> (Caso 4:
€ Solucao:concatenacao
e Combina-se o conteudo das duas pagmas com a
chave separadora da pagma paipara formaruma
unica pagima
e Pode ocorrer underflow da pagina pai
o Propagacdao de underflow (caso 5)
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=> Removendo A
€ Underflow na pagina 3
€ Naio ¢ possivel fazer redistribuicao

Remocao: Caso 4

N

*

*
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Remocao: Caso 4

-> Removendo A
=> Chaves sdo organizadas na pagina 3 (ou na pagina 4) N ] ]
=> Pagina 4 (ou pagina 3) ¢ removida
-> “ponteiros” na pagina 1
€ sdo atualizados 1 2
H - X - A Q W
X - X - A
CIID||E|]F 7
A S X U A V -
6
A O X P X X k. -
5 8
A I K E X - X
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=> Underflow na pagina 1!

Remocao: Caso 4

*

*

=> Como resolver? N
|

H * * * *

CIIDI|]E F 7
* S *

6
* O * P * * * *
5
* I * K * * * *
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Remocao

=> Caso 5: Underflow da pagina pai
€ Propagacdao de Underflow
€ Solucao: Redistribuicao ou Concatenacao
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Remocao: Caso 4

=> Redistribuicao nao funcionaria
€ Paginas irmas com ocupacdo minima
=> C(Concatenacao funciona!

0

N

*

*
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Remocao: Caso 4

Concatenacao
Organizacao das chaves na pagina 1
€ Atualiza ponteiros

=> Pdaginas 0 e 2 removidas
-> Pagina | é nova raiz H|I[N[|Q]|[W *
C * D * E * F * * 7
* S * U * V *
6
* O * P * * * * *
5 8

30



Remocao

=> (Caso 6: diminuicdo da altura da arvore
€ Ocorre quando o no raiztem uma unica chave e aplica-
se a concatenacado de seus nos filhos
¢ Como ocorreu no exemplo anterior...
€ Requeratualizacido da identificacao do no raizno
cabecalho do arquivo
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Resumo
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Remocao - Resumo

. Se a chave nao estivernuma folha, troque-a com sua
sucessora (ou antecessora)

. Remova a chave da folha
. Se a folha continuar com o numero minimo de chaves,

FIM
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Remocao - Resumo

4. Senao (underflow na pagina)

a. se uma das paginas irmas diretas (esquerda ou
direita) tiver mais que o minimo de chaves, aplique
redistribuicao e FIM

b. senao

concatene a pag. com uma das irmas e a chave
separadora do no pai

se no pai for raiz e sua ultima chave foi rebaixada,
elimine a raiz e FIM

K%



Remocao - Resumo

4. Senao (underflow )

b. senao
I. senao, se nod pai continuar com 0 minimo de
chaves, FIM

li. senao (underflow no pai), volte ao item 4.a para o
no pai

85



Desempenho Arvores-B
(Medido em numeros de acesso a disco)

37



Desempenho Arvores-B

=> Busca de chaves...
=> No pior caso, a altura ¢ dada por:

d <= 1 +logf, ] [ (N+1)/2 ]

-> logo...
¢ Altura ¢ O(log[,,,»] N)
€ Busca no piorcaso

® O(log[,,IN)
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Desempenho Arvores-B

=> Insercao de chaves...
=> Toda insercao realiza busca
® O(log],,,]N)
=> Além disso pode realizar split
€ (Cada split opera sobre um nimero fixo de paginas e ¢
portanto constante

o O(1)
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Desempenho Arvores-B

=> Insercao de chaves...

=> No pior caso, overflows se propagam até araize sao
realizados splits em tempo constante
® O(log[,/,]N)splits com O(l)acessos cada

=> Logo... iInser¢ao no pior caso
¢ O(log[,,,IN)
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Desempenho Arvores-B

=> Remocao de chaves...
=> Toda remocao realiza busca
® O(log],,,]N)
-> Além disso, pode realizar concatenac¢ao/redistribuicao
-> Cada concatenac¢ao/redistribuicao opera sobre um

numero fixo de paginas € ¢ portanto constante
¢ O(1)

41



Desempenho Arvores-B

=> Remocao de chaves...

=> No pior caso, underflows se propagam ate¢ a raize sao
realizadas concatenacoes/redistribuigcdes em tempo
constante
€ O(log[.,/,]N)operacoes com O(l)acessos cada

> Logo, remo¢do no pior caso
¢ O(log[,,,|N)
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