
Álgebra Linear e Aplicações 

•Teorema fundamental da álgebra linear Parte II,

Somas diretas, projeções e projeções ortogonais, 

projeção sobre uma reta.



ORTOGONALIDADEDOS SUBESPAÇOS FUNDAMENTAIS

DEFiniçer: SesA V um SUBESPAÇO DE IY. O COMPLEMENTO ORTOCONAL DE VE O CONJunto

V
t
={xeH":vx =0,kv=V)

↳ (0,27

TEOREMAFUNDAMENTAL DAALGEBRALINEAR (PARTEII).
1) ((AT) t =N(A)
2) C(A)

t
=N(At)

LINHADE
A

Demo: 1) Vemos aufne(lAtt (1,7 =0, jes,,m()) ()e menin
2) Vemos quexeClAlt (Aj,n) =0, Fjz/1,...,n) (x,...xm)(4...()=0OEA↓

COLUNA j DEA.

INTERPRETAÇÃO USANDO SOMA DIRETA

DEFINICEO: SESAM WeWe SUBESPACOS DEV. Dizemos arEVEASOMADIRETADEW, EWS, DENETADA

PORWie We SE

1) V=Wi +W2 = =(wi +wr: wieW,, wee Wal
2) WilW2 =90}

↑
ISTOE, SE Wi +W2=w,+Yo, W, w,GW, Ewa, TGWa, ENTES Wi=Ii Ewa=wo

OBS:AcorDico 2) EQUiVALE AuniciDADE DA DECOMPOSIÇÃO V =Wi +wo, wieW, watWe

E)) SUPONHA QUEVALHA 2). SE Witwa-Z, + wo, w, wieW, we, Wat We, ENTES Wi-Fi =wo-wa eWill,
OU SESA, W, =I, Ew =E, Dois W, 1W ={0}.

(E) SE ADECOMPOSICEO PARATODO OEU E UNICA, ENTIO, SE ve WilWa, TEMOS

8 =0 +0 =0 +0 =v =0.

I wo , wo



Proposição: SeV=W, W2, ENTEO AFUNCEP:U-U DADA PORPu=w, TAL QUEx-wit we, wie WE

WIEWI EUMATRANSFORMACES LINEAR. CHAMA-SEPROTECEU NO ESPACO W. E TAMBEM DEPENDE DEWel

DEMo: SEx =Wi +wa, y
=m +wo, XER, w, wieW, wa, wo EWa, ENTES

x +y
=(w, +w) +(wc +w) =P(x +y) =w, +w =Px +Py

Xn =xw, +1 wa =>P(n) =xw =1Pa

OBS2:NOTEQUE SE v =wit we, wie W, waeWa, ENtEr Pr =w, = (I-PIn=n-w, =wa.1000
x =Pu + (I-P)n cI-P EPROVECIO SOBREWr.

DEFiNiCEO:DizEMOS QUEOS SUBESPAÇOS U, VCIR" SEO ORtOcoNAs senTr =0, FreU Eve (NOTAS VIVI.
SE=VOV, VEU SEO ORTOGONAS, ENTEO A PROCEDEU P: IR*-I" EM UE CHAMADA DE PROTECES ORTOCONAL

OBS3: SEULV, ENTES UIV=90), pois sena UV, ENTEr lall-=0. EM PARTICULAR, SE wO,

MEU, reV, ENTIo r = -rE UlV=[0]. L020m =r =0.

OBSY:SEM=UV, ULV, ENTE V=U(EU-Ut. DE FAT, VCU, pois UEV sar eptocorais.

ALEM DISSO, SEx=M+EU, EN+EuT(n + r) =0 ut =0 =u =0 =x =
veV.locoUtcV =U

t
=V.

I er =0,00is VIV

NOSSO OBJETIVO E PROVAR

TEOREMA:IY=CIA)*NIAY EIR*=C/AT *NIA).

COROcARio:SESA S =30...., un C1* =V =[S] Loco IR*=VIV

DEMo:SESA AEMmIIR) AMATRIZCOM COLUNAS U,,..., un, OU SESA, A =(a...). Logo
V =(57 =C(A) =Vt =NATLoco RY =CIA)*N(AT) =VeV



LEMA: SESA V UM ESPAÇO VETORIAL E S=12,...,unCV um conjunto 1.2.

1. SEMEVICS], ENTE SUYnYEL. I.

2.EM PARTICULAR, SE SEL. I. ESUSmYEL.D., ENTEO ME(S]

DEMo:1. SUPONHAQUEGU...+n+GM=0. SeaO, ENTEm =Eye (5), o auscontrapitrose

SAS HIPÓTESES. LOGO 2 =0. PORTANTO, aiv, +... +an8n =0 =x, =... =dn =0, pois SEL.I.

2. POR FiM, sE SEL.I. ESUSmY EL.D., ENTEr me[S]. CASO CONTRARio,meVICS] E

SUSnY SERIA L. I.

Proposição:SESA U UM ESPAÇO VETORIAL COM dim V=n. Topo coNrUNto L. I. DE NELEMENTOS

E UMABASE.

DEMo:SE (S]AV, ENTE0 7 reVICS]. L00o SUSaY EL. I. PELO LEMA. POREM,
como SUSm3 EL.C. E ESTA CONTIDO NUM ESPAÇO DE DIMENSION, SUEMS DEVERIA TER NO

MÁXIMO n ELEMENTOS. ABSURDO!

PROPOSIÇÃO:SESAM VEV SUBESPAÇOS ORTOCONAIS DEID". SEdim Utdim V=n, ENTEr IR=VaV.

DEMo:i) UV=303. ISTO SEGUE DE OBS3.
ii) MY=U+V. SEvan Bu= Br BASES DEVEV, RESPECTIVAMENTE. VAMOS MOSTRAROUEBrUBr=BE BASE

DE IY PELA PROPOSICEO ANTERIOR, BASTAMOSTRAR QUEBE 1. I.

SE Br ={m,
..., Mr3, Br =30, ...,m], ENTES GM,+...+Mn+, r+...+Bmw=0 IMPLICA,PELAOBS3, QUE

2,M1+... +GUMN=O E BInt... +BMM=0. LOGO G1 =... =Gr==... =r =0, pois Bu E Br stoL.I.'s.

COMOBE BASE, SECERY, ENTEO x =Marentam
are

DEMO DO TEOREMA:CIA) ENIAT SEO ORTOCONAIS Edim ((A)+dimN(AT =p+m-p
=m =(Rm=((A)*NIAT.

DA) ENIA) SEO ORTOGONAIS Edim (AT+dimN(A) =p+n -

p
=n =("=((A)NIA)



POR Fim, vemos auE A: A"- IR* LEVA ESPAÇO LINHAEM ESPAÇO COLUNA

Proposico: SESA AEMminIA). ATRANSFORMAÇÃO LINEAR T: C(AT -> ((A) DADA

POR Tu=An E BIOETORA.

DEMO: :) ESOBRENETORA.
SE
ye CIA), ENTRO y =Ax, xel. Como cent, neNA), leCIAD, ENTRO y

=Al, ou sESA, y=TI, DECAD
ii) E INOETORA.

SETx=Ty, ENTI Alx-y) =0. L00o x-yENCA). Assim,L
=0 =

x-y
=0 =xy.

OBS:O MESMO VALE PARAAT:(A)- CIAT). E TRANSFORMACIO LINEAR BINETORA!

CALCULO DEPROTECOES ORTOCONAIS EM I"

PARA CALCULAR PROTECES, USAREMOS ASEGUINTEPROPOSICEO.

Proposição:SENA V UM ESPAÇO VETORIAL, W, WaCU SUBESPAÇOS VETORIAS TAs aveVWW. Loo P.VEVEAPROTE

<AO SOBREW, => PueWi E (I-Plue Wa, FueV.

EM PARTICULAR, PE PROTECEU ORTOCONAL, ISTOE, Wa= W,EPueW, =(I-PlaeWt, FaeV.

DEMo: ) SABEMOS QUEx =m + 0, mel, re Wa, sExeV

1000 Px=ue W E (I-P(n =x - n =veWc.

1) SEAxeV. 1060 x =u +r,me W, vEW. Coroa =Pr+(I-PIn, PueW, lI-PlueWe E

ADECOMPOSIÇÃO EUniCA, CONCLuimos QUEPr=M EPE APROTECEO SOBREU.



PROTECES ORTOGONAL SOBREUM ESPAÇO DE DIMENSIO 1.

SENA VEIRM =V=/12: 1ER)=(n] SABEMOS QUEID*-VOU.

A PROVECEO ORTOGONAL SOBRE V DEVESATISFAZER

1) PueV, FuelY Loco Pu=Du

2) I-PlazUt, FueRY L000 n(t-P(x =0 =u(n - xr) =0 =a =xr+v=1=
PORTANTO,

Pr ==en

INTERPRETA,CEO GEOMETRICA:
R

-Pu
a

=ee

EXEMPLO:a =(ra,rant). 1000 P(x,y) =(xcaO+ymO) (cO, mnOl

AMATRIZASSOCIADAEa ((coreno]=/w we

NOTEQUEP(asO, mn0) =(cO, nn0)
P1-m0,10) =(0,0)


