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Abordaremos o problema de aproximar uma funcéo f por outra g
pertencente a uma familia de funcdes G previamente escolhida. J

@ Ao aproximar f por g em G introduzimos um erro chamado residuo:

@ E necessario minimizar r para que uma boa aproximacao g seja obtida.

Minimos Quadrados

Exigimos que a seguinte quantidade seja minima:

Zr(x)z. (1)

X

@ Note que minimizar ), r(x) ndo é adequado pelo cancelamento de erros
positivos e negativos.

@ Poderfamos usar ) _|r(x)|. Por questdes geométricas/diferenciabilidade
escolhemos (1).
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Caso geral

Abaixo vemos que o método de minimos quadrados esta associado
a espacos vetoriais com produto interno. Na sequéncia estudamos métodos que sido
na verdade casos particulares deste resultado.

Formulagao geométrica

Seja F um espaco vetorial real com produto interno (-, -)

(f,8) EF x F— (f,g) €R,

f € Fe G C Fum subespaco gerado pelos vetores go, g1, -.., n-

@ Ache g € G que melhor aproxime f, ou seja, g € G tal que o erro quadritico

E(f,8):=(f—gf—g =IIf gl

seja o menor possivel.
v,
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Caso geral

Exemplos de espacos com produto interno:

a) RY = {(x1,x2,..,x8) : €ER, i=1,..,N}com (x,y) = Zf’zlx,-y,-.

Assim:
N

E(xy) =) (i—y), xyeRY

i=1

Recordamos que este produto interno é muitas vezes chamado produto escalar

e define a norma Euclidiana em R por [[x|| = /(x,x) = />~ 2.

b) SejaF={aogl +a1x+...+ax" : ; €R, i=0,1,...,n} oespaco dos
polinémios de grau menor ou igual a n com

f.8) = / 080

Assim:

E(f,g) = /jl {f(x) — g(X)}zdx.
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Caso geral

Em espacos vetorias com produto interno podemos trabalhar com ortogonalidade e
também minimizar distancia.

O vetor de g € G que melhor aproxima f € o vetor tal que f — g € ortogonal a G.
Isto ocorre se, e somente se, {f — g, g;) = 0 paratodoj = 0, ..., m onde’'

G= [gO,gl,---,gm] :

!Lembre-se que o subespaco G é gerado
pelos vetores go, g1, ---, &m-
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Como g € G, existem nimeros reais dao, ..., an, tais que
8 = aogo A oo AP aAm8m-

Assim, esses niimeros devem resolver o seguinte sistema’

(g0,80) --- (8o, 8m) a (80,f)

R L= @

(gm;80) - (gm,&m) am (&m>f)

ja que para todo j
0= <f - g7gj> = <f_ (aogo + .. “l‘amgm) 7g.i>

= (f,8) — a0 (80, &) — --- — am (gm, &)
= <fv gj> - (<g07gj> ) 0009 <g"17gj>) : (a(), ""am)'

i) Particularmente interessante € o caso em que (g;, g;) = 0 para i # j. Assim

<gj7f>

aj=-—>——+ j=0,1,...,m.
! <gj,g]'>

ii) Note que a matriz que define o sistema ¢ simétrica.

2 . < . .
“Este sistema é muitas vezes chamado sistema normal.
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Minimos quadrados discreto

Chamamos o método de método dos minimos quadrados discreto quando o espaco
vetorial F assume a forma particular ¥ = R" para algum N € N.

O problema

Dados N pontos do grifico de uma funcdo
{(x1,01) ey (s 38)} C R
x; distintos, y; = f(x;) e m + 1 fungdes
80y -y 8m I = R
em que / C R é um intervalo que contém x1, ..., xy. Encontre ao, ai, ..., a, tais que
y (x) = aogo (x) + a1g1 (x) + ... + angm (%)

seja a melhor funcdo que aproxime esses pontos.

marcone@ime.usp.br Métodos Numéricos e Aplicagdes




Para resolvermos este problema, definimos o seguinte erro quadrético:

N
E(ao, ar,...,an) = ¥ _ |yi — (a0go (x:) + @1g1 (%) + .. + angm (x:))[*

=i

Definimos também os vetores

f:(y1>"'7yN) € g.f:(gj(xl)z'“zgj<xN))7 j:0717“'7m

e usamos o seguinte produto interno em RY

N
(z,w) = Zz,-wl-, z,w € RY.

i=1




Se g = aogo + ... + angm temos que
E(ao,dl,‘..,am) = <f_g7f_g> 0

Além disso, os valores ao.ai, ..., a, que minimizam E sdo solug¢des do sistema

i) e () o L g0 (%) en (%) ao

SV en (g0 () o g () () ) \ am
L8 (%)

S em (%)
jaque

(8> ) Zg,x,gkx, 0<jk<m
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1) O sinal de um osciloscépio corresponde a superposicdo de efeitos oscilatério e
crescente. Nestas condigdes o aproximamos por uma fungéo do tipo

g(x) = ax + bcosux.
Medindo alguns valores deste sinal obtemos

x | 0 15 30 45 60
fx) [1.0 157 20 43 7.0

Usando notagdes anteriores temos go(x) = x e gi(x) = cosx.

f=(1.0,1.57,2.0,4.3,7.0), go = (0,1.5,3.0,4.5,6.0)
e g1 = (cos(0), cos(1.5), cos(3.0), cos(4.5), cos(6.0))

que nos leva ao sistema
(G e ) (5 )= (&)

67.5 1.949 a\ [ 69.71
1.949 2.952 b )]\ 4.946

cuja solucdio é: (a,b) = (1.003,1.013).

que € igual a
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Observagoes dadas:

x |0 15 30 45 60
f@ 1.0 157 20 43 7.0

I S -

F 1 2 3 4 5 6

Figura: Grifico da funcdo g(x) = 1.003x + 1.013 cos x.
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2) Regressio linear. Determine a reta que melhor ajusta a fun¢@o abaixo segundo o
método de minimos quadrados

[«=) Nen)
NS
&~ B~

f(x)

Temos go(x) = 1 e gi1(x) = x.

f:(07171a474)7 gO:(lﬂlalvlal)
€ g1 = (071127374)

que nos leva ao sistema
(Ge e ) (5)=(&0)

(o) (5)=(30)

cuja solugdio é: (a,b) = (—1/5,11/10).

que € igual a
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Observagoes dadas:
x |0 1 2 3 4 ,
fx)|0 1 1 4 4

? 1 2 3 7

Figura: Gréfico da funcdo g(x) = —1/5 4 (11/10)x.
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Regressao linear

Note que a Regressao linear do conjunto

{1, 31), (%2,32), oy (xn, 38)} C R?

é o caso geral previamente discutido assumindo

m=1, @®=1 ¢ g =x

Logo, é equivalente a resolver o seguinte sistema linear
( N Z,w:)(ao)_(z,ilyi)
N N = N
PIARE D DA Zi 2 i XiYi

gj7gk Zgj x, gk x, 0<j,k<2

ja que se

8o = (1, 1, 000 1), g1 = (xl,xz, ,..,XN) € f = (yl,yz, ...,yN).

entao

<go7go>2212, (g0,81) Zx, e (gl,g1>:Zx,-2.
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