Teorema de Cantor - Bernstein

Teorema: Sejam A e B dois conjuntos. Se existe uma funcao injetora f : A— B e uma funcao
injetora g : B— A entao A e B sao equipotentes.

A demonstracao do teorema é corolario da seguinte proposicao:
Proposigao: Sejam A, B, A; conjuntos tais que A;CBCA. Se |A| = |A;| entao |A| = |B|.
Demonstragao: Como |A| = |A|, existe uma fungao bijetora f: A— Aj.

Vamos designar, para todo n€IN,

Ay =A By=18B
An+1 = f(An) Bn+1 = f(Bn)
Temos:

A C By =B = Ay = f(A1) C f(Bo) = B

De modo geral,

A1 € B, C A, VnelN,

isto é,

A2 By 2 A DB 2..2A,28, 24,41 ...

Considere C,, = A,, — B,,, Yne IN



Como f é bijetora, vale que f(C,) = f(A, — B,) = f(A,) — f(B,) = Ant1 — Buy1 = Cra,
e portanto,
f(Cy) = Cphyq, VneEN.
Vamos designar C' = U,>¢Cr. Entao f(C) = f(U,>0Cn) = Up>1Cn
Seja D = A—C. Entao C'U D = A. Considere a funcao g : A— A definida por
g(z) = { f(z) sexeC

x se x€D
Temos que 9o é a funcao identidade, e portanto, é injetora. Por sua vez, o = f e f é injetora.
Portanto, 9je também é injetora. Como CND = (), vale que g é uma fun¢ao injetora.
Além disso,
g(D)=D=A-C
g(C) = f(C) = Un21Cn =C -0y

Sendo assim, g(A) = (A—C)U(C —Cy) =A—-Cy=A—((A— B)) = B, e portanto, g : A— B
¢ bijetora. Concluimos que |A| = |B]. A

Passemos agora a prova do teorema de Cantor-Bernstein:

Como f: A— B e g: B— A sao fungoes injetoras, vale que a funcao composta gof : A— A
também o é. Dessa forma, g(f(A4)) = A

Além disso, g(f(A))Cg(B)CA.

Como |g(f(A))| = |A], segue, da proposicao anterior, que |g(B)| = |A|. Mas |G(B)| = |B|. Logo,
Al = [B]. A



