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Sistema de EDOs linear homogéneo de 12 or-
dem a coeficientes constantes.

Introducao

Um sistema de EDOs do tipo

y = Ay, (1)

onde A € M,xn(R), é dito um sistema de EDOs linear homogéneo de 1a.
ordem a coeficientes constantes.

As solugoes reais de um tal sistema sao as funcoes ¢ : R — R de classe
C! tais que

d(t) = Ag(t),Vt € R. 2)

Exercicio 1 Mostre que se ¢(t) e ¥(t), t € R, sao duas solugoes de (1) e
a € R, entao

(i) ~ definida por y(t) = o(t) +¢(t), t € R, é solucdo de (1);
(ii) n definida por n(t) = a¢(t), t € R, é solugao de (1).

(Isto significa que o conjunto das solugdes de (1) é um subespago
vetorial.)

Teorema 1 O conjunto das solugoes reais de (1) € um subespago vetorial de
CH(R,R") de dimensdo n.
Assim, se

¢17¢27"'7¢n R —R"
forem solugoes de (1) linearmente independentes, a solugao geral de (1) serd
dada por

D(t) = c1¢n(t) + caa(t) + - + cutpu(t), t € R, (3)

onde c1,Co, ..., C, SA0 parametros reais.

1



Prova: Nao sera feita aqui, ela depende do Teorema de Existéncia e Uni-
cidade.

Observagao 1 Pode-se considerar solugoes complexas de (1), ou seja, fungoes
¢ : R — C™ de classe C* tais que

d(t) = Ap(t),Vt € R. (4)

Nesse caso, o espaco das solucoes complexas € um subespaco de dimensdo n
de CY(R,C™) (olhado como espago vetorial sobre C). Assim, se

01, 09,...,¢, : R = C"
forem solugoes de (1) linearmente independentes, a solug¢do geral complexa
de (1) serd dada por

@(t) = Clqbl(t) + CQQZSQ('[:) + -+ Cngbn(t),t S R, (5)
onde c1,Ca, ..., C, SG0 parametros complexos.

Observagao 2 Note que no caso em que n = 1, a equagao (1) toma a forma
y = ay,

onde a € R, e suas solucoes reais sao as funcoes ¢ : R — R definidas por

o(t) = ce™, t € R, onde ¢ é um pardametro em R.

Exercicio 2 Encontre condigoes sobre A € R e w € R" [respectivamente,
sobre A € C e w € C"| de forma que

W,

Def.: Seja V um espaco vetorial sobre um
corpo K (K =R ou C).

.o .. A€ K é um autovalor de T se existe ve V
Definicao 1 O polinomio p(A) = det(A — A) néo nulo tal que T(v)=Av.

¢ chamado polinémio caracteristico de A. Nesse caso, v é dito um autovetor de T.
Se olharmos A como matriz pertencente a Myx,(R) [respectivamente,
pertencente a M,,»,(C)/, entao:

seja solugao real [respectivamente, complexa] de (1).

(a) As raizes reais [respectivamente, complexas| de p(\) sdo os autovalores
de A.
Se V = R*n [respect. C”n] e fixamos sua a base candnica,
podemos representar T(x) como matriz coluna de forma que
T(x) = Ax, onde A é a matriz de T na base canénica.

Neste caso, os autovalores de T sdo exatamente as raizes reais
[respect. complexas] do polindmio ¢ aracteristico de A, definido por
p(A)=det(Arl-A).



(b) Se X for um autovalor de A, os vetores nio nulos w € R" [respectiva-
mente, w € C"] satisfazendo o sistema linear (A — X )w = O sdo o0s
autovetores de A associados ao autovalor .

Proposicio 1 Se A € R [respectivamente, A € C] é um autovalor de A
e w € R" [respectivamente, w € C™] € um autovetor de A associados ao

autovalor X, entdo ¢(t) = eMw,t € R € uma solugdo real [respectivamente,
complezxa] de (1) .

Prova: Se voce fez o exercicio 2, percebera que ele demonstra o resultado.
De qualquer forma, a prova foi feita em sala.

Quando n =2

Estudaremos aqui sistemas da forma (1) com n = 2:

. / a a
§=Ay, ou <z;):<a; aii)(?ﬁ) (6)
onde A € Msy.o(R).
Tomando-se o polindmio caracteristico de A quando n = 2, temos
p(A\) = det(\ — A) = N2 —tr(A)A +det A = (A — X)) (A= Ny).
Ha tres casos a tratar:

Caso 1:  \; # Ay sao reais.

Caso 2: M =a+if el =X =a—i com 3 # 0 sdo complexos
conjugados distintos.

Caso 3: A\{ = Ay = )\ sdo reais iguais.

Caso 3.1: A = Ay = )\ sao reais iguais e existem 2 autovetores
linearmente independentes associados a .

Caso 3.2: A\; = Ay = \ sdlo reais iguais e NANO existem 2 autovetores
linearmente independentes associados a A.



Caso 1

Exercicio 3 Mostre que se A\; e Ay sdo autovalores reais de A, distintos, e
wi, ws € R? s@o autovetores associados respectivamente a A\; e \g, entao

QZSl(t) = e/\ltwl € ¢2(t) = e)‘Qtwg, t e R,

sao solugoes reais de (6) linearmente independentes.

Exercicio 4 Justifique a afirmagao:
Nas condigoes do exercicio 3 , a solugao geral real de (6) é

@(t) = Cngsl(t) + CQQSQ(t) = cle’\ltwl + Cgekztwg, t e R,
onde c1,co € R.

Exercicio 5 Justifique a afirmagao:
Nas condigoes do exercicio 3, a solucdo geral complexa de (6) é

(1) = c1¢1(t) + c2ga(t) = cre™wy + cee™'wy, t € R,

onde ¢, ¢y € C.

Caso 2

Exercicio 6 Mostre que se \y = a +iff e Ay = \; = a — i sao autovalores
complexos de A, distintos, e w = u + iv,W = v — v € C? sdo autovetores
associados respectivamente a Ay e Ay, entao

o1(t) = eMw =Ty 4 iv) = e[cos(Bt) + i sin(ft)](u + iv) =
= e*{[cos(Bt)u — sin(Bt)v] + i[cos(Bt)v + sin(Bt)u]}

Pa(t) = eM'w = ey 4 iv) = e[cos(Bt) — isin(ft)]|(u + iv) =

e®{[cos(Bt)u — sin(Bt)v] — i[cos(Bt)v + sin(Bt)u]}, t € R,

sao solugoes complexas conjugadas de (6) linearmente independentes.



Exercicio 7 Justifique a afirmacao:
Nas condigoes do exercicio 6, a solu¢ao geral complexa de (6) é

O(t) = c191(t) + caga(t) = cre™w + cre™'w =
= Ty 4 iv) + cpe P (y — dv) =
= c¢1e[cos(Bt) + isin(Bt)](u + ) +
+epe™[cos(Bt) — isin(ft)](u — iv) =
= c¢e®{[cos(Bt)u — sin(Bt)v] + i[cos(Bt)v + sin(St)u]} +
+ee®{[cos(Bt)u — sin(Bt)v] — i[cos(Bt)v + sin(Bt)u]}, t € R,

onde ¢, ¢y € C.

Exercicio 8 Nas condigoes do exercicio 6, as fungoes

Ult) = L161(1) + 6a(t)] = Re(é)(t) = e*[eos(Bt)u — sin(t)o],

e

Galt) = S-10n(0) = 6a(0)] = Tm(n)(6) = e*eos(Bt)o + sin(Be)u), 1 € R,

sao duas solugoes reais de (6) linearmente independentes.

Exercicio 9 Justifique a afirmacao:
Nas condigoes do exercicio 8, a solugao geral real de (6) é

O(t) = () + caha(t) = crRe(91)(t) + colm(e2)(t) =
= cre®[cos(Bt)u — sin(St)v] + cae™[cos(Bt)v + sin(Bt)u], t € R,

onde c1, ¢ € R.

Caso 3.1

Exercicio 10 Mostre que se \; = Ay = X é autovalor real duplo de A, e
existem wy, w, € R? autovetores associados a X linearmente independentes,
entao _ _

o1(t) =My e got) = Mo, t R,

sao solugoes reais de (6) linearmente independentes.



Exercicio 11 Justifique a afirmacao:
Nas condigoes do exercicio 10 , a solugao geral real de (6) é

O(t) = c1¢n(t) + cogalt) = 01€th1 + 026%102, teR,
onde c1,¢cs € R.

Exercicio 12 Justifique a afirmagao:
Nas condigoes do exercicio 10, a solucao geral complexa de (6) é

O(t) = c101(t) + c292(t) = crewy 4 coeMw,, t € R,

onde ¢, ¢y € C.

Caso 3.2

Exercicio 13 Mostre que se \; = Ay = X é autovalor real duplo de A, e
NAO existem dois autovetores associados a A linearmente independentes,
entao se w € R? ¢ um autovetor associado a A e @ € R2 é solucao do sistema
(A — Nw = w, entao

o1(t) = A e Po(t) = M + teth, teR,

sao solugoes reais de (6) linearmente independentes.

Exercicio 14 Justifique a afirmacao:
Nas condigoes do exercicio 13 , a solugao geral real de (6) é

(1) = c191(t) + c202(t) = e + 02(€Xt@ + tex’fw), teR,
onde c1, ¢ € R.

Exercicio 15 Justifique a afirmagao:
Nas condigoes do exercicio 13 , a solugao geral complexa de (6) é

O(t) = 10 (t) + ca¢(t) = crew + 62(6%@ + teth), teR,

onde ¢, ¢y € C.



Exercicio 16 Ache a solugao geral real de:

@ i=(y 5)v @ i=(;
o i=(y 5y @ a=(;

© i=(5 H)v @ i=(2
@ g=(2 o)y woa=(]

Exercicio 17 Ache a solucao geral real de:

@ i=(y 3)v @ i=("



