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Capítulo 4 

Equação de Dirac 



Probabilidade na Equação de Klein Gordon  

Para a solução de onda plana 

E < 0
<latexit sha1_base64="mUYRg7Uz4WYqtrm3e3E3hfZgrBc="></latexit>

⇢ < 0
<latexit sha1_base64="CFcl0r7SuyqEKWM4gE6M6WWoKpI="></latexit>

Problema para a interpretação de probabilidade  !



Probabilidade na Equação de Dirac 

Matrizes de Dirac : 

”espinor”



Densidade de Probabilidade e de Corrente 

Eq. Dirac
(ED)

Eq. Dirac
adjunta
(EDA) 

 † ⇥ ED � EDA ⇥  
<latexit sha1_base64="hyHc7i6h/h9cbn/kKvH2r5zzWjo="></latexit><latexit sha1_base64="hyHc7i6h/h9cbn/kKvH2r5zzWjo="></latexit><latexit sha1_base64="hyHc7i6h/h9cbn/kKvH2r5zzWjo="></latexit><latexit sha1_base64="hyHc7i6h/h9cbn/kKvH2r5zzWjo="></latexit>



Usando as identidades da regra do produto : 

A equação da página anterior fica :  

⇢ > 0
<latexit sha1_base64="Lzb56rJ/dTS/3UfRgUtEXBbjb7U="></latexit>

onde:  

Problema resolvido !



Matrizes de Dirac  

Hermitiana Anti-Hermitiana

µ 6= ⌫
<latexit sha1_base64="Nn5N7BT887rnEA0lZwpoiHuyn7o="></latexit><latexit sha1_base64="Nn5N7BT887rnEA0lZwpoiHuyn7o="></latexit><latexit sha1_base64="Nn5N7BT887rnEA0lZwpoiHuyn7o="></latexit><latexit sha1_base64="Nn5N7BT887rnEA0lZwpoiHuyn7o="></latexit>

k = 1, 2, 3
<latexit sha1_base64="S7FWNYf4oRJLqFQPboNgiRfKvt0="></latexit><latexit sha1_base64="S7FWNYf4oRJLqFQPboNgiRfKvt0="></latexit><latexit sha1_base64="S7FWNYf4oRJLqFQPboNgiRfKvt0="></latexit><latexit sha1_base64="S7FWNYf4oRJLqFQPboNgiRfKvt0="></latexit>

Anticomutador

Representação de 
Pauli-Dirac 



Corrente covariante 

Introduzimos o espinor adjunto 

Para verificar, basta substituir :

quadrivetor



Soluções da Equação  de Dirac  

Vamos procurar uma solução de partícula livre (onda plana) : 



Partícula em repouso 

E �1 = m�1
<latexit sha1_base64="7s48/9b5aVLrKd7DajgYzdt4vDs="></latexit><latexit sha1_base64="7s48/9b5aVLrKd7DajgYzdt4vDs="></latexit><latexit sha1_base64="7s48/9b5aVLrKd7DajgYzdt4vDs="></latexit><latexit sha1_base64="7s48/9b5aVLrKd7DajgYzdt4vDs="></latexit>

E �2 = m�2
<latexit sha1_base64="N8OTUkK+w/gqNUV+bys0S9rrSVo="></latexit><latexit sha1_base64="N8OTUkK+w/gqNUV+bys0S9rrSVo="></latexit><latexit sha1_base64="N8OTUkK+w/gqNUV+bys0S9rrSVo="></latexit><latexit sha1_base64="N8OTUkK+w/gqNUV+bys0S9rrSVo="></latexit>

�E �3 = m�3
<latexit sha1_base64="/51SyM72p/Te1gl5emzgOJSf1RY="></latexit><latexit sha1_base64="/51SyM72p/Te1gl5emzgOJSf1RY="></latexit><latexit sha1_base64="/51SyM72p/Te1gl5emzgOJSf1RY="></latexit><latexit sha1_base64="/51SyM72p/Te1gl5emzgOJSf1RY="></latexit>

�E �4 = m�4
<latexit sha1_base64="tRnhpsc1lm8FWvLuU/wFRwuCBi0="></latexit><latexit sha1_base64="tRnhpsc1lm8FWvLuU/wFRwuCBi0="></latexit><latexit sha1_base64="tRnhpsc1lm8FWvLuU/wFRwuCBi0="></latexit><latexit sha1_base64="tRnhpsc1lm8FWvLuU/wFRwuCBi0="></latexit>



Quatro soluções independentes

Substituindo em 



Partícula  livre em movimento

�pk �
k

<latexit sha1_base64="Dbd14rgY0O59vDR3PzQIc6uAx0w="></latexit><latexit sha1_base64="Dbd14rgY0O59vDR3PzQIc6uAx0w="></latexit><latexit sha1_base64="Dbd14rgY0O59vDR3PzQIc6uAx0w="></latexit><latexit sha1_base64="Dbd14rgY0O59vDR3PzQIc6uAx0w="></latexit>



Escolhemos

Duas equações acopladas : 



Escolhemos 



Assim encontramos quatro soluções ortogonais

Continuamos encontrando energias negativas !

Senão os denominadores
podem explodir !



As Soluções de Energia Negativa
As soluções com energia negativa não podem ser descartadas ! 

Problema:  em elétron poderia ”cair” indefinidamente para níveis 
de energia cada vez menores, mais negativos...  Não vemos isso!

Solução de Dirac: os níveis com energia negativa já estão todos 
preenchidos e o elétron não ”cai” porque não encontra lugar para cair!
Princípio da exclusão de Pauli. 

”Universo cheio” : Estamos cercados, inundados de partículas 
com energia negativa 

Energia

> 0
<latexit sha1_base64="dUEYHaGhvqlV2gphOg14EONODrY=">AAACxnicjVHLSsNAFD2Nr1pfVZdugkVwVRIRdCVFN11WtA+oRZLptA7Ni2SilCL4A27108Q/0L/wzjgFtYhOSHLm3HvOzL3XTwKRScd5LVhz8wuLS8Xl0srq2vpGeXOrlcV5yniTxUGcdnwv44GIeFMKGfBOknIv9APe9kdnKt6+5Wkm4uhSjhPeC71hJAaCeZKoixPbuS5XnKqjlz0LXAMqMKsRl19whT5iMOQIwRFBEg7gIaOnCxcOEuJ6mBCXEhI6znGPEmlzyuKU4RE7ou+Qdl3DRrRXnplWMzoloDclpY090sSUlxJWp9k6nmtnxf7mPdGe6m5j+vvGKyRW4obYv3TTzP/qVC0SAxzrGgTVlGhGVceMS667om5uf6lKkkNCnMJ9iqeEmVZO +2xrTaZrV731dPxNZypW7ZnJzfGubkkDdn+Ocxa0DqquU3XPDyu1UzPqInawi32a5xFqqKOBJnkP8YgnPFt1K7Jy6+4z1SoYzTa+LevhA+t6j6c=</latexit><latexit sha1_base64="dUEYHaGhvqlV2gphOg14EONODrY=">AAACxnicjVHLSsNAFD2Nr1pfVZdugkVwVRIRdCVFN11WtA+oRZLptA7Ni2SilCL4A27108Q/0L/wzjgFtYhOSHLm3HvOzL3XTwKRScd5LVhz8wuLS8Xl0srq2vpGeXOrlcV5yniTxUGcdnwv44GIeFMKGfBOknIv9APe9kdnKt6+5Wkm4uhSjhPeC71hJAaCeZKoixPbuS5XnKqjlz0LXAMqMKsRl19whT5iMOQIwRFBEg7gIaOnCxcOEuJ6mBCXEhI6znGPEmlzyuKU4RE7ou+Qdl3DRrRXnplWMzoloDclpY090sSUlxJWp9k6nmtnxf7mPdGe6m5j+vvGKyRW4obYv3TTzP/qVC0SAxzrGgTVlGhGVceMS667om5uf6lKkkNCnMJ9iqeEmVZO +2xrTaZrV731dPxNZypW7ZnJzfGubkkDdn+Ocxa0DqquU3XPDyu1UzPqInawi32a5xFqqKOBJnkP8YgnPFt1K7Jy6+4z1SoYzTa+LevhA+t6j6c=</latexit><latexit sha1_base64="dUEYHaGhvqlV2gphOg14EONODrY=">AAACxnicjVHLSsNAFD2Nr1pfVZdugkVwVRIRdCVFN11WtA+oRZLptA7Ni2SilCL4A27108Q/0L/wzjgFtYhOSHLm3HvOzL3XTwKRScd5LVhz8wuLS8Xl0srq2vpGeXOrlcV5yniTxUGcdnwv44GIeFMKGfBOknIv9APe9kdnKt6+5Wkm4uhSjhPeC71hJAaCeZKoixPbuS5XnKqjlz0LXAMqMKsRl19whT5iMOQIwRFBEg7gIaOnCxcOEuJ6mBCXEhI6znGPEmlzyuKU4RE7ou+Qdl3DRrRXnplWMzoloDclpY090sSUlxJWp9k6nmtnxf7mPdGe6m5j+vvGKyRW4obYv3TTzP/qVC0SAxzrGgTVlGhGVceMS667om5uf6lKkkNCnMJ9iqeEmVZO +2xrTaZrV731dPxNZypW7ZnJzfGubkkDdn+Ocxa0DqquU3XPDyu1UzPqInawi32a5xFqqKOBJnkP8YgnPFt1K7Jy6+4z1SoYzTa+LevhA+t6j6c=</latexit><latexit sha1_base64="dUEYHaGhvqlV2gphOg14EONODrY=">AAACxnicjVHLSsNAFD2Nr1pfVZdugkVwVRIRdCVFN11WtA+oRZLptA7Ni2SilCL4A27108Q/0L/wzjgFtYhOSHLm3HvOzL3XTwKRScd5LVhz8wuLS8Xl0srq2vpGeXOrlcV5yniTxUGcdnwv44GIeFMKGfBOknIv9APe9kdnKt6+5Wkm4uhSjhPeC71hJAaCeZKoixPbuS5XnKqjlz0LXAMqMKsRl19whT5iMOQIwRFBEg7gIaOnCxcOEuJ6mBCXEhI6znGPEmlzyuKU4RE7ou+Qdl3DRrRXnplWMzoloDclpY090sSUlxJWp9k6nmtnxf7mPdGe6m5j+vvGKyRW4obYv3TTzP/qVC0SAxzrGgTVlGhGVceMS667om5uf6lKkkNCnMJ9iqeEmVZO +2xrTaZrV731dPxNZypW7ZnJzfGubkkDdn+Ocxa0DqquU3XPDyu1UzPqInawi32a5xFqqKOBJnkP8YgnPFt1K7Jy6+4z1SoYzTa+LevhA+t6j6c=</latexit>

0
<latexit sha1_base64="aEk4Eu6KdZqDJ52QhkNurwipIUg="></latexit><latexit sha1_base64="aEk4Eu6KdZqDJ52QhkNurwipIUg="></latexit><latexit sha1_base64="aEk4Eu6KdZqDJ52QhkNurwipIUg="></latexit><latexit sha1_base64="aEk4Eu6KdZqDJ52QhkNurwipIUg="></latexit>

mc2
<latexit sha1_base64="zx1rp4yBwv4TgNNQhkLwyOrYB2Y="></latexit><latexit sha1_base64="zx1rp4yBwv4TgNNQhkLwyOrYB2Y="></latexit><latexit sha1_base64="zx1rp4yBwv4TgNNQhkLwyOrYB2Y="></latexit><latexit sha1_base64="zx1rp4yBwv4TgNNQhkLwyOrYB2Y="></latexit>

< 0
<latexit sha1_base64="V2DDM6CjMKJ7i2UKK8KDe4cd+z0=">AAACxnicjVHLSsNAFD2Nr1pfVZdugkVwVRIRdOGi6KbLivYBtUgyndaheZFMlFIEf8Ctfpr4B/oX3hmnoBbRCUnOnHvPmbn3+kkgMuk4rwVrbn5hcam4XFpZXVvfKG9utbI4TxlvsjiI047vZTwQEW9KIQPeSVLuhX7A2/7oTMXbtzzNRBxdynHCe6E3jMRAME8SdXFiO9flilN19LJngWtABWY14vILrtBHDIYcITgiSMIBPGT0dOHCQUJcDxPiUkJCxznuUSJtTlmcMjxiR/Qd0q5r2Ij2yjPTakanBPSmpLSxR5qY8lLC6jRbx3PtrNjfvCfaU91tTH/feIXEStwQ+5dumvlfnapFYoBjXYOgmhLNqOqYccl1V9TN7S9VSXJIiFO4T/GUMNPK aZ9trcl07aq3no6/6UzFqj0zuTne1S1pwO7Pcc6C1kHVdaru+WGldmpGXcQOdrFP8zxCDXU00CTvIR7xhGerbkVWbt19ploFo9nGt2U9fADmto+l</latexit><latexit sha1_base64="V2DDM6CjMKJ7i2UKK8KDe4cd+z0=">AAACxnicjVHLSsNAFD2Nr1pfVZdugkVwVRIRdOGi6KbLivYBtUgyndaheZFMlFIEf8Ctfpr4B/oX3hmnoBbRCUnOnHvPmbn3+kkgMuk4rwVrbn5hcam4XFpZXVvfKG9utbI4TxlvsjiI047vZTwQEW9KIQPeSVLuhX7A2/7oTMXbtzzNRBxdynHCe6E3jMRAME8SdXFiO9flilN19LJngWtABWY14vILrtBHDIYcITgiSMIBPGT0dOHCQUJcDxPiUkJCxznuUSJtTlmcMjxiR/Qd0q5r2Ij2yjPTakanBPSmpLSxR5qY8lLC6jRbx3PtrNjfvCfaU91tTH/feIXEStwQ+5dumvlfnapFYoBjXYOgmhLNqOqYccl1V9TN7S9VSXJIiFO4T/GUMNPK aZ9trcl07aq3no6/6UzFqj0zuTne1S1pwO7Pcc6C1kHVdaru+WGldmpGXcQOdrFP8zxCDXU00CTvIR7xhGerbkVWbt19ploFo9nGt2U9fADmto+l</latexit><latexit sha1_base64="V2DDM6CjMKJ7i2UKK8KDe4cd+z0=">AAACxnicjVHLSsNAFD2Nr1pfVZdugkVwVRIRdOGi6KbLivYBtUgyndaheZFMlFIEf8Ctfpr4B/oX3hmnoBbRCUnOnHvPmbn3+kkgMuk4rwVrbn5hcam4XFpZXVvfKG9utbI4TxlvsjiI047vZTwQEW9KIQPeSVLuhX7A2/7oTMXbtzzNRBxdynHCe6E3jMRAME8SdXFiO9flilN19LJngWtABWY14vILrtBHDIYcITgiSMIBPGT0dOHCQUJcDxPiUkJCxznuUSJtTlmcMjxiR/Qd0q5r2Ij2yjPTakanBPSmpLSxR5qY8lLC6jRbx3PtrNjfvCfaU91tTH/feIXEStwQ+5dumvlfnapFYoBjXYOgmhLNqOqYccl1V9TN7S9VSXJIiFO4T/GUMNPK aZ9trcl07aq3no6/6UzFqj0zuTne1S1pwO7Pcc6C1kHVdaru+WGldmpGXcQOdrFP8zxCDXU00CTvIR7xhGerbkVWbt19ploFo9nGt2U9fADmto+l</latexit><latexit sha1_base64="V2DDM6CjMKJ7i2UKK8KDe4cd+z0=">AAACxnicjVHLSsNAFD2Nr1pfVZdugkVwVRIRdOGi6KbLivYBtUgyndaheZFMlFIEf8Ctfpr4B/oX3hmnoBbRCUnOnHvPmbn3+kkgMuk4rwVrbn5hcam4XFpZXVvfKG9utbI4TxlvsjiI047vZTwQEW9KIQPeSVLuhX7A2/7oTMXbtzzNRBxdynHCe6E3jMRAME8SdXFiO9flilN19LJngWtABWY14vILrtBHDIYcITgiSMIBPGT0dOHCQUJcDxPiUkJCxznuUSJtTlmcMjxiR/Qd0q5r2Ij2yjPTakanBPSmpLSxR5qY8lLC6jRbx3PtrNjfvCfaU91tTH/feIXEStwQ+5dumvlfnapFYoBjXYOgmhLNqOqYccl1V9TN7S9VSXJIiFO4T/GUMNPK aZ9trcl07aq3no6/6UzFqj0zuTne1S1pwO7Pcc6C1kHVdaru+WGldmpGXcQOdrFP8zxCDXU00CTvIR7xhGerbkVWbt19ploFo9nGt2U9fADmto+l</latexit>

�mc2
<latexit sha1_base64="IB3wGkezFRlMgYoqm3Fhs3MikAo="></latexit><latexit sha1_base64="IB3wGkezFRlMgYoqm3Fhs3MikAo="></latexit><latexit sha1_base64="IB3wGkezFRlMgYoqm3Fhs3MikAo="></latexit><latexit sha1_base64="IB3wGkezFRlMgYoqm3Fhs3MikAo="></latexit>

Mundo visível

Mar de Dirac !



Antipartícula = ”buraco no mar” !!!

Posso  ”injetar” energia num elétron do mar jogando um fóton sobre ele !

Ele é excitado, passa a ter energia positiva e aparece no ”mundo visível” 

No lugar onde ele estava fica uma falta, uma vacância, um buraco 

A falta de uma carga negativa é vista como excesso de uma  carga positiva



O mar de Dirac preenche o universo e tem consequências em cosmologia !

Problemas 

Precisa do princípio de Pauli e só funciona para fermions!

O que fazer com bosons de energia negativa ?

??



Interpretação de Feynman - Stückelberg

t < 0
<latexit sha1_base64="TbrHwNgwIMeAVrh9iRbzj5lAvE4="></latexit>

As partículas com energia negativa andam prá trás no tempo !

Não existe mar de Dirac nem  vácuo cheio de partículas de energia negativa

mas...

(Psicose)

Observação matemática :



Conservação da carga elétrica 
do vértice exige o aparecimento
do  e+ (pósitron) !  A antipartícula !

t < 0
<latexit sha1_base64="TbrHwNgwIMeAVrh9iRbzj5lAvE4="></latexit>



FIM


