PME3330 — Mecéanica dos Fluidos I

Exercicios — Equacdes de Euler e Bernoulli



Ex. 4.60) Um liquido ¢ drenado por um pequeno orificio no centro de um
tanque. O campo de velocidades € dado por v, =0, v, =0, v,=C/r, sendo
H a profundidade da 4gua bem longe do orificio (» — «). O escoamento é
rotacional ou irrotacional? Encontre a profundidade z=z(r) da agua para
um raio qualquer r.
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orificio



Para verificar se o escoamento é rotacional ou irrotacional:

rotV=VxV =0

Usando o sistema cilindrico de coordenadas:

Logo, o escoamento ¢ irrotacional. Isso significa que podemos usar a
equacao de Bernoulli aplicada a todo o campo de escoamento:
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Aplicando a equag¢ao de Bernoulli entre dois pontos na superficie do
liquido, um bem longe do orificio (» — 0,0, — 0), € 0 outro na posi¢io z
para um raio r arbitrario, onde v, =C/r, e lembrando que em ambos os

pontos a pressao ¢ atmosferica:
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Temos entao:

C?/r?
2g

z=H —




Exercicio 4.26: Coordenadas Curvilineas, ou de linha de corrente,
estdo definidas na figura, onde n é a direcdo normal a linha de corrente
em um ponto, S € a direcdo tangencial e R € o raio de curvatura nesse

ponto. Mostre que a equacao de Euler fica:
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[.inha de Corrente



Um sistema de coordenadas orientado de acordo com o vetor da velocidade ¢ chamado
de Sistema Intrinseco de Coordenadas. Dado o raio de curvatura em um ponto da linha
de corrente, podemos construir os versores ¢, € ¢, de uma forma similar a usada para

construir um sistema cilindrico de coordenadas, como visto em aula. Temos que:

e, =cosfe +senbe, é,=—senfe, +cosfbe,
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Linha de Corrente

Também cumpre lembrar que um elemento ds correspondente a um elemento
infinitesimal da linha de corrente ¢ dado por:

ds=Rd6



Mas, voltando ao assunto de interesse, € equacdo de Euler:
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Cumpre lembrar que o vetor da velocidade, pela propria definicdo de um Sistema
Intrinseco de Coordenadas, ¢ dado por:

V=Ve,
Assim, a aceleragao fica:
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Cabe ver aqui que o versor &, varia ao longo da direcdo tangente s da linha de corrente

devido a mudanca de dire¢do do vetor da velocidade, e varia com o tempo em um ponto
fixo da linha de corrente se o escoamento for ndo-permanente. Assim, € preciso
descobrir suas derivadas.



Voltando a definicdo dos versores e, € ¢,, temos que:
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Substituindo essas expressdes na expressao (I) da aceleracao:
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Assim, obtivemos expressoes para a aceleracdo normal e tangencial:
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Lembrando que a equacao de Euler é¢:

a=——Vp+g
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Falta a segunda parte do exercicio, que ¢ demonstrar que:
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Resulta na equagdo de Bernoulli.

Para tanto, vamos usar a 1déia, explicada em aula, que a acelera¢do da gravidade deriva
de um potencial:

g=V(-g2)
Onde z ¢ uma conta vertical. A componente g, da aceleragao da gravidade sera dada por:

o(- gz)

g,=8e,=V(-gz).e =
os

Fizemos uso, acima, do conceito de derivada direcional.



Voltando agora para a expressdo (II) e lembrando que, se o escoamento for permanente:
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Se o escoamento for permanente e incompressivel, uma particula se translada ao longo
da linha de corrente com massa especifica constante:
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E, do calculo:
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Com os resultados anteriores, a equacao (II):
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Resulta, para escoamento permanente e mncompressivel:
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Ou seja,
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O exercicio € muito tedrico, mas os resultados servem para explicar uma série de
questdes importantes do ponto de vista da engenharia. Primeiramente, ignorando a
oravidade e considerando escoamento permanente, imaginemos duas linhas de corrente,
(1) e (2), submetidas ao mesmo gradiente de pressdo dp/ds. Da equacdo de Euler na

direcdo tangencial, teremos:
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Se tivermos uma contrac¢ao, e a linha de corrente (1) apresentar uma velocidade maior
que a linha de corrente (2):
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Assim, a variagdo de velocidade sobre a linha de corrente (1) serda menor que sobre a
linha de corrente (2), ou seja, na saida da contracgio as velocidades tendem a se
uniformizar.




Isso ajuda a explicar porque, em tuneis de vento, antes da secéao
de testes temos uma contragéo. Ela ajuda a termos um perfil de
velocidades uniforme na secéao de testes.

Figura extraida de https://kelvin.com/kelvin-kel-wind-3-wind-

tunnel/. Tunel de vento educacional da KELVIN EDUCATIONAL.



Outro aspecto importante esta relacionado com o efeito da curvatura das linhas de
corrente sobre o perfil de pressdes. Novamente, se ignorarmos a gravidade e
considerarmos regime permanente, a equacdo de Euler na direcdo normal fica:
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Isso significa que a curvatura das linhas de corrente interfere no gradiente de pressao,
aumentando a pressido “para o lado de fora da curva”. Assim, medidas de pressdo que
visam uma obtencado de uma pressdo media em uma secdo devem ser realizadas em
regides onde as linhas de corrente sejam retilineas, € um sensor de pressdo nao pode

perturbar as linhas de corrente.




Exercicio: O vortice de Rankine ¢ um modelo usado para representar
furacdes ou tornados. Ele ¢ dado pelo campo de velocidades:

Qr para r<r,
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Se a pressdao ao longe do vortice € p,, obtenha a pressao: (a) para r=r, €

(b) parar=0.
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a) A regiao para r>r, € uma regiao de escoamento irrotacional, pois:
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Assim, podemos usar a equacao de Bernoulli entre um ponto tal que » — o
¢ 0 ponto r=r,:
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Como a velocidade ¢ inversamente proporcional ao raio, temos que:

Vy(r > 0) =0

E temos que v, (r =r,)=Qr,. Assim:
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b) A regido para » <r, € uma regido de escoamento rotacional, pois:
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Assim, cada linha de corrente tem sua constante de Bernoulli propria. Mas
podemos usar a Equacao de Euler para obter a distribui¢ao de pressoes:



Resulta:
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Integrando:
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Como para r=r, temos p=p, —p 20 ;
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E assim, a pressao na regido rotacional fica:
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