MAP 0217 - MAT 0311 1° Semestre - IME USP
Continuidade - Aspectos Globais

1 Introducao

Aqui serao vistas as propriedades bésicas de funcoes continuas em todo seu
dominio, este é um topico muito topoldgico da disciplina.

O material estudado é coberto na se¢ao 22 no livro de Bartle, com o
auxilio das se¢oes 12 (para conexidade em espacos métricos) e 11 (para
compacidade em espagos métricos).

Como mencionado na nota anterior o esquema bésico é para este assunto
0 seguinte:

1. Propriedades Gerais.

2. Continuidade e conexidade.

3. Continuidade uniforme (Caso geral e RP).

4. Continuidade e compacidade (Caso geral e RP).
5. Pontos fixos, contragoes.

Nesta nota discutem—se as propriedades gerais, algo de aparéncia bem
simples, mas de alcance e profundidade muito grandes, lembrem—se que “os
grandes perfumes vém em pequenos frascos”, certo?

2 Funcoes Continuas - Caracterizacao

Sejam (M, d) e (N, d) espagos métricos, que serao denotados apenas por M
e N.

Lembre que um subconjunto X C M é aberto se, por definigao, se todo
ponto a € X ¢é ponto interior, ou seja, existe uma vizinhanca V de a tal que
V C X, decorre de pronto da definicao de vizinhanga que isto é o mesmo
que dizer que existe € > 0 tal que B(a,¢) C X.

E um subconjunto H C M é fechado, por definicao, se seu complementar,
M\ X, é aberto.

Fungbes f : M — N continuas em todos os pontos de M estao liga-
das de modo muito direto a conjuntos abertos e conjuntos fechados, mas
antes de comecar a ver essa relagao, alguns exemplos para deixar evidentes
propriedades que NAO valem!



Exemplo 1 M = N =R COM A DISTANCIA USUAL f(x) =22, z € R.

CLARO QUE f E CONTINUA EM TODOS OS PONTOS, AGORA VEJA O
SEGUINTE, U = (—1,1) E UM SUBCONJUNTO ABERTO DE R, MAS W =
fU)={yeR:y=f(x), 2z €U} =[0,1) NAO £ UM SUBCONJUNTO
ABERTO DE R.

Apesar dos boatos em contrario, fun¢des continuas n3o levam abertos em
abertos! Nem sempre. ..

Exemplo 2 CONSIDERE f : R — R DADA POR f(z) = arctanz, x € R.
CLARO QUE [ E CONTINUA, MAS H = [0,+00] E UM SUBCONJUNTO FE-
CHADO DE R E... V = f(H) = [0, 5[ NAO E UM SUBCONJUNTO FECHADO
DE R.

Assim, mais uma vez... Cuidado com as chamadas fake news, apesar dos
boatos em contrdrio, fun¢des continuas n3o levam fechados em fechados! Nem
sempre. . .

A relacao entre continuidade e subconjuntos abertos (ou com cubcon-
juntos fechados) aparece ao tomar-se a pré-imagem do conjunto, de modo
preciso, o que vale é:

Fato 1 Seja f: M — N, as sequintes afirmagoea sao equivalentes:
(i) f € uma fung¢ao continua em todos os pontos;

(ii) Se V' é um subconjunto aberto do seu contradominio N entdo a pré—
imagem! de V., f~1(V), é um subconjunto aberto de M.

(iii) Se H é um subconjunto fechado do seu contradominio N entao a pré—
imagem de H, f~1(H), é um subconjunto fechado de M.

Antes de pensar em algo como demonstracao do resultado considere a se-
guinte questao, e se f estiver definida em um subconjunto X C M, como
fica o fato 17

Na verdade a resposta é que esse resultado pode ser aplicado para essa
situagao, veja o seguinte

2.1 Um pouco sobre subespagos métricos

Considere um espago métrico (M, d) e um subconjunto X C M, X # (.
A distancia d em M induz naturalmente uma distancia em X, dada pela
sua restrigao, d, = d|xxx, assim é imediato que (X,d, ) ¢ um espago, que

Lembre que se W C N a pré-imagem de W por f é f~* (W) = {x € M f(z) € W}.



serd denotado no futuro por Xy e é simples ver quais sdo os abertos desse
espaco.

Exercicio 1 Demonstre que um subconjunto A C X € um aberto do espaco
métrico Xy se, e so se, existe um subconjunto U C M, aberto no espaco
métrico M, tal que A=XnNU.

Em outras palavras, os abertos de X; sao as interseccoes de X com os
abertos de M. ~

Perceba agora que, nesse contexto, se (IV, d) é também um espago métrico
ao analisar—se a continuidade de uma funcao f : X — N definida no
subconjunto X do espaco métrico M a valores em NN, estid—se a analisar a
continuidade de f considerada como funcdo definida no espago métrico Xy
com valores em N, entao o fato 1 aplica-se sem nenhum problema, além
disso, o uso combinado desse resultado com o exercicio 1 prova de pronto o
resultado a seguir:

Fato 2 Sejam X # () um subconjunto do espago métrico M e f: X — N.
Sao equivalentes:

(i) f € uma funcao continua em todos os pontos;

(ii) Se V' € um subconjunto aberto do seu contradominio N entdo existe
um subconjunto aberto U em M tal que f~1(V)=UnNX.

(iii) Se H é um subconjunto fechado do seu contradominio N entdo existe
um subconjunto fechado G de M tal que f~'(H) =GN X.

Este é o teorema 22.1 do livro de Bartle enunciado para o caso de fungoes
definidas entre espacos métricos.

Aqui aconselha-se o leitor a estudar o exercicio 1 e perceber que, como
consequéncia direta dele, o fato 2 nada mais é do que o fato 1 com Xy no
lugar de M.

Na segunda edigao do texto de Bartle, The Elements of Real Analysis,
o resultado enunciado primeiro é o fato 2 (teorema 22.1) e o fato 1 é entao
obtido como caso particular (coroldrio 22.2), a razao para isso é evitar a
discussao feita na aqui que levou ao exercicio 1.

2.2 Sobre a demonstracao do fato 1

A demonstracdo feita no supramencionado livro de Bartle, embora feita
para o caso de M = RP e M = RY é adaptada de modo simples para a



situacao geral de espagos métricos. O leitor fica convidado a comprovar esta
afirmacao.

Como o fato 1 é um resultado que estabelece equivaléncias entre as pro-

priedades (i), (ii) e (iii), ha duas formas padrao de fazer a prova:

e Linear: (i) <= (ii) <= (ii7)

e Circular: (i) = (i) = (4i1) = (i)

O livro usa o método linear, aqui vai-se comentar a demonstracao circular.

(A)

(1) = (i7) Feita no livro, e muito simples. Suponha que f é continua
em todos os pontos e considere um subconjunto aberto V de N. Se
f~1(V) = 0 o resultado esta provado, o conjunto vazio é. Caso contrério
tome z € f~1(V), para provar que f~*(V) é um aberto de M, basta
mostrar que z é um ponto interior a esse conjunto.

Para isto, considere y = f(x) € V e veja que, como V é aberto entao
V' € uma vizinhanga de y. Assim, como f é continua em x e y = f(x)
existe uma vizinhanga W de x tal que

zeW = f(z)eV.

Portanto W C f~1(V) e isto mostra que z é de fato um ponto interior
a f~1(V).

(19) = (i4i) Feita no texto, basta lembrar que se H é fechado entao
V = N\ H é aberto e aplicar (ii) para este conjunto.

(7i1) = (i) Esta é a implicagdo que nao estd demonstrada (de modo
direto) no livro. Vai-se fazer aqui uma demonstragao direta desta parte.
Seja f : M — N uma fungao tal que a pré-imagem de qualquer
subconjunto fechado de N é um subconjunto fechado de M e tome um
ponto arbitrario x € M. Deve-se provar que f é continua em x.

Para isso, tome V uma vizinhanga qualquer de y = f(x), deve-se provar
que existe uma vizinhanga U de z tal que f(U) C V.

Como V é vizinhanca de y existe um aberto W de N talquey ¢ W C V.
Entdo H = N \ W ¢ fechado em N, portanto, por (iii), G = f~(H)
é um sub conjunto fechado de M e, como y = f(z) € W, claro que
x ¢ G,isto é, x € M\ G.

Perceba agora que U = M \ G é um subconjunto aberto de M, pois G
é fechado, entdo U é uma vizinhanca de z e, como G = f~!(H) tem-se
que



2eU=M\G= f(z) ¢ H=N\W = f(z) e W CV.

Isso mostra que f(U) C W C V e termina a prova. |

3 Aplicacao

Uma tarde, antes da pandemia destruir as aulas, comentou—se que a prova
de que o interior de uma elipse U = {(z,y) € R x R: z—z + g—j < 1} é de fato
um conjunto aberto (a > 0 e b > 0) podia ser feita em uma linha, basta
conhecer o “canhao correto” para isso. ..

Pois é, agora vocé conhece o canhao! E o inocente fato 1.

Veja, considere a > 0, b > 0 e o polinémio f(z,y) = z—z + %’7’—3, claro que
f é continua no plano todo (é até um polinémio. ..) entao, pelo item (ii) do
fato 1, f~1(] — 1,1[) é um subconjunto aberto do plano, pois | — 1,1[ é um
aberto de R. E é imediato que U = f~1(] — 1, 1]).

Também é uma aplicacao imediata de fato 1 que

— 3. 1 1 1 _ 1
H = {(l’,y,Z) e R”: x24y24+1 + y2422+1 + 242241 — 17}

é um subconjunto fechado de R? e. ..



