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12 Lista de Exercicios

Questao 1 Seja £, 0 conjunto de todas as sequéncias z = (x1,x2,...,Zn,...)
de nimeros reais que s3o limitadas, i.e. existe K > 0 tal que, para todo natural
n > 1, tem-se |z,| < K.

Mostre que, se © = (1, 22,...,Zn...) €Y = (Y1,Y2,- -, Yn, .- .), @ fungdo
d(z,y) = sup{|z, — yn|} define uma métrica em /(.
neN

Questao 2 Seja R([a, b]) o conjunto de todas as fungdes integriveis segundo
Riemman (no sentido préprio).

b
Decida se a fungdo di(f, g) = [ |f(t) — g(t)|dt é uma distancia em R([a, b]).

Antes de continuar, uma recordagao de algumas notacoes vistas no curso:
Definicao 1 Sejam (M,d) um espago métrico e A C M.

(i) O interior de A é o conjunto
A°={x € A: Ir >0 com B,(z) C M}.
(ii) O exterior de A € o conjunto
extA={x € M: 3r >0 com B.(x) C M\ A}.
(iii) A fronteira de A € o conjunto
OA={x e M: Vr>O0tem-seB,.(x)NA#D e B.(x)N(M\ A) # 0}.
(iv) O ponto x € M é chamado ponto de acumulacdo de A se
Vr > 0tem-se B.(x) N A\ {x} # 0,

o conjunto de todos os pontos de acumulacdo de A chama-se conjunto
derivado de A e é denotado por A'.



Questao 3 Sejam (M, d) um espago métrico e A C M. Mostre que A° é o

maior aberto contido em A, no seguinte sentido:
Prove que A° é aberto e, além disso, se V' C A é aberto, entdo V C A°.

Questao 4 Prove que se (M, d) é um espago métrico e X C M entdo:
(i) X°NoX = X°NextX = 0X NextX = 0.

(i) X°UdX UextX = X.

(iii) X é aberto se, e s6 se, X = X°.

(iv) X é fechado se, e sé se, 0X C X.

Agora, uma definicdo nova:

Definicao 2 Seja (M,d) um espago métrico. Se X C M chama-se fecho
topoldgico de X (ou simplesmente fecho de X ) ao conjunto X = X U 90X

Questao 5 Sejam (M, d) um espago métrico e X C M. Prove que:
(i) X é um subconjunto fechado de M.
(i) X =XUX'

(iii) Se F C M ¢ fechado e X C F entdio X C F (ou seja F' é o menor
fechado que contém X)

Questao 6 Seja 2 um subconjunto aberto de RP, decida se é verdade que:
() 2c (@)
(i) (2)° =Q.

Questao 7 Encontre um subconjunto A de RP tal que seu interior é vazio
mas (A)O = RP,



