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Lista Extra de Exercicios

Uma notacdo que sera 1itil nesta lista é a seguinte, se (M,d) e (IV,d) sao
espagos métricos f : (M,d) — (N,d) denotard uma fungdo do primeiro
espago métrico no segundo.

Definigao 1 Seja M um conjunto, M # (). Duas distancias d e d em M
sdo chamadas equivalentes se, por defini¢do, definem os mesmos conjuntos
abertos, ou seja,

{AC M: A é aberto em (M,d)} = {A C M : A € aberto em (M,CT)}

Essa definicao pode ficar mais compreensivel com os exercicios abaixo.
Notagao: Por comodidade nesta lista a bola aberta de centro x e raio r no
espaco métrico (M, d) serd representada por B,.(z,d), mencionado de forma
explicita a distancia envolvida.

Questao 1 Duas distancias d e d no conjunto M, M # (), sdo equivalentes
se, e s6 se, para todo € M e todo r > 0 existem reais 0 < 7’ < 7" (que
podem depender de x e de ) tais que

B,/(z,d) C By(x,d) e By(x,d) C By(z,d)

Note que r’ e 77 podem depender de x (nao apenas de r).

Uma maneira mais interessante de caracterizar equivaléncia de métricas
é vista adiante na questao 3.

Relembre a defini¢ao de continuidade para fungoes entre espagos métricos.

Definicao 2 Sejam (M,d) e (N,d) espagos métricos, f : (M,d) — (N,d)
€ dita continua em x € M se, por definicdo, para todo € > 0 existe 6 > 0 tal
que:

z € Bs(x,d) = f(z) € Be(f(x),d).

Se f for continua em todos os pontos diz-se apenas que f € continua.

No caso em que M = N (ede d sdo diferentes) e f é uma funcao de M em
M, pode-se encarar a questao da continuidade de vérios modos diferentes
(devido a falta de simetria entre os papéis de M e N na defini¢do 2) ao
considerar as diferentes possibilidades de métricas no dominio e no contra-
dominnio.



Se f:(M,d) — (N,d) for continua diz-se que f é (d,d)-continua, se
f:(M,d) — (M,d) for continua diz-se apenas que f é d-continua.

Questao 2 Seja M = {f: [0, 1] < R} e considere em M as distancias

1
di(f,9) = ({ |f(t) = g(t)|dt e doo(f,9) = Sup {1f(t) — 9@}
€10,
Tome a fun¢3o identidade I : M — M, I(f) = f, e decida se:
(i) I é (dso,d1)-continua;

(ii) I é (di,doo)-continua.

Agora talvez nao seja tao surpreendente a préxima questao. ..

Questao 3 Duas distancias d e d no conjunto M, M # 0, sdo equivalentes
se, e s6 se, a fungdo identidade for tanto (d, d)-continua como (d, d)-continua.

Outra maneira de entender o que significa duas distancias serem equiva-
lentes é visto na questao 4, antes dela apresenta-se uma ultima notacao,

se(M,d) e (N,d) sao espagos métricos o conjunto das fungoes continuas de
(M,d) em (N,d) ¢ representado por C ((M, d), (N,cj)). SeM=Necd=d
este conjunto representa-se apenas por C (M, d).

Questao 4 Duas distancias d e d no conjunto M, M # (), sdo equivalentes
se, esése, C(M,d)=C (M,c?)

Ou seja, duas distancias sao equivalentes quando, e apenas quando, elas
definem as mesmas funcoes continuas.
Uma nogao mais forte de equivaléncia é vista na definicao seguinte.

Definicao 3 Seja M um conjunto, M # (). Duas distancias d e d em M sio
ditas uniformemente equivalentes se, por definicdo, existem constantes
0 < a < 8 tais que, para todo par (xz,y) € M x M, tem-se

ad(r,y) < d(z,y) < Bd(z,y).

Questao 5 Para: p > 1 considere a distancia em R" definida por d,(z,y) =

(i |$k—yk|p>p-

k=1

(i) Mostre que d,, é uniformemente equivalente a distancia

doo(x,y) = max{‘xk - yk’7 1<k< n};



(ii) Mostre que, se 1 < p < ¢ entdo d, e d, sdo uniformemente equivalentes.

Questao 6 Prove que se d e d sdo métricas uniformemente equivalentes
em M entdo f : M — M é d-uniformemente continua se, e apenas se, for
d-uniformemente continua.

Questao 7 Seja d: (0,1] x (0, 1] definida por d(z,y) = |+ — $|
(i) Prove que d é uma distancia em (0, 1].

(i) Faca um desenho das bolas de centro 1 e raio 1 (em relagdo a distancia
d) e veja 0 que acontece para n — 00.

(iii) Prove que d é equivalente a distancia usual em (0, 1].

(iv) Decida se d é uniformemente equivalente a distancia usual de (0, 1].

Questao 8 Considere d : R x R definida por d(z,y) = |arctan(z — y)|.
(i) Prove que d é uma distancia em R.
(i) Mostre que d(z,y) <, V(z,y) e Rx R

(iii) Considere ¢ € R e faga um desenho das bolas de centro ¢ e raio 77—% (em
relacdo a distincia d) e veja o que acontece para ¢ — oo (ou ¢ = —0) e
n — 0.

(iv) Mostre que se (x,,) é uma sequéncia monotdnica de reais entdo, em relagdo
a disténcia d, a sequéncia (z,,) é de Cauchy.

(v) Decida se d é, ou ndo, equivalente a distancia usual em R.

(vi) Decida se d é uniformemente equivalente a distancia usual de (0, 1].



