|Lista de Exercicios de SMA0301-Calculo I - Mé6dulo 2]

Limite de uma funcao e Propriedades dos limites

Exercicio 1 Se f(1) =2, lirr11 f(x) deve existir? Em caso afirmativo, deve ser lirrll f(x) =
X— X—
2?2 Podemos concluir algo sobre lin;. f(x)? Ezxzplque e faca um desenho.
xX—

Exercicio 2 Determine os seguintes limates.
1 1

lim L Fot+2 :
() Jim o () lim ==
Exercicio 3 Suponha que limf(x) =5 e limg(x) = —2. Determine:
X—C X—C
(e) limfix)g(x) (d) Tm(f(x) +3g(x))
X—C
(b) lim 2f(x)g(x) (e) limLX)
X x=e f(x) —g(x)
f
() Im(f(x) + g(x) () tm
Exercicio 4 Ezplique por que o limite lim nao existe.

x—1x — 1

Exercicio 5 Uma bola € atirada no ar com velocidade de 10m/s. Sua altura em metros
apds t seqgundos € dada por y = 10t — 4, 9t%.

(a) Encontre a velocidade média para o periodo de tempo que comega quandot = 1,5s
e dura

(i) 0,5s.
(i) 0,1s.
(i) 0,05s.
(1) 0,01s.
(b) Estime a velocidade instantdnea quando t = 1,5s.

Teorema do Confronto



Exercicio 6 Seja f uma funcdo definida em R tal que para todo x # 1,

21
—x? 4+ 3x < f(x) < X

x—1

Calcule lin% f(x) e justifique.
X—

Exercicio 7 Sejam f e g fungdes com mesmo dominio A tais que limf(x) =0 e |g(x)| <
X—p

M para todo x em A, onde M > 0 é um numero real fixo. Prove que

lim f(x)g(x) =0

X—p

Exercicio 8 Calcule, caso exista lin% w, onde f € dada por
x— —
x*sen(l) se x#0 xsen(1) se x#0
(a) f0x) = 0 se x=0 (b) ) = 0 se x=0
Dica: Item (a) é teorema do confronto.
Exercicio 9 Prove que:
f(h f(h
(a) imf(x) =0 & lim [f(x)| =0 (b)lmg—O(:)l () =0
x—a x—a h h—0 |h|

Exercicio 10 Empregue o Teorema do Confronto para mostrar que

) T
111% vV x3 + x%sen <—> = 0.
xX— X

Exercicio 11 Se 4x — 9 < f(x) < x* —4x+ 7 para x > 0, encontre lim f(x).

x—4

Limite Fundamental e Limites Trigonométricos

Exercicio 12 Calcule.

. x—xcos(x)
(a) i tan(Z ) (¢) }cli% sen?(2x)
- sen(3x)
) X x + sen(x)
(b) tim(1 ) tan () (@) i T entx)



Exercicio 13 Determine os limites nos seguintes exercictos.

. x* —x+ sen(x)
(o) gigg&%;—e) (c) lim ———
(b) lim sen(y) (d) %ﬁ%% (e) 1im 6 cos(0)

Definicao formal de limite

Exercicio 14 Mostre, pela defini¢do (usando €’s e §’s), que:

(a) limx* =4 (b) lim (4x+1) =—7
x—2 x——2

Exercicio 15 For pedido a um torneiro mecdnico que fabricasse um disco de metal
circular com drea de 1000cm?.

(a) Qual o raio do disco produzido?

(b) Se for permitido ao torneiro uma tolerdncia do erro de +5cm? na drea do disco,
qudo prozimo do raio ideal da parte (a) o torneiro precisa controlar o raio?

(c) Em termos de definig¢do €, & de lim, ,,f(x) =1L, o que € x? O que € f(x)? o que
€ a? O que é L? Qual valor de € € dado? Qual o valor correspondente de 67?

Exercicio 16 Mostre, pela defini¢do (usando ¢’s e §’s), que a fungdo f é continua no
ponto dado:

(a) f(x) ==3x emp=1;, (b)f(x)=+x emp=4.

Limites e indeterminacoes

. . . fx .
Exercicio 17 Limates do tipo llm% com o numerador e o denominador se apro-
Xx—a g X

zimando de zero sGo chamados de indeterminagdes do tipo 0/0. FEles sao delicados
porque mao podemos aplicar a regra do quociente. Se f e g sao polinémios, entao
f(a) = g(a) =0, e portanto x = a é uma raiz do numerador e do denominador. Deste
modo, podemos fatord-los na forma (x — a)p(x), com p sendo um polinémio de grau
menor. Em alguns casos, 1sso permite eliminar a indeterminacao, como no exemplo

abaizo

fim X3 3 xe T 2
x—3 6 —2x _x—>3 —Z(X—s) _x—>3 -2 _—2

(Observe que o limite é s6 na ultima passagem.) Utilize a ideia acima para calcular

0s limites a sequir.
22 +2z

22— 6x+4
(b)limﬁ

.ot —1
lim 7 (c) im ——

t—1 t3—]

(a) lim
z—0



Exercicio 18 Calcule o limite, se ezistir,
. VAu+1-3
lim —————.
u—2 u—2
Exercicio 19 O limite trigonométrico fundamental nos diz que lim,_, Sen(x) =1. Use

esta tnformagao para calcular os limites abaizo.

. sen(bx) )
(t) ili% sen(9x) (c) }(133 X

sen(6 ) cos(x) — 1

(a) lim

Dica: para o item (c), multipligue o numerador e o denominador por (cos(x) + 1).

Exercicio 20 Suponha que lir% f(x_x) =1 . Calcule:
X—
. f(3x) . f(x?)  f(x2—=1)
@i @ugTE (@l
Exercicio 21 Calcule:
. tan(x) sen (x)
(a) }cli% (t) yi»% sen (x) ()}Hn X —T
Exercicio 22 Calcule:
tan(2x) 7x . cos(x)
lim b 1 1
(a) tim =2 (b) tim o (c) tim 2
X— = 2
2
. cos(x) —sen(x) tan(7x) tan( —p)
d) 1 lim 1 0
(4) T tan(x) — 1 ()XHZ X — (f) 1P 7
X—)Z
() lim sen(x) — sen(p) (h) Tim tan(x) — tan(p) (3) lim 13* —8
X—p X — p X—p X — ‘p x—0 X
.. X—sen(x) _ 4 \/§_1
(7) lim ——5—— (k) lim arctg(x” —x") (1) lim A=

Exercicio 23 Algumas indeterminagdes do tipo 0/0 podem ser resolvidas usando-se o
artificto de multiplicar o numerador e o denominador pelo conjugado de um deles,

conforme o exemplo abaixo

Vx—2 ~im \/_ 2\/_+2 _ 1 x—4 o T 1

li = =lim— = —.
S x—4 % (Vx+2) i (k=B x+2) axt+2 4

(Observe que o limite é s6 na ultima passagem.) Utilize a ideia acima para calcular
os limites a segquir.

(a) 11m2ﬁ—6 (b) lim ST VAT X (c) llmﬂ

x—9 X —9 x—7 7 —x x—0 Xz



Exercicio 24 Calcule cada um dos limites abaizo.

. X —=3x+2 . Vx—+/a . xsen(x)
(a) >1<IE11 x> —x2+x—1 (b) >1<1—I>I(11 X—a (¢) X].LI(]).‘]; 1 —cos(x)

. 1 ) Vx—1 . sen(x — )

d) limxsen | — e) lim lim ———
()x—>0 (X) ()x—ﬂ,/zx_}_s_\/g (f)x—m X — 7T
X" — "

I

(9) lim ~

Dica: mo 4ltimo, use a identidade (x™ —y") = (x —y)(x™ ' +x"2y + - +xy™ 2 +y" ),
para n € N

(h) Quando vocé aprender o limite de derivada, responda quats destes limites acima
sdo derwadas de alguma funcdo f(x). E quem € f(x) em cada caso em que isso aconte-
cer?

Exercicio 25 Calcule }llin}) fp + h}i — flp)

(a) f(x) =x* (b) f(x) =3x+1

, em cada um dos casos:

Exercicio 26 Calcule lim ) — flp)
=P X—P

, em cada um dos casos:

(a) fx) =~ (b) 100 =&

o . f h)—f . f(x)—o
c) Por que os limites lim (p+h (P)’ e lim M, possuem 0S mesmos re-
h—0 h X—p X—P

sultados? Comprove esse fato para o exemplo em que f(x) = x>. Justifique porque tem

que dar igual de forma geral, independente da fun¢do. Qual a mudanca de varidvel
para se convencer disto?

d) Vocé sabe o que estes limites do item (c) tem a ver com derivada? (Eles sdo
limaites de taza de variagdo média e dardo taza de variagdo instdntanea, justifique 1sso
quando vocé tier aprendido este fato.)

Exercicio 27 Sejam f,g: R — R, com g(x) # 0, V x. Prove que, se

fim 1 o
—p g(x)

entao existe & > 0 tal que

O<px—pl<d = (x)<Igx]l.



Exercicio 28 Prove que

(a) limf(x)=L < lim(f(x)—L)=0 < lim|f(x)—L|=0

X—p X—p X—p

(b) limf(x)=1L = )lcigglf(X)l = IL|

Xx—p

e que a wvolta pode mao waler se L # 0. Faca desenhos para pensar.
Daica: use Ezercicio 7.

(c) limf(x) =0 & lim|f(x)|=0

X—Pp X—Pp
Faga desenhos para pensar.
Exercicio 29 (Teorema do Confronto) Calcule linéw sabendo que g : R — R € tal
Xx— X

que
lg(x)] <x*, VxeR.

Exercicio 30 (Teorema do Confronto) Sejam a, b, ¢ € R e suponha gque
lax? +bx +¢| < xP’, VxeR.

Prove que devemos ter a =b = ¢ = 0 necessariamente.

Exercicio 31 Mostre e verifique graficamente que

1 1
(a) néo existe lir% sen (—) (b) existe limx sen (—) =0
X—

X x—0 X

Exercicio 32 Dé um exemplo de uma funcao f de maneira que lim|f(x)| exista, mas
X—p

lim f(x) ndo exista.
X—p

Exercicio 33 A afirmacgao

lim f(x) = lim f(x) = f € continua em p
x—pT X—p~

€ verdadeira? Justifique.



Exercicio 34 (Limaites no infinito) Calcule:

5x* —2x + 1 ) 2x° + 1
Iim ————— b) 1 _—
(a) e a1 3x 1 2 ()xil—noox4+2x+3’
X2 +1 .V +2x—1
(c) lim (d) lim VX TX— 1.
Stoo 3x 427 x—-00 v/x2 4+ x + 1
VX A+ VX : ,
(e) Jim Y, (f) tim (Vx+T-vx+3);

Exercicio 35 Calcule:

(a) Bim 35+ T (b) lim (2x— VA2 +3);
(« XEE},O( Hﬁ_m)f (d) 11m+%

(e) 110+f:zc_tl (f) hﬁ)%,

W in o) tm 33
(im0

(7) Quais as assintotas horizontais ou verticais de cada item? Dé as equagdes de
tais assintotas.

Exercicio 36 (Limites no infinito) Calcule:

(a) lim 2—3—( (b) lim 4x" —3x+2; (c) lim \/5—1—%.

X—-+00 X—+00 X—-+00

Exercicio 37 ( Limates no infinito) Calcule:

—7x+3 . 7xt 4+ 1 . x2+5
(a) 11+c>o 4x6+x+5 (t) x1—1>1—noo x> 4 6x + 1 (c) x1—1>1jloo ox + 1
. VX ex—1 VX A+ Vx .
(4) N ey o (e) Jm —5r7 (D) lim <¢X+2_‘/X+5>

(9) Quats as assintotas horizontais de cada item? Dé as equagées de tais assintotas.

Exercicio 38 Seja n um inteiro positivo. Prove que lim {/x = +oo pela defini¢do.
Xx——+00



Exercicio 39 (Limites no infinito) Calcule:

(a) lim x — /2 + 3x3 (b) lim X+ vxd3

X—00 2x — 1
VX2 +4 , . VX2 +4
(c) Mostre que lim X diferente de lim X .
X——00 X X—00 X

Exercicio 40 Encontre

llm(\/x2+ ax — v/x2 + bx)

ou demonstre que nao existe.

Exercicio 41 Considere f(x) = cos(x) e g(x —xsen( ) Calcule 111(1)1 f(x) e 111(1)1+ g(x). O
f(x)

que podemos dizer sobre lim ——.
x—0* g(x)

Exercicio 42 Para a funcao h cujo grdfico € dado, diga o valor da cada quantidade, se
ela existir. Se nao existir, explique por qué.
(a) lim,, ;- h(x) (b)lim,, 3+h(x) (c)lim,, 3h(x)

(d)n(-3) (e) lim, ,o- h(x) (f) lim, o+ h(x)
(g) lim,_,o h(x) (h) h(0) (2) lim,_,; h(x)
(J) h(2) (k) lim,_s+ h(x) (1) lim,_5 h(x)
VA
P
\ WMW
U

Exercicio 43 Esboce o grdfico de um exemplo de uma fung¢ao f que satisfaca a todas as
condi¢des dadas: lim,_,, f(x) = —o0o, lim,_,,, f(x) = oo, lim,_,_, f(x) =0, lim,_,o+ f(x) = o0
e lim,_,o- f(x) = —oco.

Exercicio 44 Calcule:

[x — 3 [x — 3 [x — 3| . X —6x+9
(@) m =3 () lim 3 (lml 3 (@lm S




Exercicio 45 Demonstre que

lim /xe™® ™ = 0.

x—0F

Exercicio 46 Ezxiste um numero a tal que

. 3 +ax+a+3
lim
xX——2 x24+x—2

exista? Caso exista, encontre a e o valor do limite.

Exercicio 47

2x+5
(a) Calcule 11 Xt

+002x3—l—4x—1

(b) Mostre que existe r > 0 tal que

x>1r=>0< 2x+5 <]
2xX3+4x—1 27

Exercicio 48 Calcule os sequintes limites:
2
(a) lim (x— x2—|—1> (b) limx{ln(1—|——)}
X—00 X—00 X
(c) lirr]l[1—x tg( >] (d) lim (xz— x4+7)
X— X—00

: 3 4
(9) Jl—%lox [ <]+x_>} (e) hmtg((Zx“—T;x—FZ))

mxd 4+ 213
(x34+10x+ 1)

. 2 1
(f) lim (H';‘*‘;) (9) Xll_{lolosec<

00 _ o 909

Exercicio 49 Sabendo-se que 11m =
11 —x3 x—1 T —x

= —10, € correto afirmar que:

1
(a) Nada se pode afirmar sobre lim f(x)cos lmLx)
x—1 x—1 x—1 1 —Xz
: 1 B . f(x)
(b) )1(13111 g(x)sen (m) =0e }(lil}m = —3/5.
. 1 . f(x)
(c) Nada se pode afirmar sobre limg(x)sen | —— | e lim —.
x—1 x—1 x—1 g X)
1 B . f(x)

(e) Todas as outras alternativas sdo falsas.



3 2 b
Exercicio 50 (IME) Dada a fung¢ao racional f(x) = X +(le roxte e sabendo que
mxs +nx +p

a, b,c, myn, pe’Z e que:

(a) f(2) =0
. . - .0
(b) para x = —1 tem-se uma indeterminagdo do tipo 0

(c¢) lim f(x) =—6

x——1
(d) x =1 € raiz do polinémio mx> +nx +p

1
(e) f(3) = @

determine os coeficientes a, b, ¢, m, n, p.

Exercicio 51 Mostre os itens abaizo usando o teorema do Confronto:
(a) Se f € limitada em uma vizinhanga do ponto a e lim g(x) =0, entdo
X—a
lim f(x)g(x) = 0,
X—a

(b) cos(x) € funcdo continua.

Exercicio 52 Dé exemplo de funcoes f e g tais que

lim f(x) =L, L#A0 e lim g(x)=0,

x—pt+ x—pt
mas o limite abaizo nao dd co e nem —oo

lim M
x—p* g(x)’

Exercicio 53 A resolugao abaizo estd incorreta. Indique onde os erros ocorrem e entao
calcule o limite corretamente.

1
lim Vx2+x —x = lim x2<1+—)—x
X—00 X—00 X

zlimx( 1+ 1 —1)
X—00 \'X,:A)O
—0
:)}i_)lilox.O:O

10



Exercicio 54 Decida se cada uma das afirmagées abaizo é verdadeira ou falsa, justifi-
cando ou apresentando um contra-exemplo.

(a) Se f,g:R — R sdo funcgdes tais que f é limitada e positiva e lim g(x) = oo, entdo
X—00

tem-se que lim f(x)g(x) = oco.

(b) Se f,g:R — R sdo fungdes tais que f € limitada e lim g(x) = oo, entdo tem-se que

X—00
lim f(x) + g(x) = 0.
X—00
, . f S
(c) Se f,g:R — R sdo fungdes tais que lim ((—X)) = 00, entdo lim f(x) — g(x) = co.
X—00 g X X—00

Exercicio 55 Dé exemplos de fungdes f e g tais que:

(a) lim f(x) = oo, lim g(x) =00 e lim —= =0;
X—00

X—00

() limf(x) = oo, lim g(x) = o0 e limf(x) — g(x) = 1;

x—0
(¢) limf(x) — g(x) =0 e lim 2 53 2
@) lim ) 1 ¢ lim ¢ 0
()Xlggﬁ— e lim f(x) —g(x) # 0.

Exercicio 56 Em cada item abaizo, determine o maior conjunto onde a funcao f em
questao € continua.

a) f(x) = 23"—_5 b) f(x) = ik ) f(x) = V2x —3 4+ %2
2x2 —x—3 x—3
d) f(x) = ’;2__11 e)f(x)zxz"+ 1 ) f(x) = i:’g

x—1
27, Sex #* +1 P

a) f(x) = V2 1 b) f(x) = 7 » S€X # 2
2 ) SEX = 1 ,sex=2
0 , sex =—1

Exercicio 58 Sejam f, g: R — R func¢des continuas em R tais que f(3) = g(3). Pergunta-
f(x) , sex<3

: ao h(x) =
se: a fung¢do h(x) o(x) | sex >3

€ continua em R? Justifique sua resposta.

11



Exercicio 59 A forca gravitacional exercida pela Terra sobre uma unidade de massa a
uma distdncia v do centro do planeta é

GMr
T,T< R
T,T Z R

onde M €é a massa da Terra , R € o seu rato e G é a constante gravitacional. F é uma
funcgdo continua de r?

Exercicio 60 Demonstre que a fung¢ao

f(x) = {x“ sin (1/x),x # 0

0,x=0

é continua.

Exercicio 61 Determine as constantes A, B de modo que a fungao
3x , sex <2

f(x) =<¢ Ax+B , se2<x<5 seja continua em R.
—6x ,sex>5

Exercicio 62 Encontre exemplos de fungdes tais que:

a) f+ g € continua em xo mas f e g ndo sao.

b) fog € continua em xy mas g € descontinua em x, e f € descontinua em g(xo).
c) f é continua em g(xy), g nao € continua em xo mas fo g é continua em X,.

Exercicio 63 Considere a func¢ao

X, x>2
gix) =4
x x <2
2)
Calcule:
g(x) —g(2)
|
(a) lim == —
g(x) —g(2)
(b) X]LI?F X—z

(ou seja, a deriwvada de g(x) em z=2, existe?)

g(x) —g(2)

(d) A fungdo f(x) = —

€ continua em 2? Por que?

12



Exercicio 64 Calcule:

a) lim cos (é) b) lim sen (M)

x—0 sen(x) — 2x x—0 X

x? —4 1 ,sey>6
e h(y) = 7=

x—2 gly) ,sey<eo6

modo que hof e foh estao bem definidas.

Verifique se as afirmacgoes abaizo sao verdadeiras ou nao.

Exercicio 65 Considere f(x) = , onde g € dada de

a) imh(f(x)) = h(limf(x)) b) lim f(h(y)) = f(lim h(y))

x—2 x—2 y—2 y—2

Exercicio 66 Esboce as curvas transladadas dos itens (a) e (c) e conclua sobre os
limites dos itens (b) e (d).

(a)yzzx—]eyzz_x—] (c)yz]—e"ey:1—e_"
(b) lim (2* —1) (d) lim (1—e™)

Exercicio 67 Faca o grdfico das funcdes abaizo e verifique se possuem assintotas jus-
tificando com os limites apropriados.

(a) y=eM (b) y=e™ (c) y=e3

Exercicio 68 Responda:

(a) lir{)l+ In(x) (d) x]inolo In(x —3)
(b) Xlilrn In(x) (e) Xl_i)n31+ In(x — 3)
(c) Xli}rg(}(ln(x) —5) (f) 111131+ 1T+ In(x—3)

Exercicio 69 Encontre o dominio de cada uma das funcgdes abaizo.

3
] (¢) fx) = ——
(a) f(x) = —— 1—ex
ate o (e) flx) = 2
(b) f(x) = cos(e™) (4) fx) = -—

13



Exercicio 70 Use as propriedades dos logaritmos para simplificar as expressoes.

(a) 1n sen(6) —In ( sex;(e))
(b) In(3x* — 9x) +1n (;—X>

Exercicio 71 Resolva em k:

(c) In sec(0) + Incos(0)

(d) In(8x +4) —2In2

k
(a) e =4 (c) e1000 = a (e) 80k =1
1

(b) 100e'* = 200 (d) e = 1 (f) ei=08k =0 8

Exercicio 72 Resolva em t:
1
(a) ekt:ﬁ (b) e %1t =1000
.. Inx In2 | . ,

Exercicio 73 Se ~ = 3 € necessdrio que x = 2? Justifique sua resposta.

Exercicio 74 Enuncie os sequintes teoremas:

(a) O Teorema do Anulamento,

(b) O Teorema do Valor Intermedidrio,

(c) O Teorema de Weierstrass.

Exercicio 75 (a) Mostre que existe um ndmero real xy tal que x3 —4xo+1=7,21;

(b) Considere f, g : [a,b] — R fungdes continuas tais que f(a) < g(a) e g(b) < f(b).
Mostre que existe ¢ €]a, b tal que f(c) = g(c).

Exercicio 76 (a) Se f(x) = x*—5x*+7x—9, mostre que eziste xo € R tal que f(xy) = 100;

(b) Mostre que a equagdo x° — 3x* — 2x

intervalo 10, 11.

3

14

—x+ 1 =0 tem, pelo menos, uma raiz no



2
_x )<
Exercicio 77 Dada a fungao f:[—2,7] — R, definida por f(x) = 4-% sse —2sx<d ,
2 ,sed <x<7
pergunta-se: f tem mdzimo e minimo no intervalo [—2,7]? Justifique sua resposta. No

caso da resposta a questao acima ser negativa, pergunta-se: isto contradiz o Teorema
do Valor Extremo? Justifique sua resposta.

Exercicio 78 Mostre que a equacao

admite pelo menos uma raiz real.

Exercicio 79 Seja f:[—1,1] — R definida por

X% +x
f = .
(x) 1+ x2

(a) Prove que o valor mdzimo de f € f(1),

(b) Mostre que eziste x; €] —1,0[ onde f(x;) € o valor minimo de f.

Exercicio 80 Seja f : I C R — R continua, onde 1 é um wntervalo qualquer. Entdo
mostre que a imagem de f € um intervalo (observe que {a} = [a,a]).

Exercicio 81 Seja f:[a,b] C R —» R continua com f(a) < f(b). Suponha que
Vs,te€la,b]l, s#A#t = f(s) # f(t).

Prove que f é estritamente crescente (i.e., V's,t € [a,b], s <t = f(s) < f(t)).

Exercicio 82 Seja f uma fungdo definida por
f(x) = 2x3 — \/m .
(a) Determine o dominio de f;
(b) Verifique que f é continua em [0, +ool,
(c) Mostre que a tunica raiz de f em [1,4+00[ € o numero real 1, e que f(2) > 0 e
f (%) <0

(d) Verifigue ainda que f(x) >0 em |1,+o0[ e que f(x) <0 em ]0,1[.
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Exercicio 83 Um corredor parte do repouso e corre numa pista circular em uma unico
sentido. Ele para quando chega ao ponto de partida. Mostre que, pelo menos, uma vez
durante esta volta, ele deve ter desenvolvido a mesma velocidade em pontos diametral-
mente opostos.

Exercicio 84 Um alpinista comeca a escalar uma montanha as 8:00 horas do sdbado e
chega ao topo as 16:00 horas do mesmo dia. Acampa no topo e desce as 8:00 horas do
domingo, chegando no ponto original de saida as 16:00 horas. Mostre que em algum
hordrio mo domingo ele estava a mesma altura em que esteve no mesmo hordrio no
sdbado.

Exercicio 85 Recordando: (a) Quais limites definem reta assintota vertical? Qual € a
equacdo da reta assintota vertical?

(b) Quais limites definem reta assintota horizontal?

Isso tem a ver com o ezercicio 287 Qual € a equagdo da reta assintota horizontal?
(c) Use limite e distdncia e defina reta assintota inclinada da forma y = ax+b. Essa
definicdo serve também para o caso (a) ou (b)?

(d) Por que xh—glo f(x) = co nado wtndica existéncia de assintotas paray = f(x)?

. o ) T\"
Exercicio 86 Cualcule os seguintes limites. Lembre que lim (1 + —) = e (vale o mesmo
X—00 X

para x — —o0), ou seja, lil’l’(l) (1 +u)% —e.
u—
. -] % . -] X*?) . 2 3X . 1
a) lim (14— b) lim 1+ — ¢) lim (1—-— d) lim (1 + 4x)*
X—+00 X X—+00 X X—+00 X x—0
S N C(2x+3\ . 2\ . In(1+2x)
¢) lim (x2_3> f) Lim (2x+1) g) lim (1+x+3> h) lim ———~
.. logy(x+1) L 1\” e e —1
Dlim—=——  Jlm{1-53) Klm>—= R
. e —eX _ x3 , ax
m) >1<1£>I(13 —5x n) >1£>I(1) exts — ¢3 °) yi% ebx — 1

p) Esses limites definem assintotas verticais ou horizontais? Quats as equagées
destas assintotas?

Exercicio 87 (a) E verdade que e = e ? Ezplique com as regras de exponencial. Dé
contra-exemplo.

(b) Sea>0, a#1 entdo a*°9%®¥ =x e log.(a*) =x. Por qué?
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Exercicio 88 Calcule:

In(x* +1)
—0 x2 + 1 —cos(x)
im In(2x + 3)
X—400 111(57( + 7) +3
¢) lim In(2x + 3)
x—too In(5x2 + 7) +3

a)l

b)

d) Considere f(x n(|\/4x® 4+ 21 —5|) +1n (| T l). Encontre o dominio de f e as

assintotas verticais e horizontais ao grdfico de f.

Exercicio 89 Calcule:
(a) lim (x* + sen(10x))
X—00
(b)lim (x — /2 + 5x4)
2x° —
(c) lim arctan (u)
X—00

5x3 + x?
3
. x>+ X
(d) 7}1_}1110 arccos (m)

(e) lim arccos(x* —2x°) faz sentido? Ezplique.

X—00

Encontre as possiveis assintotas de:

(1) 1) = 0 (9) 100 =[5>

Figura 1: o gréfico de cosh(x) é metade da soma das outras duas fungdes.

1
Exercicio 90 Calcule lim -
x—o0 X' P

Dica: note a necessidade de diwvidir em casosp <1, p=1,p>1.
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Exercicio 91 Usando a base e, as funcdes hiperbdlicas sdo definidas abaizo. A funcgdo
cosh(x) modela estruturas da arquitetura ou contorno de objetos ma natureza. Essa
curva modelo € chamada catendria. Por exemplo, o fio entre dois postes de energia €
uma catendria.

e —e ™ eX4e ™ eX—e ™

senh(x) = ————, cosh(x) = —————, tanh(x) = —

(x) > (x) > ) == e
e*+e™

sech(x) = ————, cosech(x) = ——, coth(x) = +—
ex+e ex—e X ex —e

Mostre que:

(a) cosh?(x) — senh?(x)=1

(b) e* = senh(x) + cosh(x) e e = cosh(x) — senh(x).

(c) arcsenh(x) = In(x + VX2 + 1), x € R, é a funcdo inversa do senh(x).

(d) cosh(x) € uma fungdo par e que senh(x) e tanh(x) sGo ‘mpares.

(e) tanh(x) = EZ—;}.

(f) senh(x +y) = senh(x) cosh(y) + cosh(x) senh(y) e senh(2x) = 2senh(x) cosh(x);
(g) 1— tgh?(x) = sech?(x).

(h) Rever abaizo: o grdfico de senh, cosh e tgh.

(1) Determine as condigdes para que senh, cosh e tgh sejam inversiveis e encontre
suas inversas.

s

Figura 2: Dica para exercicio 89(a): Gréficos de y =x*—1 e dey = x* + sen(10x).
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Figura 3: Gréaficos das fungGes hiperbélicas:(a) Seno hiperbélico, (b) cosseno hiperbélico,
(c) tangente hiperbélica, (d) cotangente hiperbélica, (e) cossecante hiperbélica, (f) secante
hiperbdlica. Software: Maple.
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Figura 4: (1) arco tangente, dominio R; (2) arco cosseno, dominio [-1,1]; (3) arco seno,
dominio [-1,1]. Fonte: maple.

Relembrando o limite da derivada

Quase todos os itens dos exercicios (92) e (93) reforgam o estudo de fatos importantes
da construgdo do conceito de derivada. Lembre que estes limites sdo sempre da forma %
(comprove). O quociente que aparece neste limites é a velocidade média de um problema

num determinado contexto.

f(p+h) —f(p)

Exercicio 92 Calcule f'(p) = lim , em cada um dos casos:

h—0

(a) f(x) =x*.
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(b) f(x) =3x+1.

(c) Calcule f'(2) e f'(1/3) para o item (a). O que eles significam no grdfico de
f(x) = x?? Ilustre. Refaga estes passos também para o item (b).

(d) Nas respostas dos itens (a) e (b), trogue p por x e assim vocé obterd a fungao
'(x).

(e) Considere a velocidade v(x) = f'(x), usando limite encontre a fungdo aceleragdo:
f'(x +h) —f'(x) . v(ix+h)—v(x)

= lim
h h—0 h

a(x) =1"(x) = %LILI(I) , para a funcdo f(x) = x3.

Exercicio 93 Em um certo planeta, um objeto € lancado verticalmente do chao para
ctma com velocidade tnicial de 112m/s e a altura atingida mo instante t segundos é
f(t) = 112t — 16t> metros. Pergunta-se:

a) Quats as veloctdades do objeto nos instantes t =2, t =3 e t =4 sequndos?

b) Em gque instante o objeto alcanc¢a a altura mdzima?

c) Em que instante o objeto atinge o chdo?

d) Com que velocidade o objeto atinge o chdo?

Exercicio 94 Em cada um dos itens abaizo, encontre, se existir, a equag¢ao da reta
tangente ao grdfico da fungdo f(x) nos pontos P = (xo, f(xo)) especificados:

Q) f(x) =5x+4, P, = (2,14) e P, = (1,9) b)f(x) =3x* —5x +4, P, = (0,100) e P, = (1,2)
c) f(x) = sen(x), P = (0,0)

Exercicio 95 Determine as abscissas dos pontos do grdfico dey = x> + 2x* —4x +5 nas
quais a tangente é:  a) horizontal b) paralela a reta 2y +8x —5 = 0.

Exercicio 96 a) Determine A, B, e C de modo que as curvasy = x*+Ax+B ey = Cx—x?
sejam tangentes uma a outra no ponto (1,0).

b) Encontre a equagdo da reta tangente e da reta normal a curva y = x> —2x* +4 no
ponto (2,4).
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