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Onde paramos:

» Procuremos duas solucoes linearmente independentes para a equacao homogénea

d?x dx
adtz Ibdt - cx = 0

» Tentemos z(t) = e onde p é uma constante. Substituindo temos que

ap’+bp+c=0

—b+ /b2 — 4dac
2a

logo D=

» Primeiro caso: o discriminante € positivo b2 — 4dac > () ha duas raizes distintas P1 € D2

solucao geral x(t) = ¢1 ePrt 4 ¢y eP??
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b

- Sequndo caso: discriminante nulo  »* — 4gc = (0 hauma Unicaraiz v = 5 Qual a segunda solucao?
NN
Tentamos x(t) = f(t) " = pro 0= f(t) =c1 + cot
logo a;'(t) — (Cl + Cgt) et

Estudemos o terceiro caso:
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» Terceiro caso: o discriminante € negativo b* —4ac <0 10go p; o = —7 +iw

() = e (¢ e 4 ¢y e
- O que é a exponencial imaginaria? Lembremos da formula de Euler:

e’ = cosf 4+ i sin 6

VISAO GERAL ANTES DOS DETALHES

» Logo podemos escrever as solugoes:

r(t) =e 7" [¢) cos(wt) + ¢, sin(wt)]

Exemplo: oscilador harmonico simples

d* | k
m dtf Fkr =0 = p = =i = +iw = x(t) = 1 cos(wt) + ¢y sin(wt)
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Revisao de numeros complexos

- Denotamos a unidade imaginaria por i=+—1
» Numeros complexos sao daformaz =a+1 b
e Se zy =a1 +1b1 e 2o = aos + 1b
a soma é dada por 21 + 22 = (a1 + as) + 1 (b1 + b2)
e o produto por z12z2 = (ajas — b1bs) +1 (a1bs + as b1)
» O complexo conjugado donumero € z* =a —1 b

2| = 22" = a® 4 b*

» O modulo ao quadrado de z €
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* Plano Argand-Gauss: considere um ponto P no plano (x,y)

OP — ai + bi Agora associamos OP com z = a + ib

Im(Zz]

O a RelZ]
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 Neste plano o complexo conjugado € a
reflexao no eixo real:

« A soma € a soma de vetores! ya

22
O Relz]
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- Formula de Euler:
e’ — cos@ + isin O

- Comporta-se exatamente como uma exponencial;

1.Para § = 0 = € = cos(0) +i sin(0) =1

2. E também satisfaz: — (e'*") = iae"™

dt
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Numeros complexos na forma trigonomeétrica:

» Dado o numero complexo z =a + 1 b

0

a=1rcosfeb=rsind — z=rcost +irsinf = re'

- Note: z* =re ™ | Im{z]
m
I
, , Nig T i=1+)A2
|Z‘ =2 z=r pei, i*=1
@ > Re
s ' T~y
1 =e€'2 —1=¢e" r=
2129 = 110" ree’?? = pyry /01702)
2129 = 11691 [roe?? =y Jry €(01702)
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Um pouco mais:

» Podemos expressar as funcoes seno e cosseno usando a formula de Euler

1 . .
cos ) = 5(629 + e )

| .
sinf = — (e — e %)
21

» Podemos definir exponenciais de numeros complexos:

6a—|—zb — 6aezb
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2. Retornando a nossa equacao diferencial:
d?x dx

- b | = (
e it reais

» Consideremos uma funcao complexadet z(t) = x(t) + i y(t)

dz d . dr  .dy
- — = — [z(t t)] = — +i—
Temos que - = z(t) +iy(t)] - ti—
dz d
NOte que Re _a_ — E [R@(Z(t))]
. - . d?z dz
» Generalizamos a equacao diferencial para « T - b gy Fcz =0
d? d d? d
- Note que  Re {ad; | bdj | cz} — aﬁRe[z] + bERe[z] + cRelz]
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» Logo resolvendo

d?z dz . d2r dr
| | = obtemos a solucao de - b - e =
0 b - ez 0 C a— - o 0
fazendo z(t) = Re[z(t)] (funciona também com a parte imaginaria :-)

» Agora procurando solucdes da forma :(t) = e** devemoster a p° +bp+c =0

para o caso b —4ac< 0 temos pi2=-—7+iw

2(t) = (L eV 4 e e TN = z(t) = e (e e g e

r(t) = e 7 [dy cos(wt) + dy sin(wt)]
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3. Oscilador harmonico simples (ohs)

d? | k
« Como vimos um OHS obedece m dtf Fkr =0 =— p = %1 - = +w

r(t) = cre” "™ + cpe™! = d; cos(wt) + ds sin(wt) = A cos(wt + ¢)

Im(Z]

» A relacao com o movimento circular € direta

2(t) = A e'Pet! ‘

RelZ]
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§ Amplitude A4

x(t) = Acos(wt + ¢) B
/ 27T
* Periodo Wl =2n —= T = —
W
A 1
* Frequencia v = T em Hzcom w = 27

- Energia cinética, potencial e total: dado z(t) = A cos(wt + ¢)

1 (dz\° 1
Fein = =m (_x) = —mw?A”sin®(wt + ¢)

2 dt 2
L 9o 1 9,0
U:§mw 7= omw A cos”(wt + @)

Raul Abramo / Oscar Eboli Fisicall / CCM / 2023



Energias medias: definimos a média temporal por

T
=g [ ds@) paa fE+T) = S0
T
(Eein) = %/0 dt %mwQAQ sin®(wt + ¢)

1 1 [THo/w
—muw” A* — / dt' sin®(wt’)
2 1 S0

1 1 [THo/we g
—mwQAQ—/ dt’ =[1 — cos(2wt’)]
2 T /s 2

2 42
= — A
mw
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Analogamente

T

1

(U) = —/ dt imwQAz COSQ(wt + @)
0

1 1 T+¢/w
—muw” A — / dt' cos®(wt’)
2 T J,

1 1 [Trele
—mwQAQ—/ dt’ 5[1+cos(2wt’)]

= (Fecin) (Obs: atrito invalida essa relagéo!)
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4. Superposicao de OHS

1. Consideremos a soma de duas solucoes na mesma direcao e frequéencia
r1(t) = Ajcos(wt + 1) e  xo(t) = Ascos(wt + @)
Calculemos z(t) = z1(t) + z2(t) usando:

Im(z] ot 2(t) = A1’ @O0 1 Ay i @HH02) — 2 (1) + 2p(t)
] Z(t) _ Aei(wt—|—¢1—|-a)

()2 = 2%z = (25 + 25) (21 + 22)
= |z1|? + |22|® + 2] 22 + 2123
— A2 4 AZ 4 A Ay | P20 | i@ d2)
= A7 + A5 + 241 A cos(p2 — ¢1)

Re[z] =4
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- Vamos obter a fase: AetWitdrta) — g pilwi+dr) | g, pilwitdz)
Ae'® = Ay + A26’i(¢2—¢1)
A+ Age( P2 1)

eia

A
2. Consideremos a soma de duas solucoes de frequéencia e em direcoes perpendiculares
, d*7 . 5
Movimento no plano de uma massa presa a uma mola mﬁ = —kr = —mw°r
_ I e dzCIZ 9 d2y 2
escrevendo r=ux1+1vyj Segue > =W e —= =Wy
dt dt

x(t) = Acos(wt + 1)

Qual a trajetoria descrita no plano?
y(t) = B cos(wt + ¢o)

solucao:

para facilitar a algebra, tomamos ¢1 = 0
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1. Caso ¢2 =0

x(t) = Acos(wt) A y
— x(t) = I y(t) € uma reta E

y(t) = B cos(wt)

T

2. Caso ¢2=—§ e A=0D

r(t) = Acos(wt)
— 2°(t) + y*(t) = A° € um circulo
y(t) = Asin(wt)
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3. Caso geral

{ x(t) = Acos(wt)

y(t) = B cos(wt + ¢2) = Blcos(wt) cos(ps) — sin(wt) sin(¢ps)]

2
Eliminando o tempo: % — cos(¢po) £ \/1 — (ﬁ) sin(¢s2)

A A
; _ T° | y2 TY . 9 , I |
emos que:  —5 + - QAB cos(p2) = sin”(¢p2) e uma elipse!
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2 2

g 2 e 0a) = (6
- T 37
casos particulares @2 = 5 © o = -
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4. Superposicao de OHS

1. Consideremos a soma de duas solucoes na mesma direcao e frequéencia
r1(t) = Ajcos(wt + 1) e  xo(t) = Ascos(wt + @)
Calculemos z(t) = z1(t) + z2(t) usando:

Im(z] ot 2(t) = A1’ @O0 1 Ay i @HH02) — 2 (1) + 2p(t)
] Z(t) _ Aei(wt—|—¢1—|-a)

()2 = 2%z = (25 + 25) (21 + 22)
= |z1|? + |22|® + 2] 22 + 2123
— A2 4 AZ 4 A Ay | P20 | i@ d2)
= A7 + A5 + 241 A cos(p2 — ¢1)

Re[z] =4
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4. Superposicao de OHS

1. Consideremos a soma de duas solucoes na mesma direcao e frequéencia
r1(t) = Ajcos(wt + 1) e  xo(t) = Ascos(wt + @)
Calculemos z(t) = z1(t) + z2(t)

miz¢ wl Usando o triangulo O P P
p, S A? = AT + A5 + 24, Ay cos(¢pa — ¢1)
. . . Ag
Agsin(¢go — 1) = Asin(a) = sin(a) = i sin(¢ps — ¢1)

z(t) = Acos(wt + ¢1 + )

RelZ]
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