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» Oscilacoes podem ser bem complexas...
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https://www.youtube.com/watch?v=U39RMUzC;iU
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https://www.youtube.com/watch?v=U39RMUzCjiU

* ... € podem ter grandes consequéencias!
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https://www.youtube.com/watch?v=3mclp9QmCGs

O oscilador harmonico e o ponto de partida em muitas areas da Fisica!
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ldeias basicas

primeira aula
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1. Revisao importantissima!

C
Trabalho:

(sentido) fl

Dada uma forca F' e um caminho C

W:/dZ-ﬁ
C

d¢ € o deslocamento ao longo da curva

* Note: em geral, o trabalho depende da forca e do caminho tomado (a curva)

- Utilidade desse conceito: teorema do trabalho e energia cinética

1 1
§m27% zmﬁg =W

= a variacdo da energia cinética é igual ao trabalho realizado! SIM — se for a forca total

Vale para qualquer forca?
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» Caso importante: para forcas conservativas, o trabalho depende apenas
do pontos inicial e final, mas nao do caminho entre estes pontos!

+ Consequéncia: existe uma fun¢ao chamada energia potencial U(Z) tal que:

C
W =U(xg) — U(z7) |
(sentido) fl
F=-VU

de tal forma que podemos escrever: 7 0

U(F) = U(Zrer) — / a7 F

f1“ef
 Para forcas conservativas o teorema da energia cinética trabalho fica:
5 MU — oMUy = U(xy) —U(T) = 5 MU + U(Zy) = 5 MUy + U(Z1) = Eiotal

A energia mecanica total € conservada!
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2. Oscilacoes estao em todos os lugares:

1. batidas do coracao (periodica)
2. respiracao

3. piscar

4. amanhecer/por dor sol

5. péndulo de um relogio

6. etc etc etc!

Vamos nos concentrar primeiro em sistemas simples, mas que se manifestam
em inumeros sistemas reais
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» Consideremos um péndulo simples

2
Aceleracao na direcao €y me 275 = —mgsinf
equacao muito dificil

de resolver!

- Jomando o zero da energia potencial como § = (

U(0) = mgl(1 — cos6)

. , do mgt
- A energia total e V= Vyey = (zf?) ey
[
E
1 o\
E=—-m (Z—t> + U(0) magkt

POr que OSClla? T TR

6
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« Como podemos calcular o periodo? Em geral para uma for¢a conservativa:

pontos de retorno classicos
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» Simplificacao importante:

» Para pequenos oscilacoes em torno do ponto de equilibrio estavel 8 = 0

1
sinf =60+ ... e COS(9:1—§92—|—...
. . . d?0 g . .
* A equagao de movimento fica —5 = —29 (forca depende linearmente na variavel)
1 , - ..
» E a energia potencial &€ aproximadamente U(0) = §mg€6’2 (é uma funcao quadratica)
U
1.2;- mgg
- Essa é a aproximacao harmonica
- Mas isso é geral? SIM!!!!
» Por que? B T S T e
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- Essa € uma boa aproximacao?

T/T,

1.18 —

1.16 —

1.14 —

1.12 —

1.1 —

1.08 —

1.06 —

1.04 —

1.02 —

[A solucao exata para o periodo contém a funcao eliptica de Legendre de primeiro tipo.]
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3. Oscilacoes harmonicas

» Consideremos um sistema mecanico unidimensional cuja energia potencial € U(x)

 U(X) tem um minimo em I

AAAAAAAAAAAAAAAA

» Estudemos pequenas oscilagcoes em torno de I

dU 1 d? 1 d°
U(QZ‘) — U(QZ‘Q) | T (CE‘()) (LIZ‘ — ZIZ‘()) | 9 dxg (LIZ‘()) ($ — QjO)2 | 3 dxg (QEO)(CE — 330)3 +
dU 1 d?U
~ U(xg) - ro) (x — 20) 5 7 (z0) (z — z0)*
U
0
, dU d?U *
» A forca neste caso e F(x) = e (x0) (x — x0) = —k(x — x0)
- . , d*x . \ |
’ A equagaO de mOVImentO € mﬁ —]‘C(SU o :UO) |Inear 11» | 1119.‘ | lzfo 2?2‘ A 211 | zlr | 1219.. | lafo X
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« Como no péndulo temos oscilacoes

» Oscilacoes harmodnicas sao pequenas oscilacoes em torno de um minimo do potencial

» Para simplificar fazemos =’ = (z — x¢)

d?x k( ) md2$’
m— = —k(r — xq) =
0 dt2

T — k'
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. _ d*x
- OK, entao de modo geral temos que resolver a equagao diferencial m — —kuxo

dt?

» Solucao astuta: considere um corpo num movimento circular uniforme com velocidade angular w

0(t) = wt+ @ e r=Re.(0) Cr

427

Equacdo de movimento: m— g = ~T¢. ,onde T =mw?R
mas €, (0) = cosf i +sinb j
. . ., d*z T T ,
logo a projecao no eixo x e mﬁ = —1'cosf = % Rcosf = —Eaz = —mw“T  equacdo do oscilador harmdnico!
k = mw?
constantes
A N

» A solucao do oscilador harmonico € R cos(wt + ¢) = Acos(wt) + B sin(wt)
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4. Parénteses matematico

- Qual a maneira sistematica de resolver essa equacao diferencial? Consideremos, por ora:

d?x dx
adtQ Ibdt - cx = 0

onde a, b e ¢ sao constantes.

Exemplos conhecidos sao a particula livre e o oscilador harmonico.

Essa equacao € dita ser uma equacao diferencial ordinaria homogénea de segunda ordem a coeficientes
constantes. UFA!

Alguns fatos dessa equacao:

1. Esta é uma equacéao linear: dadas duas solucoes z1(t) e x2(t) e sua constantes c¢i1 e ¢

Entdo também é solugao:  x(t) = c1x1(t) + coxa(t) combinagéo linear
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De fato: d*z h dx
dt? dt

r(t) = c1x1(t) + coxa(t)

dx dx dxo

S s linearidade!
d?x d?xq | d?x-
W = Cq T2 — C2 12
( d*xq d232‘2) b ( dxy de) te 1 )
a (¢ - e C - c c (c1 X2 +cCo xo) =
1 2 L 2 1 1 L2 T C2 X2
( del bdxl ) n ( dZQEQ bd372 ) 0
c1 (a | - Cx c2 (@ | - CT2) =
- R
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E dai? Como acho as solucoes? * Pense no exemplo acima,

do movimento circular.
As duas solucoes

“independentes” seriam o

» Procuremos duas solucoes linearmente independentes* para a equacao homogéenea _
movimentoemxeem Yy

9
adx | bdw - cx = ()

dt? dt

» Tentemos z(t) = eP* onde p é uma constante. Substituindo temos que

ap”+bp+c=0

—b + \/b2 — 4ac
2a

Portanto  p =

» Primeiro caso: o discriminante € positivo: b> — 4ac > 0 . Héa duas raizes distintas, P1 € D2

- . t
Solucdo geral:  x(t) =c1 €P*" 4 ca €P?
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Por exemplo:

d*z 5 k
m k‘c =0 —=—=p= = v = 2(t) =c1 e " + ¢y 7
. 9 , , . b
» Segundo caso: discriminante nulo 6 — 4ac = 0 . Hauma unicaraiz v = ~ 50
e &)
Tentamos z(t) = f(t) /" = —

770 =0 = f(t) = C1 + cot

ogo x(t) = (c1 + cot) €
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. Qual a segunda solucao?
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» Terceiro caso: o discriminante é negativo: b° —4ac <0 ,logo P12 = —7 % iw com w = Vdac — b2

CE(t) _ e—vt (Cl e—zwt Co e—l—zwt)
- Mas o que é a exponencial imaginaria? Lembremos da formula de Euler:

e’ = cosf + isin 6

« Logo podemos escrever as solucoes sao
/ / .
r(t) = e [¢] cos(wt) + ¢, sin(wt)]
Exemplo do oscilador harmonico simples:

d?x
m
dt?

-k =0 = p = +i = +tiw = z(t) = 1 cos(wt) + ¢y sin(wt)
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 Alguns fatos dessa equacao [continuacao]:

2. Existem duas solucdes linearmente independentes tais que x1(t) # ¢ x2(t) , qualquer que seja c

Exemplos: constante

. , . d?
.. Particula livre: mﬁf = 0= x(t) = xg + vot

. . A . d?x ,
ii. Oscilador harmonico simples: m— s —mw?t = z(t) = ¢; cos(wt) + co sin(wt)

3. Qualquer solucao pode ser escrita como uma combinacao linear dessas solucoes:

x(t) = c1x1(t) + coxa(t)

4. A solucao é Unica se especificarmos as condicoes iniciais: =(0) e E(O)
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