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Aula 7

Capitulo 4

Equagdo de Klein-Gordon

Equagdo de Dirac



"Dedugdo” da Equagdo de Schrodinger

2
Definigdo de energia : E — L V.
2m

Energia e momento viram operadores:

A 6 A . A2 2
E —_— f—_— = —[v = -V
’ar P b

Aplicamos os dois lados da equagdo numa fungdo de onda :

Op(x,1) 1 Yx,0) o
I = e VYD)



Equagdo de Klein-Gordon

E* = p2 +m° Energia relativistica !

E*y(x,1) = PY(x, 1) + m*y(x, 1)

E2__8_2 A2__v2

(0%0, + m* )y = 0




Solugdo de onda plana WX, 1) = Nei(P‘X‘Ef)

2
Substituindo na equagdo % ;b V2¢ +m w =0
E*y = p*y + m*y —_— Ezi\/p2+m2

Ndo podemos desprezar automaticamente as energias negativas...

Conservagdo da probabilidade: procurar uma equagdo da continuidade !

. 02 2,/ % .
1/ [ a—;fzvzw—ng[l] —IJ/X [6(3;@ V2¢*m2¢*:|

Primeiro fermo menos o sequndo :

OMy 0t

or? or?

= Y (VY — m*y) — y(V2Y* — m*y)



w*az_w oy
or? or?

= U (V2y — m3f) — (V20" — i)

Pomos a derivada temporal (a esquerda) e espacial (a direita) em evidéncia:

A W
at(w : wa[)—v "V~ yV)
Comparando com V-j+%=0

Concluimos que:

i a‘”*) j = i VY -y

,0=i(lﬁ > V5



Para a solugdo de onda plana :

U(x,t) = Ne'PxED W* = N* e ilpx—B1)

%—‘f — —i E Ne'(p-x—FEt) a;i* — | EN* e i(px=FEt)
{00 oY

P=I(WE—¢&) —> p=2INPE

Se a energia for negativa:

FE <O —p p <0

Problema para a interpretacdo de probabilidade |



Equagdo de Dirac (1928)

Agora vai |

Mesmo ponto de partida: E?= p2 +m?

Paul Dirac

Vamos “tirar a raiz quadrada” de maneira cuidadosa:

Ey = (a-p+pmy
E e p viram operadores e alfa e beta sdo constantes a serem determinadas!

iﬁlﬁ_ —la i—iai—iaﬁﬂBm 1/}
o\ Cox Yoy o ‘oz



iﬁw— -l I iai—zag+,8m 1/
ot Yox Yoy o

Para determinar os alfas e beta vamos “elevar ao quadrado” a equagdo
acima e recuperar a equagdo de Klein-Gordon

_82_‘['— iai+5a£+iaa — Bm zai+za a+laa - pm |y
o2\ T ox 7 Oy 0z Y ox 7 Oy 0

Py _ L L0 P, L
ﬁ — araxz +a, By + a; (922 — B m7yY (até aqui 6timo | )
mas tem os termos cruzados ...

0y 0*y 0y

9%y +(aja/7+a7aj)a o +(<:t7a,(+aloz7)6 o

?)f + i(a,B + Ba,)m &Z + i(a.f +,Ba7)m—w

+ (@@, + @) ——

+ (@B + Bay)m—



Esta equagdo deve se reduzir a Eq. de Klein Gordon

62'70 262‘70 262¢ 262‘70 2.2
ﬁ = axﬁ -+ aya—yz -+ a’Za—Zz —ﬂ m lﬂ . + termos cruzados
o’y Sy Ay 9

d = id ~ _‘ﬁ + _%” — mzw Klein-Gordon

a2 a2 P 92

Para isso acontecer é necessdrio que

ai:agzagzﬁzzl,
a;jf+pa;=0,

ajap+aga;j=0

Ndo podem ser ndmeros normais !

termos cruzados
desaparecem !

(j# k), }

Hipétese: sdo matrizes |



Como escolher essas matrizes ?

Sdo matrizes de trago nulo! (trago = soma dos elementos da diagonal)

g=1 @i = —Ba; Tr(ABC) = Tr (BCA)

Tr(a;)) =Tr(a;BB) =Tr(Ba;p) = —Tr(a; BP) = —Tr(a;)
— Tr (c;) = 0

Sdo matrizes de autovalores +1 ou -1

a,-X = /lX,
OéiCEZ'X — az)\X (Yl-z =1
X = )\OéZX

X =X\X —_— A==+]



"A soma dos autovalores de uma matriz € igual ao seu trago” @

Matrizes devem ter dimensdo par !
Lembramos que:  Ey = (a-P +Bmy = Hq)
Hamiltoniano de Dirac deve de ser hermitiano Hp = (@ - p + Bm)

Assim os autovalores (energias) serdo reais
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Se fossem trés: matrizes de Pauli (2 X 2)

Matrizes de Dirac (4 X 4) :



Matrizes de Dirac



Conhecendo alfa e beta voltamos para a equagdo inicial:

.0 .0 . 0 . 0
zgw = (—zaxa - zaya—y - zafz(,)—Z +,Bm)¢

Agora a fungdo de onda € uma matriz coluna com quatro componentes :

()
/)
U3
\ Y4 )

Multiplicamos a equagdo acima por S

T T N S
lﬁaxax+z,8ayay+l,8a/zaz+l,36t B my =0

Introduzindo a notagdo

Y =B v =Bax, ¥ =Ba, and ¥’ =pa,



0 0 0 0
Y w+zyl—w+zy2 lﬁ 3—w—mtﬁ=0.
(9t 0x (91/ 0z
Introduzimos a notacado : ‘10 0 0 ‘0 00 1)
yo— 01 0 O 71_ 0O 010
to— (40 A1 A2 43 100-1 0O | 0-100]
=00y ) 00 0-1, (-1 000,
o, (000 —i) (001 0)
Parece mas NAO E 00i O 3 000 -1
um quadrivetor !ll Y= 0io ol Y l=100 o
L -1 00 O, . 010 O}
o 0 0 0
Lembrando que 9, = (0y,01,072,03) = | —, —, —,
. H o1’ ox’ 0y’ 0z

Forma covariante :










