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Equação de Dirac 

Equação de Klein-Gordon 



”Dedução” da Equação de Schrödinger 

Definição de energia :

p̂2 = �r2
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Energia e momento viram operadores:

Aplicamos os dois lados da equação numa função de onda :

p̂2 = � @2

@x2
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Equação de Klein-Gordon 

Lembrando que

@2 

@t2
� ~r2 +m2 = 0
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p̂2 = �r2
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Ê2 = � @2

@t2
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Energia relativística !



Solução de onda plana

Substituindo na equação

@2 ⇤

@t2
= ~r2 ⇤ �m2 ⇤
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@2 

@t2
� ~r2 +m2 = 0
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Conservação da probabilidade:  procurar uma equação da continuidade !

Primeiro termo menos o segundo :

Não podemos desprezar automaticamente as energias negativas...



Comparando com

Pomos a derivada temporal (a esquerda) e espacial (a direita) em evidência:

Concluimos que:



Para a solução de onda plana : 

E < 0
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⇢ < 0
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Problema para a interpretação de probabilidade  !

@ 

@t
= �i E Nei(p.x�Et)
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 ⇤ = N⇤ e�i(p.x�Et)
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@ ⇤

@t
= i E N⇤ e�i(p.x�Et)
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Se a energia for negativa: 



Equação de Dirac (1928) 

Mesmo ponto de partida: 

EAgora vai !

Paul Dirac
Vamos ”tirar a raiz quadrada” de maneira cuidadosa:

E e p viram operadores e alfa e beta são constantes a serem determinadas!



Para determinar os alfas e beta  vamos ”elevar ao quadrado” a equação 
acima  e recuperar a equação de Klein-Gordon 

(até aqui ótimo ! )

mas tem os termos cruzados  ...



Esta equação deve se reduzir à Eq. de Klein Gordon 

Para isso acontecer é necessário que 

Não podem ser números normais !!! Hipótese: são matrizes !

Klein-Gordon

...  + termos cruzados

termos cruzados 
desaparecem !



Tr (↵i) = 0
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São matrizes de traço nulo ! (traço = soma dos elementos da diagonal) 

São matrizes de autovalores  +1 ou -1 

↵i↵iX = ↵i�X
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X = �↵iX
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X = �2X
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Como escolher essas matrizes ?



“A soma dos autovalores de uma matriz é igual ao seu traço”

Matrizes devem ter dimensão par ! 

Hamiltoniano de Dirac deve de ser hermitiano

Se fossem três:  matrizes de Pauli (2 X 2)

Matrizes de Dirac (4 X 4) : 

Lembramos que : = Ĥ  
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Assim os autovalores (energias) serão reais



Matrizes de Dirac 



Agora a função de onda é uma matriz coluna com quatro componentes :

Multiplicamos a equação acima por 

Conhecendo alfa e beta voltamos para a  equação inicial: 

Introduzindo a notação 



Lembrando que 

Introduzimos a notação : 

Forma covariante :

Parece mas NÃO É 
um quadrivetor !!!
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