
SMA0169 – EDP

Prof. Sergio H. Monari Soares

Lista 4 - Ondas e Difusões, PVIF

12 de abril de 2023

1. Mostre que n~ao existe princ��pio do m�aximo para a equa�c~ao da onda.

[Sugest~ao: Exerc��cio 5 (Golpe do martelo) da Lista 3.]

2. Mostre que a equa�c~ao da difus~ao n~ao est�a bem posta para t < 0.

[Este exerc��cio corrobora com o que qualquer f��sico sabe que o uxo de calor e o movimento browniano

s~ao processos irrevers��veis. Ir para tr�as no tempo leva ao caos.]

[Sugest~ao 1. seja un(x, t) =
1
n
sinnxe−n

2kt. Veri�car que essa fun�c~ao satisfaz a equa�c~ao de difus~ao para

todo x, t. Tamb�em, un(x, 0) = n−1 sinnx → 0 uniformemente com n → ∞. Mas considere qualquer

t < 0, por exemplo, t = −1. Veri�que que a estabilidade �e violada, pelo menos no sentido uniforme.]

[Sugest~ao 2. Um outro modo de resolver a quest~ao �e considerar u(x, t) = S(x, t + 1). Veri�que que �e

solu�c~ao da equa�c~ao da difu�c~ao para t > −1 e −∞ < x < ∞. Veri�que que u(0, t) → ∞ com t → −1,

o que mostra n~ao podemos resolver para tr�as no tempo com dado inicial Ent~ao n~ao podemos resolver

para tr�as no tempo com dado inicial perfeitamente bom (4πk)−1e−x2/4. ]

3. Este exerc��cio �e sobre a demonstra�c~ao do seguinte teorema:

Teorema. Seja φ : R → R uma fun�c~ao cont��nua por partes e limitada. Ent~ao a solu�c~ao u da equa�c~ao

da difus~ao na reta toda, com condi�c~ao inicial φ, dada por

u(x, t) =
1

√
4πkt

∫∞
−∞ e−(x−y)2/4ktφ(y)dy, t > 0 (1)

�e in�nitamente diferenci�avel para t > 0 e

lim
t→0+ u(x, t) =

1

2
[φ(x+) + φ(x−)] .

para todo x. Em cada ponto de continuidade este limite �e igual a φ(x).

(a) Prove que se φ �e qualquer fun�c~ao cont��nua por partes, ent~ao

1
√
4π

∫±∞
0

e−p
2

φ(x+
√
ktp)dp→ ±1

2
φ(x±) com t→ 0+.

(b) Use o item (a) para provar o Teorema.

4. Na resolu�c~ao por meio do m�etodo de Fourier (aula 12/4) do problema de valores inicial e de fronteira

(PVIF) para a equa�c~ao

utt = c
2uxx, 0 < x < L, t > 0,

u(0, t) = u(L, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ L,

obtivemos fun�c~oes

un(x, t) =
(
An cos

nπct

n
+ Bn sin

nπct

n

)
sin

nπx

L

que s~ao solu�c~oes da equa�c~ao da onda, utt = c
2uxx, e que satisfazem �as condi�c~oes de fronteira u(0, t) =

u(L, t) = 0. A fun�c~ao un �e chamada o n-�esimo harmônico ou a n-esima tônica. A primeira tônica u1
recebe, t�amb�em, o nome de tônica principal ou harmônico fundamental, e os demais harmônicos s~ao as

supertônicas. Os coe�cientes de t nas fun�c~oes seno e cosseno, a saber, nπc
L

, s~ao chamados de frequências.
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Se voltarmos �a corda do violino que originalmente nos levou ao problema (PVIF), descobrimos que as

frequências s~ao

nπ
√
T

L
√
ρ
, n = 1, 2, . . .

onde T �e a intensidade da for�ca de tens~ao e ρ �e a densidade da corda. A nota \fundamental" da corda �e

a menor delas,

π
√
T

L
√
ρ
.

Vê-se que as frequências das supertônicas s~ao m�ultiplos da frequência da fundamental. As vibra�c~oes de

uma corda se transmitem ao ar produzindo ondas sonoras. Assim, podemos entender o som produzido

pela corda vibrante como uma superposi�c~ao de harmônicos. As qualidades f��sicas do som s~ao as fun�c~oes

dos v�arios parâmetros que entram na express~ao de un. Assim, a altura do som �e medida por sua

frequência, dada em hertz (ciclos por segundo).

(a) Explique por que a nota produzida por uma corda do violino sobe abruptamente uma oitava quando

a corda �e pressionada exatamente no seu ponto m�edio.

(b) Explique por que e como a nota sobe quando a corda �e esticada. (Da�� a necessidade de a�nar um

violino, ou qualquer outro instrumento de corda, pois com o passar do tempo a tens~ao da corda

varia e ela passa a produzir sons de alturas diferentes.)

(c) Explique por que e como a espessura da corda afeta a altura do som.


