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Prefacio

A area de controle e automacao tem experimentado enormes avancos nas duas ultimas décadas
tanto em pesquisa quanto em aplicacoes. Pode-se observar nos curriculos de engenharia uma
tendéncia a dar énfase a um ensino de controle mais pratico, com mais aulas de laboratério
dedicadas a topicos como modelagem, estudo de componentes de atuacdo e medicao e
desenvolvimento de projetos de forma a valorizar os cursos de controle e mostrar aos alunos a
importancia de controle e automacao. Nessa dire¢ao, um conjunto basico de cursos de controle
deve introduzir o aluno a problemas de controle envolvendo ndo sé o projeto, mas também a sua
implementacdo em plataformas de desenvolvimento.

Hoje em dia, nos cursos de engenharia, os alunos procuram cada vez mais cedo realizar
atividades extracurriculares, participando de projetos de equipes de carros em diversas
modalidades e de futebol de robds, cujos protétipos sao construidos pelos proprios aprendizes a
fim de participar das competi¢cdes. Procuram também participar de outras disputas universitarias
com projetos de engenharia inovadores. Reforcando que a aprendizagem deve ser apoiada na
conceituacdao e na experiéncia com exemplos concretos, a adocao de novos processos de
ensino/aprendizagem é um caminho natural para responder as tendéncias atuais de incluir aulas
interativas. Para tanto, é necessario contar com laboratorios bem equipados para a realizacao de
experimentos praticos e aplicativos computacionais para a realizacao de simulagdes.

O presente livro surgiu a partir do envolvimento dos autores com o ensino de controle na
Universidade de Sdao Paulo do campus de Sao Carlos. Trata-se de um livro-texto para cursos
basicos de controle oferecidos na maioria dos cursos de Engenharia Elétrica e Mecanica que
tratam da analise e projeto de sistemas de controle continuos e discretos. As atividades de
laboratério associadas tém por objetivo apresentar aos alunos o problema de controle na suas
diversas etapas como modelagem, analise, projeto e implementacdo, incluindo o acionamento e a
medicdo de variaveis.

As atividades propostas para os cursos basicos incluem aulas interativas supervisionadas de
solucdo de exercicios e problemas de analise e controle de sistemas usando aplicativos
computacionais largamente empregados nos melhores cursos de engenharia, e podem ser usados
nos cursos de graduacdo de fundamentos de controle, controle robusto e controle digital. As
aulas interativas cobrem os topicos principais da disciplina como analise de sistemas dinamicos
via lugar das raizes e resposta em frequéncia, sintonia de controladores PID, estabilidade, projeto
e simulacdo de sistemas de controle. E dada a opcéo de realizar tarefas com atribuicio de nota.
Inclui aulas de laboratorio cobrindo de experimentos simples até experimentos mais avangados
em controle digital e controle robusto. Portanto, representa um primeiro passo para a adocao de
uma metodologia de aprendizagem ativa em cursos cujo ensino tem sido puramente expositivo.
As aulas de simulacdo com tarefas e os principais circuitos nas aulas de laboratério utilizados sao
fornecidos e permitem a pronta reproducao dos experimentos em outras instituicdes de ensino.
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Capitulo 1

Introducao

Na nomenclatura de controle, os modelos de sistemas fisicos sdo denotados sistemas e o0s
sistemas fisicos plantas ou processos. O objetivo de controle é gerar entradas para uma dada
planta ou processo usando medi¢cOes da saida e a referéncia para fornecer uma saida com
caracteristicas ou comportamento desejado. A Figura 1.1 ilustra um sistema de controle com os
sinais r(t) designando a referéncia, u(t) a entrada controle, w(t) a entrada de perturbagdo e y(t) a
saida regulada. O diagrama de um sistema de controle incluindo os componentes de
realimentacdo e atuacao é apresentado na Figura 1.2.

w(t

u(®) (1)

40,

Figura 1.1: Diagrama esquematico de um sistema de controle com entradas e saidas.

Referéncia

Saida medida Realimentagao

Sensor

Figura 1.2: Sistema de controle com componentes.

1.1 Objetivos de Controle

Os problemas basicos de controle podem ser divididos em duas classes, quais sejam,
estabilizacdo ou regulacdao e seguimento de trajetéria, esse udltimo é também chamado de
problema de servomecanismo. No primeiro caso, o problema de controle pode ser formulado da
seguinte forma: obter a entrada de controle u(t) de forma que a saida da planta a ser estabilizada
y(t) tenda a zero quando t tende ao infinito. Caso se deseje uma saida constante diferente de zero
faz-se uma mudanca de variavel para buscar a estabilizacdo na origem da variavel transladada. O
problema de estabilizacdo pode ser ilustrado com o controle de posi¢cdo de robos manipuladores,
controle de atitude de avides cujos objetivos de controle sdo estabilizar o manipulador em um



angulo e o avido em uma atitude especificadas. No segundo caso, o objetivo de controle é fazer a
saida y(t) acompanhar uma referéncia, em geral, preestabelecida. Pode-se ilustrar o objetivo no
segundo caso com o controle de manipulador roboético para desenhar linhas ou circulos.

1.2 Analise e Projeto de Controle

Diferentes métodos de andlise e projeto de sistemas foram desenvolvidos. O método da resposta
em frequéncia e o método do lugar das raizes foram introduzidos na década de 1940 e formam o
cerne da teoria de controle classico. Esses métodos sdo aplicaveis a sistemas uma entrada uma
saida. A analise de sistemas no dominio do tempo com o sistema descrito na forma de variaveis
de estado foi desenvolvida posteriormente na década de 1960 para poder tratar de sistemas
multivariaveis (Ogata 1997). O problema basico da teoria de controle linear de obter uma entrada
de controle a partir da minimizagdo de uma integral de uma funcdo quadratica usando
realimentacdo de estado foi formulado por Kalman (1960). Este problema é referenciado como
regulador quadratico linear (LQR, do inglés). O projeto do regulador quadratico permitiu a
sistematizagao da solucdao do problema de controle a partir da escolha de matrizes de ponderacao
do vetor de estado e entrada. A partir de 1980, a teoria de controle tem centrado em controle
robusto (Zhou 1998) combinando as abordagens de anélise e projeto no dominio do tempo e
frequéncia. Mais recentemente, resultados significantes para a sintese de controladores PID
foram obtidos devido ao ressurgimento de interesse no projeto de PIDs (Bhattacharyya, Datta &
Keel 2009). Assim, novas solugdes foram propostas para obter o conjunto de controladores
estabilizantes e entdo buscar os parametros do controlador que atende as especificacdes de
projeto dentro deste conjunto, garantindo a estabilidade.

1.3 Implementacao Digital de Sistemas de Controle

Diversas plataformas de desenvolvimento tém sido usadas para implementar sistemas de controle
e gerenciar processos ou plantas. Dentre as plataformas atuais, a plataforma LabView é tem sido
largamente empregado em sistemas industriais de automacdo, supervisdo e controle de
processos. Foi inicialmente  desenvolvido como ferramenta de apoio para
gerenciamento/supervisao de modulos de circuitos programaveis. O desenvolvimento e
aprimoramento continuado do aplicativo LabView contribuiu para o mesmo se tornasse
referéncia em termos de aplicativos de gerenciamento/supervisao de circuitos ou equipamentos
programaveis. E um aplicativo muito versétil e dirigido para aquisicio de dados, anélise de
sinais, monitoramento e controle de processos, gerenciando a comunicacao e interfaceamento
com 0s processos via placas de aquisicao.

Por sua vez, os microcontroladores em geral tém sido utilizados para executar em tempo real
tarefas descentralizadas e contém portas de entrada-saida para controlar dispositivos externos ou
receber sinais de sensor, contador, timer, saida PWM e linguagem padrdo de programacao
baseada em C++. A Figura 1.3 ilustra o uso de microcontroladores como parte de um sistema de
controle.

Assim, a implementacdo de sistemas de controle passa pelo estudo de plataformas de
desenvolvimento e os cursos basicos de controle e automacdo devem incluir esses topicos nas
aulas.



Figura 1.3: Diagrama geral de conexdao dos componentes de um sistema de controle com
microcontroladores e comunicacdao com um computador atuando como servidor.

1.4 Controle Robusto

Técnicas de controle robusto tém sido consideradas para solucionar varios problemas de
engenharia de controle e, diversos livros texto de controle em nivel de graduacdo ja incluem
técnicas de controle robusto (Dorf & Bishop 2000, Paraskevopoulos 2002). O projeto de controle
robusto utiliza resultados tedricos matematicamente envolventes e é um desafio balancear teoria
e pratica no ensino de técnicas de controle robusto em cursos de graduacao. Para utilizar o
projeto de controle robusto em problemas praticos, os conceitos de planta aumentada,
especificacdo de desempenho, e fungdes de ponderacdo e modelos conectados sao necessarios.

Para motivar os alunos sobre os temas sendo ensinados em controle robusto, aulas interativas
com a participacdo de alunos é um caminho natural. Em geral, as respostas dos estudantes as
atividades de sala de aula interativas sao bastante positivas indicando que o ponto forte do curso
deve ser a introducdo as técnicas de controle robusto com foco em aplicacdes, relacionando
teoria, simulagdo e trabalho de laboratério. O uso intensivo de Matlab e Simulink nos exercicios
e projetos em sala de aula contribui também para desenvolver as habilidades dos alunos em
simulagdes.

O projeto de controle robusto é atrativo para muitas aplicacdes e também o conceito de
analise p introduzido para avaliar as margens de estabilidade e de desempenho de controladores
sejam projetados com técnicas de controle robusto ou ndo possibilita considerar a robustez dos
controladores obtidos com outras técnicas, por exemplo, controladores de ganho fixo. O
diagrama da Figura 1.4 ilustra a representacdo de sistemas com incerteza.

1.5 Organizacao do Livro



O livro esta organizado como segue. A primeira parte trata da analise de sistemas dinamicos no
dominio do tempo e frequéncia, da andlise de estabilidade e de margens de estabilidade, e,
finalmente, dos fundamentos de sistemas amostrados e métodos de discretizacdo. Em cada final
de capitulo, propostas de aulas de laboratério cobrindo os principais tépicos abordados sdo
apresentadas. A segunda parte trata do projeto e sintese de controladores e implementacao de
controladores analégicos e digitais, considerando diversas aplicacoes. Os controladores mais
usados sdo tratados incluindo os controladores de ordem fixa, regulador quadratico e
controladores H_. Diversas aplicacOes de controle sdo consideradas nos exemplos de

implementacao digital apresentados. Cabendo citar, as aulas de laboratério da implementacao
digital do sistema de controle de velocidade para um carro de tragao elétrico e para um prototipo
de suspensdao magnética. As diferentes aplicagOes utilizadas permitem abordar tanto a andlise
quanto o projeto de sistemas de controle.

v

Planta incerta

Figura 1.4: Sistema realimentado com incerteza multiplicativa na saida da planta.

1.6 Material Complementar de Apoio

Aulas de simulagdo, propostas de tarefas de simulacdes utilizando o Matlab/Simulink e
exercicios selecionados estdao disponiveis no portal de apoio do livro no site da Elsevier (www.el
sevier.com).


http://www.elsevier.com/

Parte I

Analise de Sistemas



Capitulo 2

Modelos Matematicos de Sistemas Dinamicos

Um sistema fisico pode ter diferentes modelos dependendo das condi¢des da sua operagao e
aplicacdo. Na nomenclatura de controle, os modelos de sistemas fisicos sdo denotados sistemas e
os sistemas fisicos plantas ou processos. Por sua vez, os modelos podem ter diferentes
representacdes ou descricdes matematicas. E usual tratar sistemas como dispositivos que
processam as entradas aplicadas para produzir saidas.

Neste capitulo sdo introduzidas as representacdes entrada/saida e espaco de estado, bem
como as suas propriedades principais. A solucdo de equacgdes deferenciais e a diferenca é dada
em termos dos modos do sistema e como determinam a resposta a entradas tipicas. A solucdo de
equacoes do tipo diferencial-diferenca é também estudada destacando a existéncia de infintas
solucoes devido a existéncia de um termo exponencial na varidvel complexa s na equacdo
caracteristica. Também, o conceito de linearizacdo local é apresentado discutindo a aproximacao
de Taylor, e as de Teixera e Zak (Teixeira & Zak 1999) e Taniguchi (Taniguchi, Tanaka, Ohtake
& Wang 2001). Exemplos ilustram a obtencdo de modelos de sistemas dinamicos. As principais
referéncias usadas neste capitulo foram Chen (1999), Geromel & Palhares (2004) e Castrucci,
Bittar & Sales (2011).

2.1 Descricdao Entrada-Saida

A descricdo entrada-saida fornece uma relacdo matematica entre a entrada e a saida do sistema.
As propriedades do sistema sdo obtidas através da aplicacao de entradas de teste. As entradas sao
denotadas por um vetor u = [u; * - - um]T e as saidas por um vetor y = [y; - - - yq ]T . A

representacdo simplificada do sistema na forma de diagrama de blocos é mostrada na Figura 2.1.

Figura 2.1: Sistema a malha aberta.

2.1.1 Equacoes de sistemas dinamicos continuos



As equacdes diferenciais de um sistema sdo obtidas a partir das leis que descrevem o seu
comportamento no tempo. Por exemplo, a lei de Newton e a lei de tensdo e corrente de Kirchhoff
sdo a base da construcdo das equacdes de movimento para sistemas mecanicos e para sistemas
elétricos, respectivamente.

Se a relacdo entre u e y for descrita por uma equacao algébrica o sistema é dito ser estatico,
se por equacdo diferencial o sistema é dito ser dindmico. Se u e y sdo relacionados por uma
equacdo diferencial ndo linear tem-se um sistema dindmico ndo linear. Se a equacao diferencial
for linear e tiver coeficientes constantes tem-se um sistema linear e invariante no tempo. Uma
equacao diferencial linear de coeficientes constantes de ordem n é da forma:

d*y(t) d"ly(t) d"~2y(t) dy(t) _
g T gt TR gy Tt a1 Hany(t) =
d™u(t) du(t)
bmW R N ar + boul(t) (2.1)
em que y(t) € a saida e u(t) é aentradaea;,i=1,---,n, b;,i=0, - - -,m constantes com m < n.

Exemplo 2.1 Considere o circuito RC mostrado na Figura 2.2 com entrada v, e saida a corrente

i na malha. Suponha que a corrente é medida por um sensor de efeito hall com ganho a. Obter a
equacdo diferencial relacionando a tensdo de entrada de tensdo e a saida de tensdo dada pelo
sensor.

R C

Ve _ V

o—dSEeNsor
%

S
Figura 2.2: Circuito RC.

A equagdo da malha de tensdo é:



1 t
Rz + 6 /0 tdt = ’Ue(t).

Neste caso, a saida é proporcional a corrente, ou seja, y = v, = ai e a entrada u = ve, e a
equacdo diferencial é:

dy

= ti=b
dt+a1y() 1

du(t)
dt

Exemplo 2.2 Considere o motor de corrente continua (CC) descrito pelo diagrama
eletromecdnico equivalente mostrado na Figura 2.3 com pardmetros definidos na Tabela 2.1.
Obter as equagdes de movimento do rotor, circuito elétrico da armadura e obter a equagdo
diferencial do motor CC para a velocidade e tensdo aplicada na armadura.

Figura 2.3: Diagrama eletromecanico do motor CC.

Tabela 2.1: Parametros do motor

Parametros Elétricos Parametros Mecanicos

R, resisténcia armadura [Q] J momento inércia [N m s2/rad]
L, indutancia armadura [H] B coeficiente atrito viscoso [N m s/rad]

K, constante da forga contra eletromotriz [V s/rad] F coeficiente atrito estatico [N m]



Kt constante torque [N m/A]

Utilizando a lei de Newton para sistemas rotacionais obtém-se a equag¢do do torque:

T.(t) = Kyia(t) = J%w(t) + Bw(t) + F

Por sua vez, utilizando a lei de tensdo de Kirchhoff obtém-se a equagdo da tensdo:

va(t) = Raia(t) + La%ia(t) + Kow(t).

Usando o operador diferencial dipode-se obter i, (t) da equagdo do torque com F = 0 na forma:
t

'a:_ J— B y
= Ma TP

a qual substituida na equagdo da tensdo fornece a equagdo diferencial de ordem 2 relacionando
a saiday = w e a entrada u = v, aplicada na armadura dada por:

d’y(t) dy(t)

+a1—— +a t :but
dt? 1 dt 23/() 0 ()
com ay = feptpel, a; = LFEREe by = 75

Diversos exemplos da construcdo do modelo de equagdes diferenciais de sistemas podem ser
encontrados em Franklin, Powell & Emami-Naeini (1994) e Ogata (1997).

2.1.2 Equacoes de sistemas dinamicos discretos



Sistemas dindmicos discretos podem ser descritos por equagoes a diferenca. A forma mais geral
de escrever uma equacao a diferenca linear de coeficientes constantes de ordem n é

yk+n)+ay(k+n—1)+ - +an—2y(k +2) + an_1y(k + 1) + any(k) =
bpu(k +m) 4 -+ byu(k + 1) + bou(k)
(2.2)

em que k € o instante de tempo, y(k) € a saida e u(k) aentradaeq;,i=1,---,n, b;,i=0, - - ,m
sdo constantes com m < n.

Exemplo 2.3 Considere o ciclo de uma populagdo de plantas daninhas mostrado na Figura 2.4.
Descrever a dindmica de plantas daninhas anuais através de fatores dependentes e
independentes da densidade de plantas e do nimero de sementes por drea (densidade de
sementes) nos sucessivos ciclos a partir do niimero de sementes do ciclo inicial (Sakai 2001).






Figura 2.4: Ciclo de vida de plantas daninhas anuais.

Assim, a densidade de sementes existentes no ciclo k+1 é determinada pela densidade de
sementes do ciclo anterior k:

y(k+1) = gosy(k)+ (1 —g)vy(k)
= (gos+ (1 —g)v)y(k)

em que y é o niimero de sementes por drea, g, 0, S e vV sdo as taxas de sucesso de germinagdo,
floragdo, produtividade (nimero de sementes produzidas por planta) e de sementes vidveis no
solo no ciclo sequinte, respectivamente. O segundo termo representa as geragoes sobrepostas e
portanto, se ndo ficaram sementes no solo durante um ciclo implica v = 0. O modelo descrito
para a densidade de sementes pode ser reconhecido como uma equagdo a diferenca do tipo (2.2)
comn=1eu=0.

A densidade de plantulas de daninhas denotada q pode ser expressa por q(k) = gy(k). Em
geral, os pardmetros o e s do modelo da densidade de sementes sdo dependentes de q levando a
um modelo ndo linear em y.

2.1.3 Convolucgao entre a entrada e saida

Se o sistema estiver em repouso ou relaxado quando a entrada u for aplicada, a saida y de um
sistema linear pode também ser descrita pela convolugdo. A seguir, o sistema é representado por
um operador denotado H.

Definicdo 2.1 Um sistema é dito ser relaxado em t, se e sO se a saida y[t,, o) é excitada
unicamente por ult,, ).

Pode-se escrever:
y[to, 00) = Hulto, 00) (2.3)

ou simplesmente y = Hu.

Definicao 2.2 Um sistema é dito ser causal ou ndo antecipatorio se a saida do sistema no
instante t ndo depender da entrada aplicada depois do tempo t; depende apenas da entrada
aplicada no tempo t e antes do tempo t.

Para um sistema causal e relaxado pode-se escrever:

y(t) = Hu(_ooys) para tpem (—o0,00) (2.4)



Definicdo 2.3 Um operador € linear se para entradas u, e u, obter-se:

H(a1u1 + O{Q”UJQ) = a1 Huy + asHus (25)

Para sistemas lineares e relaxados o operador H pode ser descrito em termos de uma integral ou
somatdrio, usando a funcdo delta ou impulso de Dirac definida a seguir. Seja a funcao:

0, t<t
Salt—t) =3 =, Li<t<t;+A (2.6)
0, t>t,+A

em que 6A(t — t; ) € a chamada fungdo pulso. Se faz-se A — 0 tem-se a chamada fungdo impulso
_ lim

de Dirac ou fungdo delta 6(t — t; ) : A0

SA(t - t; ). Seja
iy = Hu. (2.7)
Aproximando u por uma série de fungoes pulsos (ver ilustracao na Figura 2.5):
u(t) m Y 6alt — ti)u(t)A (2.8)
i
e substituindo u em (2.7), para H linear, tem-se

Huw Y [HoA(t — )] u(t)A (2.9)

fazendoA - 0e Y - [tem-se:

y(t) = ]_00 Ho(t — m)u(r)dr. (2.10)

Definindo Hé(t — 1) := g(.,T ), em que a segunda variavel 7 é o tempo em que a funcdo 6 é
aplicada e a primeira o tempo em que a saida é observada, tem-se

y(t) = /OO g(t,m)u(T)dr (2.11)

— 00

em que ¢g(t,r ) é a chamada resposta impulsional do sistema. A integral (2.11) é a chamada
integral de superposicdo. Portanto, se g(t,t ) for conhecida, a saida y(t) pode ser obtida para todo
t.
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Figura 2.5: Representacdo da entrada por uma soma de fungées pulso.

Observacao 2.1 Um sistema linear relaxado pode ser interpretado como um operador linear
que mapeia o espago de fungbes continuas por parte em (-, ©) em outro espago de fungoes
continuas por parte.

Para chegar a conhecida integral de convolucdo do sistema este deve ser fixo, ou estaciondario
0 que significa que as suas caracteristicas ndo mudam com o tempo. Um sistema fixo ou
estacionario é dito ser invariante no tempo. A definicdo de invariancia no tempo é dada a seguir.

Definicao 2.4 Um sistema linear e relaxado é invariante no tempo se e so se

HOu— 6 uHu = Qgy (2.12)
para Yue ¥ acom Q, o operador de deslocamento definido por Q, u(t) = u(t + a), V.

A resposta impulsional g(t,r ) de um sistema relaxado e invariante no tempo depende apenas da
diferenca t — 7. De fato, pela definicdo de invariancia no tempo tem-se:

QugluT) = QuH it —7) = HQudt—T) (2.13)
e, usando a definicao de g(t,7 ), pode-se escrever:
Hé(t — (14 ) =g(.,7+ a). (2.14)

Agora, pela definigdo de Q, , da equagdo Q, g(.,r ) = ¢g(.,T + a) tem-se que para o sistema ser
invariante no tempo deve-se ter g(t,7 ) = g(t+a,t +a), V1, t, e a. Escolhendo o = -1, tem-se g(t,7)



=g(t-10)=g( - 1), Vt, T (lembrar que g(t) é a resposta impulsional a uma entrada impulso
aplicada em 7 = 0). Pode-se concluir entdo que a resposta impulsional de um sistema linear
relaxado e invariante no tempo depende apenas da diferenca entre t e 7. Portanto, pode-se obter a
resposta y(t) em termos da chamada integral de convolucao:

y(t) = /OO g(t — T)u(r)dr

XD

— g(®)xult (2.15)

em que a saida depende da entrada no intervalo [0 oo]. Se o sistema for causal, a saida depende da
entrada no intervalo [0 t]. Um sistema dinamico causal é portanto um sistema cuja saida no
tempo t denotada y(t) depende da entrada denotada u(t) no intervalo [0 t]. Se a saida de um
sistema em t = t; depender somente da entrada aplicada em ¢ = t; o sistema € chamado sistema

instantaneo ou sistema sem memoria ou sistema estatico. Entdo, para um sistema estatico, a saida
no tempo t s6 depende da entrada no tempo ¢ e a integral de convolugdo torna-se:

y(t) = Ku(t) (2.16)

em que g(t) = K§(t), com §(t) a funcdo impulso definida anteriormente, a qual descreve um sinal
intenso mas de duracao muito curta que com as seguintes propriedades:

§(t) =0, t 40, (2.17)
/Oo S(t)dt = 1. (2.18)

Para o caso discreto a resposta ao impulso pode ser obtida de forma andloga ao caso
continuo. Sejam {u(kT,)} sequéncia de entrada, {y(kT,)} sequéncia de saida com k € N e T, o

periodo da amostragem. Sem perda de generalidade u(kT,) := u(k) e y(kT,) := y(k), k=10, 1, 2, - -

- . Tratando-se de sistemas lineares pode-se descrever a saida como uma sequéncia ponderada da
entrada:

y(k) = ) g(k,m)u(m) (2.19)

y(k) =Y g(km)u(m) (2.20)

com u(k) = 8(k) dada por



3(k) = { (1) ]Z;% (2.21)

ou seja, y(k) = g(k), k> 0.
Para um sistema causal, tem-se g(k,m) = 0, k < m e portanto:

wlh] = Z g(k,m)u(m) (2.22)

m=0

E, para um sistema invariante no tempo tem-se:
g(kym) =gk —m),k >m (2.23)

fornecendo o somatério de convolugao:

k)= gk —m)u(m),k=0,1,.. (2.24)

m=0

2.1.4 Funcoes de transferéncia

Para a entrada u(t) do tipo exponencial a saida y(t) vai ser também do tipo exponencial. Para ver
isso, usar u(t) = estem (2.15) e obter y(t) = G(s)est, G(s) é a chamada funcdo de transferéncia do
sistema e é definida como a transformada de Laplace da resposta impulsional g(t):

G(s) = / " gttt (2.25)

Em (2.25) usou-se a transformada de Laplace unilateral, uma vez que foi considerado que o
sistema é causal, isto é, g(t) = 0, t < 0. A existéncia da transformada depende da convergéncia da
integral em (2.25) (ver Geromel & Palhares (2004)). Por exemplo, se f (t) = eo t com o real,
entdo, (2.25) existe se Re s > g. Neste caso, o plano complexo Re s > ¢ é chamado de regido de
convergeéncia.

A funcdo de transferéncia é definida para sistemas lineares invariantes no tempo e pode ser
interpretada como a relacdo entrada-saida:

G(s) = zg (2.26)

A relacdo entrada-saida também pode ser obtida via a equacdo diferencial do sistema.
Considere novamente a equacao diferencial de coeficientes constantes (2.1). Dada a entrada u(t),
t >0, a saida y(t), t > 0 pode ser determinada se as condi¢Ges iniciais:



u(0) = [u(07),a(07),--- ,u™"1(07)] (2.27)
bem como
y(0) = [y(07),5(07), -+ 5"~ (07)] (2.28)

forem conhecidas. A transformada de Laplace da derivada é dada por:

dy

L] = sy(s) —y(07). (2.29)

A transformada da derivada segunda pode ser obtida de (2.29):

d2y

Y = 2P0

= s%y(s) —sy(07) —y(07). (2.30)

Assim, usando a propriedade de diferenciacdo no tempo da transformada de Laplace n vezes
tem-se:

g[%] — Sny(S) — s”_ly(O_) S p— Syn—Q(O—) _ yn—l(o_)- (231)

A solucdo entdo pode ser escrita da forma:

P(s,y(0) — Q(s,u(0)) = N(s)

y(s) = D) + D(S)u(s) (2.32)
em que
D(s) = s"+as" '+---tay (2.33)
N(s) = bps™ +by,_1s™ 14 + by, (2.34)
P(sy(0)) = s"'y(07)+s"2g(07) +s"2G(07) +--- +4"71(07)
+ ar(s"Y(07) + -+ " H0T)) 4+ 4 an—1y(07) (2.35)
Q(5,u(0)) = bp(s™ 1u(07) + s 24(07) + ™ 34(07) 4+ -+ -+ u™TH(07))
+ b1 (™ 2u(07) 4 - 4 u™2(07)) + - -+ + byu(07). (2.36)

E a funcdo de transferéncia G(s) é obtida por:



N(s)

G(s) = 5 oL (2.37)
Obtendo a inversa de (2.32) obtém-se:
y(t) = yo(t) + yu (). (2.38)

O primeiro termo de (2.38) depois da igualdade corresponde a resposta a condi¢Oes iniciais
denotada y(t) e o segundo a resposta a entrada denotada yu(t). O polinémio dado por D(s) é

conhecido por polindmio caracteristico.

Exemplo 2.4 Um sistema é especificado pela equagdo diferencial:

3 2 2 du

d>y d-y dy
TY 4% 1% L 14— 4 g 4u
a3 T tae g T dt2+ T

com condigdes iniciais y"(07) =1, u" (07), y'(07) =3, y(07) = 2.
Aplicando Laplace, obtém-se y(s) na forma de (2.32) com:

N(s) = bas®+bis+bo

D(s) = 8 Lays® - apsag
P(sy(07)) = s*y(07) + sy(07) +§(07) + a1 (sy(07) +5(07) + azy(07)
Q(5u(07)) = ba(su(07) +(07)) + bru(07)

emquea; =4, as =11, a3 =14 eby =4, by =2, bg = 1.

A funcdo de transferéncia pode também ser derivada da integral de convolucao (2.15), aplicando
a transformada de Laplace em ambos os lados para t, = 0, como segue:

y(s) = /0 B [ fo t g(t —T)u(r)dT] et dt (2.39)

Uma vez que o sistema é causal tem-se g(t — ) = 0 para 7 > t, entao

y(s) = /0 B l /0 gt — ’r)u(r)dfr] e~stdt. (2.40)

Mudando a ordem de integragao tem-se:



y(s) = fo h [ /0 - T)e—stdt} u(r)dr (2.41)

e usando a propriedade de deslocamento da transformada de Laplace: L [g(t — T )] = e7st G(s)
tem-se:

y(s) = G(s)/ e *Tu(r)dr (2.42)
0
e o resultado segue.

2.1.5 Polos e zeros

Os valores de s = z; tais que G(z; ) = 0 sdo chamados zeros e os valores de s = p; tais que G(p; ) =

oo sdo chamados polos. Os polos determinam o comportamento natural do sistema ou modo nao
forcado ou simplesmente modo e os zeros bloqueiam a transmissdo de frequéncia s coincidindo
com a locagdo dos zeros. Se z; = pj ocorre cancelamento e portanto, a ordem do sistema € dada

pelo grau do denominador com N (s) e D(s) coprimos. Usando o conceito de causalidade,
conclui-se que nenhum sistema fisico possui n < m, ou seja um nimero maior de zeros do que
polos, pois, indicaria que a resposta no tempo t dependeria da entrada ocorrendo em tempo
futuro maior que t.

Exercicio 2.1 Usando os comandos Matlab abaixo plotar o grdfico de G(s) e o mapa de polos e
zeros. Verificar que no zero tem-se um vale com G(—4) = 0 e no polo um pico.

clear all; close all; clc;

[x,y] = meshgrid(-6:0.125:6);

z = 10*abs(x+i*y+4)./abs(x+i*y+2);
figure(1)

meshc(x,y,z);

axis([-9 4 -9 4 -1 20));

s=tf(‘s’);
G=10%*(s+4)/(s+2);
figure(2)
pzmap(G)

Usando os comandos Matlab dados a seguir, obter os polos, zeros e ordem dos sistemas

G,(s) e Gy(s).

s=tf(‘s’);

G1=(2*s+10)/(s"3+8*s"\2+19*s+12)
G2=(s"\3+12*sA2+29*s+18)/(s*(s"\3+41*sA\2+528*s+2160))
zpk(G1); zpk(G2) pole(G1);



pole(G2);order(G1);order(G2)

Exercicio 2.2 Considere as equacdes diferenciais do motor CC obtidas no Exemplo 2.2. Pede-
se:

1. A partir das equagdes de torque e tensdo com F = 0 determinar as seguintes fungdes de
transferéncia:

Gi(s) = w(s) Ga(s) = 0(s) Ga(s) = ia(8) Gals) = T.(s)

Vg ($) Vg (8) Va($) Vg (8)
w(s) 0(s)
G = G o
2. Usando blocos de integradores obter o diagrama de blocos do motor para entrada v, (s) e

saida 0(s).
3. Incluir um torque de perturbagdo e refazer o diagrama de blocos do item 2.
4. A partir dos diagramas de blocos obtidos nos itens 2 e 3 obter as fungdes de transferéncia
G2(s) e G4(s).
2.1.6 Resposta impulsional e modos

A resposta impulsional de um sistema dindmico denotada g(t) é definida como a transformada
inversa da funcdo de transferéncia G(s) é composta pela soma de termos chamados modos os
quais sdo determinados pelos polos p; . Os modos sdo do tipo epit, i = 1,2, . . . ,n, epit, tepit, t2epit, -

© -, tm_,epit, eRe(pi)t cos(Im(p; )t) e eRe(pi)sen(Im(p; )t) para o caso de polos reais simples, polos
de multiplicidade m e polos complexos, respectivamente.

Exemplo 2.5 Considere a fung¢do de transferéncia:

s+1
(s+2)(s2+2s+5)

G(s) =

Pede-se os polos p,, p2, p* e os coeficientes c;, c2, c* usando a transformada inversa de . 2

Laplace.

A resposta impulsional g(t) é da forma:

g(t) = (c1€P? + cpeP?t 4 cheP2t)1(t)



com 1(t) a fungdo degrau unitdrio. Por inspeg¢do da fungdo de transferéncia tem-se que os polos
sdo -2, — 1 + 2j. Assim,

g(t) = c1e™2 + Re(co)e™ [/ + 72! 4 jIm(c)e™ M [[72! — e792).

Utilizando a férmula de Euler tem-se:
g(t) = c1e 2 + 2Re(cp)e " teos2t + 2Im(cy)e P sent
em que ¢ = —1/5, co =1/2+ j1/5. No Matlab utilizam-se os comandos:

syms t s
num=(s+1); den=(s+2)*(s/2+2*s+5);
ilaplace(num/den);

o0 que fornece:

il 2
glt) = _56—2:5 + e Tcos2t + ge_tsen%.

Exercicio 2.3 Para o Exemplo 2.4 obter a solugdo y(t) para condigdes iniciais nulas e entrada
do tipo degrau.

2.1.7 Teoremas do valor inicial e final

Para obter o valor inicial e final da resposta do sistema a partir da funcdo de transferéncia, os
seguintes resultados sao uteis.

Teorema 2.1 (Valor final) Se as transformadas de y(t) e da sua derivada forem definidas, entdo,

lim y(t) = lim sy(s). (2.43)

t—oo s—0

Prova: A transformada de Laplace da derivada é:

c{ M0} = o) - w00

oody ot
— —Z e % dt 2.44
f_ v, (2.44)

entao,



. v “dy _,,
tigfeu(e) ~ 07 = i | [~ Yeal
= y(t) o2
= lim y(t) —y(07) (2.45)
e tem-se lim  lim lim y(t) = lim sy(s).

t—»008§—> 00

Teorema 2.2 (Valor inicial) Se as transformadas de y(t) e da sua derivada forem definidas,
entdo,

y(07) = lim sy(s). (2.46)

§— 00

Prova: Para verificar estes teoremas, considere a transformada de Laplace da derivada, dada por:

c{ B2 = e - w0

dt
= dy st
= —e %dt 2.47
|2 (2.47)
entao,
ot oo
— _ dy —st dy —st
sy(s) —y(07) = / ¢ dt+/0+ ¢ dt
= yt) |2 +/ —J =Sty
y( ) 0 0+ dte
+ - Tdy g
= y(07)—y(07)+ —e *tdt (2.48)
o+ dt
e tem-se:
lim sy(s) = »(07)+ lim h d—ye_Stdt
5§—00 s—=00 Jo+ dt

+ t S— 00

_ + = d_y im e—St

= y(0 )+]0 (1 )dt

= y(07T). (2.49)
O

Note que a existéncia dos limites é garantida se os polos de sy(s) estdao localizados no semiplano
esquerdo do plano-s e se o sistema é estritamente proprio, ou seja, n > m, para o caso do valor



final e valor inicial, respectivamente.

Exemplo 2.6 Determinar os valores final e inicial de y(t) para uma entrada degrau unitdrio do
sistema descrito pela fungdo de transferéncia:

10s + 50
(s +2)(s+4)(s? +4s+5)

Uma vez que os polos de sy(s) sao {—2, -4, -2 + i}, pode-se aplicar (2.43) e obter limt- o y(t)
= 1,25. Por outro lado, uma vez que m = 1 e n = 4, pode-se aplicar (2.46) e obter y(0+) = 0. Para
conferir, pode-se encontrar a solucdo y a uma entrada degrau unitario e obter via comandos
Matlab:

G(s) =

Syms s;
y=(10*s+50)/(s*(s+2)*(s+4)*(s\\2+4*s+5));

y=ilaplace(y)

y= exp(-4*t)/4-(15*exp(-2*t))/2+6*exp(-2*t)*(cos(t)-sin(t)/3)+5/4

Aplicando o limite, os mesmos resultados dos Teoremas 2.1 e 2.2 sdo obtidos.

2.1.8 Funcao transferéncia a partir da equacao a diferenca

A funcao de transferéncia de equacgao a diferenca é obtida a partir da chamada transformada Z. A
transformada Z é uma aplicacdao matematica que faz corresponder a cada sequéncia de niimeros,
uma funcao da variavel complexa z. A transformada Z de uma sequéncia discreta u(k) denotada
por u(z) é definida como:

u(z) = Zu(k)]

= i u(k)z=". (2.50)
k=0

A funcdo de transferéncia discreta da equacao a diferenca é obtida usando a propriedade de
deslocamento da transformada Z: Z{y(k + 1)} = zy(z) — zy(0). Para obter Z{y(k + 2)} aplicar 2
vezes a propriedade acima: Z{y(k + 2)} = znZ{y(k + 2)} —zy(1) = z2y(z) — zy(1) — z2y(0). Assim,
obtém-se Z{y(k + n)} = zny(z) — ),n_; z7j y(j). A descrigdo de um processo é dada na forma de
uma equacdo diferenca com o deslocamento para tras do tipo:

y(k) + ary(k —1) + ay(k —2) + -+ + any(k — n)
=bpulk = 1)+ by _1u(k —2) + -+ - + bou(k — m). (2.51)



Defina o operador deslocamento unitéario z; por Z{y(k — 1)} = z_,y(k). E o operador andlogo ao

operador diferencial no dominio do tempo continuo. Através das propriedades o operador
deslocamento, pode-se entdo rescrever (2.51) como:

y(z)+a1z*1y(z)+agz*2y(2)+- ctanz My(z) = bmu(z)—l—bm_lzflu(z)—l—- cotbozTMu(2)

com o operador deslocamento unitario aplicado n vezes tem-se Z{y(k — n)} = z ny(k) com as
condicdes iniciais iguais a zero, ou seja, y(-1) =y(-2)=-- - =y(-n)=0eu(-1)=u(-2)=- - - =
u(—-m) = 0. Entdo, a sua funcao de transferéncia é dada por:

_ bt bz e bz
 apzl4agz 2 tazm

G(2) (2.52)

Analogamente ao caso continuo, a resposta impulsional de um sistema dinamico denotada
g(k) é definida como a transformada inversa da funcdo de transferéncia G(k) é composta de uma
combinagdo de termos chamados modos os quais sdo determinados pelos polos p; . Os modos sdo

associados aos polos pl.( ,i=1,2,...,n, esdo do tipo: pl_(, kplf, kZpl.( v, k1 plf, rk cos (B), r¥ sen
i i i i

(B)), p; = relP, para o caso de polos reais simples, polos de multiplicidade m e polos complexos,
respectivamente. A solucdo é da forma:

g(k)) = (Cl + CQk + CSkQ SIECEEE s ka:m_l)pi‘c + cm—i—lpﬁp{»l +-+ cnpfr (253)

Exemplo 2.7 Determinar os valores final e inicial de y(k) para uma entrada degrau unitdrio do
sistema descrito pela fungdo de transferéncia:

10z + 5
(z4+0,5)(2%2 +22+5)

O valor inicial pode ser calculado a partir do limite:

G(z) =

(0] — T @(Z)—

Z—$00 1 — 21

e o valor final

lim y(k) = lim G(z).

k— 00 Z—00



Para confirmar, calcular a inversa da transformada z. Os polos sdo p; = =0,5ep, = -1+ j2e
p*=-1-j2.

Escrever:

vz) _ o e e G
2 z—1 2405 (z4+1—-3) (z4+1+7)

usando u(z) =

. e entdo determinar os coeficientes da mesma forma que no caso continuo

Cr = [(Z _pi)@]z’:m?

(z-1)
usando o teorema dos residuos:

em que a inversa correspondente a cada modo entdo pode ser obtida da tabela de transformadas
como:

C; <

el |
< — Pi

= c?l(p?:)kv 1= 17 BREYLE

O que fornece:

k k Bk * k —iBk
y(k) = co + c1(—0,5%) + co|po| elP + c5|p2|”e 1Pk
Usando o comando de Matlab obtém-se as constantes C = [c; ¢2 ¢*]:

[C P K]=residue(N,D)

com N e D o numerador e denominador de y(z)/z. Assim, obtém-se:

y(k) =co + cl(—0,5k) + 21?6(02)|pg|]<J cos(Bk) + 2]m(02)|p2|ksen(6k). (2.54)

Caso G(z) ndo possui um zero na origem, a transformada inversa pode ser obtida do Exemplo 2.7
da seguinte forma:



27— )t =1, n 2.
] e i1 259
2.1.9 Versao discreta dos teoremas do valor final e inicial

As versoes discretas dos teoremas do valor final e inicial sdo obtidas de modo analogo ao
continuo.

Teorema 2.3 Suponha que y(k) = 0 para k < 0 e que a resposta tende para uma constante tem-
se:

lim y(k) = im (1 — 27 1)y(z). (2.56)

k—oo z—1

Prova: Usa-se a transformada Z de y(k) e a propriedade de deslocamento. Isto é Z[y(k—
1] =z_,y(z). Assim,

1—2"Nyz) = yl(z)—2""y(2)
= ) (y(k) —y(k —1))z7" (2.57)
k=0

Expandindo o somatdrio chega-se ao resultado.

Teorema 2.4 Suponha y(k) = 0 para k < 0. Entdo,

y(0) = lim y(2). (2.58)

Z—> 00

Prova: Para obter o valor inicial usa-se a definicdo de transformada Z:

oo

y(z) =) ulk)=™" (2.59)

0

Tomando o limite de todos os termos do somatério de y(z) para k — o o resultado segue.

No Capitulo 7 técnicas de discretizacao de sistemas e de amostragem de sinais e sistemas
incluindo a correspondéncia entre os planos complexos s e z sdo apresentadas. No Apéndice A
sao apresentadas as principais propriedades da transformada Z assim como uma tabela das
transformadas de fungoes basicas. Um texto completo e didatico em transformadas de Laplace
pode ser encontrado em Geromel & Palhares (2004) e em transformadas s e z em Castrucci et al.
(2011).

2.2 Descricao Espaco de Estado



Equagdes diferenciais organizadas como um conjunto de equagdes diferenciais de 1, ordem

simultaneas, definindo um vetor de estado, cuja solucdo é dada por uma trajetéria no espago
vetorial formando uma equacdo vetorial denominada espaco de estado. A descricdo espaco de
estado é composta pelas equacdes de estado e de saida como segue:

T = F(z,u)

v — Hiow) (2.60)

com u € Rm a entrada, y € Rq a saida e x € n o chamado estado e F (.,.) e H(.,.) sdo vetores de
dimensdes apropriadas.

Defini¢do 2.5 O estado de um sistema em t,, x(t,), € a quantidade de informagdo em t, que,
juntamente com u € [t;,0) determina unicamente o comportamento do sistema para todo t > t, e
descreve a distribuicdo de energia interna do sistema.

Pode-se associar cada componente do vetor de estado denotado variavel de estado a
armazenadores de energia. Por exemplo, posicao (energia potencial), velocidade (energia
cinética), tensdo no capacitor (energia elétrica) e corrente no indutor (energia magnética).

Exemplo 2.8 Considere o circuito RLC mostrado na Figura 2.6 abaixo com R; = R2 = R3 = 1Q,

L = 1H e C =1F. A representagdo espa¢o de estado pode ser obtida escolhendo como varidveis
de estado a tensdo no capacitor e a corrente no indutor. Por inspegdo,

i, &

— W

Vi

+
U <+) X

Figura 2.6: Circuito RLC.

usando a lei de correntes de Kirchoff pode-se obter:
1H=U—T1,V] =U—T1,V2 =T
lg = £2,0U3 = L2,V = &1 — U3

Portanto, a representagdo € a seguinte:



1 = 11— 13 —I1

= U —2r1 — Ty

&
X
|

1 — T9.

Assim, com a solugdo das equagoes de estado e saida, todas as tensbes e correntes do circuito
RLC podem ser calculadas. A representagdo espago de estado, com a saida definida como a
tensdo v3, é entdo:

. [ -2 -1 . [2
SE’—-l_ll‘Ou

i = 0 1}:1:

Exemplo 2.9 Considere um péndulo simples ilustrado na Figura 2.7. Obter a equag¢do de
movimento rotacional em torno do centro de massa pela segunda lei de Newton:

la="1T

em que T é a soma dos torques atuantes na massa dado em N.m, I é o momento de inércia em
torno centro de massa dado em Kg.m2, a é a aceleragdo angular do corpo dada por rad/s2.

As forgas que atuam na massa m sdo a tragdo no fio e o peso mg em que mg = mgcos(6) +
mgsen(0). A primeira componente do peso é anulada pela for¢ca de tragdo no fio. Assim, os
torques sobre o péndulo sdo o torque aplicado denotado Tu e o torque devido a for¢a peso mg
dado por mgf sen(6). Aplicando a lei de Newton tem-se:

10 = T\, — mglsen()



e entdo

_ g
0 = — gsen(ﬂ)

com I = mf2 no suporte. O modelo espago de estado pode ser construido definindo como estado a
posig¢do 0 e a velocidade 0", u = Tue y = 8. Assim, obtém-se:

5531 = éZZJCQ
J g b

e = 0= — =senri — —=I9
meé2 / mie?

em que foi introduzido o torque devido ao atrito viscoso b para considerar amortecimento no
movimento. O diagrama de simulagdo para uma entrada degrau é mostrado na Figura 2.8. Na
forma vetorial tem-se:

. - 0
5 = g b + 1 U
—=sen(xry) — —5 w2 proy2>

¢ mi?




Figura 2.7: Esquematico das forcas no péndulo.

x1/dt 7| x JE=
,,,,,,,, | —
(g/D)*(sin(x1)) |
oo 212 ] e
» 1/ (m*(1"2 >+ s 5
— (m*(1"2)) velocidade
WIGgHE = o

Figura 2.8: Diagrama simulink das equacoes do péndulo.

2.2.1 Linearizacao local

Considere um sistema da forma
T = F(z;u) (2.61)

onde x é o vetor de estado, u o vetor de controle e F (.,.) composto de fungoes suaves.



Definicao 2.6 Um estado xe é um estado de equilibrio ou ponto de equilibrio do sistema se uma
vez igual x(t) igual a xe,x(t) permanece em x, para todo tempo futuro.

Podemos estudar o comportamento de sistemas na vizinhanca do ponto de equilibrio),
fazendo uma linearizagdo neste ponto. Suponha que xe,u, seja um ponto de equilibrio de (2.61).

Para uma pequena perturbacdo z e v tem-se
T=2Te+ 2, =1+ 0. (2.62)

Substituindo agora (2.62) em (2.61) obtém-se:

2= F(ze + zue +v). (2.63)
Assim, translada-se o ponto de equilibrio (xe,ue) de (2.61) no ponto (ze,ve) de (2.63).
Aproximacao de Taylor

Supondo F na classe de funcdes diferenciaveis C2, pode-se expandir (2.63) em uma série de
Taylor em torno do ponto (xe,ue), e entao:

2= F(xe,ue)+ [grade]T|m W 2t [g7'aduF]T| v+ (termos ordem superior) (2.64)

Leslle

em que [gradxF ]T= S—F e [grad F1* S—F sdo as matrizes Jacobianas de F (x,u) em relacdo a x e u,
X X

respectivamente. Dessa forma:

¢~ [grad,F]"

z+ [grad,F]" ‘m v=Az+ Bv (2.65)

T, Ue e

com A e B calculadas em (xe,ue) como segue:

OF, OF, - OF, OF, OF, - OF,
ox ox ox ou ou ou
oy OF, . oF oFy OF, . 0F
A= ory Oxo Ox., B— Ouq Ous Oum
OF, oF, .. OF, OF, oF, .. OF,
dr1  Oxz 0Tn - =z, u=u, ouy Ouz Oum - =z, u=u,

A equacgdo da saida linearizada pode ser obtida de forma analoga, ou seja, y # [gradxH]T |x ,u +
[graduH]T |x ,u. Para um sistema linear com x, = 0 e u, = 0 tem-se portanto:

T = 0T+t @GnTn +bpur + -+ bipun (2.66)
yj = cji:cl -|- Sisd; @ —|— cjnl'n —|— djlxj —|— et —|— djnum (267)

o que fornece parai=1,---,nej=1,--- p:



aq1 S P b1 oo bim

A= ,B=|:
n1 Unn bnl bnm
c11 ces Cip d11 oo dim
g= D=
i 5 Con Ty A

Figura 2.9: Diagrama de blocos.

Exercicio 2.4 A equagdo para o nivel do sistema de escoamento ilustrado na Figura 2.10 é da
seguinte forma

h=——(Qi— Qo)

em que Qo € a vazdo de saida e Q; = Kj(h) é a vazdo de entrada com K = nf Af j(2g) para n; o
numero de furos e AT a drea do trapézio. Para K = 0.13 10-2[m3s_,2] e AT = 6.75,0-3[m2]
pede-se a equagdo do sistema linearizado para o nivel em torno de h, = 0.08m.

Férmula de linearizacio de Teixeira e Zak

Considere um caso especial de (2.61):
& = F(z)+ G(u). (2.68)

Teixeira & Zak (1999) introduziram uma férmula de aproximacio local de sistemas ndo-lineares,
que produz uma boa aproximacdo do sistema na vizinhanca do pontos de operacdao escolhidos,



mesmo que estes ndo sejam pontos de equilibrio. Considere x um ponto de operacdo, nio
necessariamente um ponto de equilibrio. O objetivo é obter matrizes

ié

Figura 2.10: Sistema de escoamento.

A e B de dimensdes apropriadas, tais que na vizinhanga de x o sistema (2.68) possa ser descrito
por

F(z) + G(x)u ~ Az + Bu, para todo u (2.69)

F(z) + G(Z)u = AZ + Bu, para todo u (2.70)



para F (.), G(.), x e u como anteriormente definidos. Dado que u é arbitrario, tem-se G(x ) = B.
Desta forma, o procedimento se reduz a encontrar a matriz A de forma que na vizinhanca de x
tem-se

F(z) = Az (2.71)

F(z) = Az. (2:72)
Seja aT a i-ésima linha da matriz A. Entdo (2.71) pode ser representado por
Fi(z) = al (2.73)

em que o i-ésimo componente de F é F; : Rn —» R. Expandindo (2.73) em torno de x e
desprezando os termos de ordem superior a dois tem-se

Fy(Z) + VIE(%)(z — %) = of (z — T). (2.74)

OF;
em que [gradxF; ]T = a—’ € o gradiente de F; (x). O objetivo é encontrar g; que seja 0 mais
X

proximo possivel de VT F; (x ) e satisfaz aTx = VTF, (x ). Seja

(2

1 _
E = §||VTF7;(33) —aj || (2.75)
Pode-se chegar ao seguinte problema de otimizacdo convexo:

minimizar ,, £
sujeito a  al' T = F;(7).

i

(2.76)

Uma condicdo necessaria de primeira ordem para o minimo de E é também suficiente
(Chong & Zak 1996). As condicdes de primeira ordem para o problema de otimizagao (2.76) sao

Vo, E+ AV, (al 2o — Fy(z)) =0, (2.77)

al' z = Fi(z). (2.78)

A solugdo do problema de otimizacdo acima é dada por



(%) — T VF(z
a; = VF(Z)+ Az) HQVF@( )5:;:5 £ 0 (2.79)

(k2

em que g, sdo as colunas da matriz A, VF; (x ) € o gradiente de F; (.) calculado em relagdo a x,

x € o ponto de linearizacdo escolhido e Ix I é a norma-2 do vetor x . Esta formula é
referenciada como férmula de linearizacdo de Teixeira & Zak (1999) e produz aproximacdes
lineares em vez de afins, geralmente obtidas da férmula de linearizacdo de Taylor. Para verificar
esta afirmacdo, considere a férmula de linearizacao de Taylor apresentada acima:

_om(a . OF(z)
A=VF() =~ - (2.80)
cuja aproximacao de F (x) é dada por
F(z) ~ F(z) + VF()(z — 7). (2.81)

Desta forma, quando F (x ) # 0 esta aproximacdo produz modelos afins em vez de lineares,
como mencionado. Utilizando a férmula de linearizacdao de Teixeira e Zak, pode-se obter varias
representacdes lineares do sistema em pontos de linearizacdo escolhidos.

Exemplo 2.10 Considere o problema de controle de um péndulo invertido em um carro em
movimento, conforme ilustra a Figura 2.11. Obter os modelos lineares do pendulo em dois
pontos do espacgo de estado usando férmula de linearizagdo de Teixeira e Zak.

O movimento do péndulo pode ser descrito pelas equagées (Zhang, Chang & Karimi 2014):
:i,'l = X9
gsen(x1) — amlrisen(2x1)/2 — acos(z)u
40/3 — amt cos? (x1)

Ty =

em que x, denota o dngulo do péndulo com a vertical, x, € a velocidade angular, g = 9,8 [m/s2] é

a constante gravitacional, m é a massa do péndulo, M é a massa do carro,a=1/(m+ M), 2f é o
comprimento do péndulo e u é a for¢a aplicada ao carro. Os seguintes pardmetros foram
escolhidos: m = 2[kg], M = 8[kg] e f = 0,5[m].

O objetivo do controle é estabilizar o péndulo na faixa aproximada x; € (-1n/2,n/2). O
sistema do péndulo possui pontos de equilibrio em x; = *km, k = 0,1,2, . . ., e x2 = 0. Portanto,
escolheu-se os pontos (0,0) e (# +1/2,0) para a linearizag¢do. Através da técnica de linearizagdo
de Taylor (2.64) obtém-se o sistema linear na origem.

Seja x = F (x,u).
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Figura 2.11: Esquematico do carro com um péndulo invertido.

com

A



3751(557”) = 0
OF, B
8—56‘2( ) ) - 17
oF; _ (4£/3 — amlcos?(x1))(g cos(x1) — amlx3 cos(z1) + asen(wy)u)
3—1’1(x’u) (4¢/3 — amd cos?(x1))?
(2sen(x;) cos(z1))(gsen(xy) — amladsen(2x,)/2 — acos(zy)u)
(46/3 — aml cos?(x1))?2 ’
OF; ’ 5
a—x{)(r,u) = —ambrysen(2xy),
e
0
oF
Bloeitie) = —(Duike) = —acos(xy)
ou

40/3 — aml cos?(xq)

(Te,ue)

Na origem tem-se:

0 1
A(0,0,0) = g
40/3 — amt

0
B(0,0,0) = —a
40/3 — amt

Observe que o mesmo procedimento efetuado no ponto (~ +1/2,0) resulta em um sistema afim, ao
invés de linear, devido a presenga dos termos F (xe,ue) e —(Ax, +Bue). Para contornar este
problema serd utilizado a formula de Teixeira e Za'k.

Aplicando a formula dada na Se¢do 2.2.1 para x; = 8801/1800 e x2 = 0, tem-se



ai = [0 1],

29
7 0
2 | 7(44/3 — amlo) ’

onde ¢ = cos(880om/1800) e a; , i = 1,2, € a i-ésima linha de A. Portanto,

0 1
A(88°1/180°,0,0) = 29
w(44/3 — amlep)

A matriz B é obtida a partir da equagdo para B(xx ,uf):

0
B(88°7/180°,0,0) = —a¢
40/3 — amlp?

Substituindo os valores dos pardmetros tem-se

0 1 0
A = A(07070) = [ 16,18 0 ] ’ By = B(0,0,0) = |: —0,081 :| )
) ) _ 0 1 _ 0 0 _ 0
Ay = A(88°7/180°,0,0) — [ 121 0 } . Bs = B(88°7/180°,0,0) = [ i ] .

Exercicio 2.5 Considere as equagdes do péndulo simples mostradas no Exemplo 2.9. Usando f =
0,5 [m], m = 10 [kgl, g = 9,81 [m/s2], b = 0,04 [N s/m], simular a posicdo do péndulo ndo linear
e linear para Tu= 2 [Nm], mostrar as respostas em um mesmo grdfico.

2.2.2 Modelos lineares locais

E possivel representar exatamente certas classes de sistemas ndo lineares usando uma
combinagdo convexa de modelos lineares locais. A representacdao exata do sistema ndo linear foi
proposta por Taniguchi et al. (2001) a qual depende dos maximos e minimos das ndo
linearidades na regido de operagao e pode ser global ou ndao. Considera-se a seguinte classe de
sistema ndo linear:



2 =Y Fy(@)z;(t) + ) Gin(@us(t),i=1,--- n (2.82)
Jj=1 k=1

em que X (t) e uk (t) sdo as variaveis de estado e entrada, respectivamente. Para obter a
representacdo exata do sistema definem-se:

D={cxecR": |z, <dp},peI C{l,-- ,n} (2.83)
e
Ai51 = m(agiﬂj(:c(t)), Gije = m(u)leJ( z(t)), 4,7 =1,--- ,n (2.84)
t
b'ékl = m(ai( Gik(m(t)), blkg = HI(H)I G’ikm(t), ki — 1, e, (285)
x(t x(t

O nimero de modelos lineares é dado por r = 2, onde s é o numero de ndo linearidades. Defina:

i e(0) = PEE B (1) = 1~ i (o(6) (2:86)
vik1 (2(1)) = Giiz(;(tl)b;zbiﬂ yvik2(z(t)) = 1 — vik1 (2(2))- (2.87)

Sem perda de generalidade, suponha ndo linearidades em F12, F23, G32, G13 e entdo o numero de
modelos lineares é r = 16 e as fun¢des de ponderacao (chamadas de func¢des de pertinéncia) sao
dadas por:

hi(x(t)) = hii1 * hos1 * w321 * v131, ho(2(t)) = hi11 * hos1 * U321 * V132
h3(xz(t)) = hii1 * hos1 * w32 * w131, ha(z(t)) = hi11 * hos1 * U3z * V132
hs(z(t)) = hi11 * hosa * v321 * v131, he(x(t)) = hi11 * hazo * U321 * V132
he(z(t)) = hi1g * hogo * v3g * v131, he(@(t)) = hi11 * hos * v322 * V132
ho(x(t)) = hi12 * hos1 * w321 * v131, h1o(x(t)) = 112 * hosy * v321 * V132
hi1(z(t)) = hi1o * hos1 * v3g2 * v131, hi2(z(t)) = hi12 * has1 * v322 * V132
hiz(z(t)) = hi12 * hoso * v321 * v131, h1a(2(t)) = hi12 * hoga * v321 * V132
his(z(t)) = hi1o * hogo * V399 * V131, hig(z(t)) = hi12 * hog1 * V32 * V132

(2.88)
Portanto, o sistema nao linear pode ser exatamente representado por:
1i
B(t) =Y hi(x(t))(Aiz(t) + Byw) (2.89)
i=1

no conjunto D e ', _, 1 h; = 1. A obtengdo dos modelos locais A; ,B;,i =1, - - - ,r € ilustrada no
seguinte exemplo.



Exemplo 2.11 Considere o sistema ndo linear:
i’1 = I (t)
Ty = xq1(t)cos(xza(t)) — x3(t)
x1(t)zs(t) + (1 + 0,5sen(xs(t)))u(t).

3

O sistema pode ser escrito como:

0 1 0 0
= | cos(za(t)) 0 -1 + 0
0 0 x1(t) (1 4 0,5sin(x3(t)))u(t).

As ndo linearidades sdo:

Fo1(z(t)) = cos(xa(t))
Fz3(z(t)) = a1(2)
Gsi(xz(t)) = 1+ 0,5sen(x3(t)).

Pede-se obter os modelos linearizados do sistema para representar exatamente o sistema ndo
linear.

Defina:
azi1 = maxyqycos(x(t)), aziz = ming{cos(z2(t)}
agzr = MaTy)T1(t)), asse = mingTi(t)
bat1 = mazy{l + 0,55en(w3(t))}
bg1a = minw(t){l + 0,586%(1‘3(15))}.

Escolhendo o intervalo para x; como {-5 < x; < 5}, tem-se:



|
|
ek

as11 = 1, a219

|
ot
=
Y
o
o
|
|
Ut

331
bs11 = 1,5, b312 =0,5

Foy —aggs cos(za(t)) +1

ho11 = = yhota =1 — ho1q
211 — 212 2
F33 —aszs1  x1(t) +5
hsz1 = = ®) ,hgzg =1 — has;
a33] — (332 10
G31 = 6312 SeEN\ I3 t)) + 1
U311 = barr — bar = ( 2( ) , U312 = 1 —v311.

Entdo, as fungdes de pertinéncia sdo dadas por:

hi = ho11h331v311, ho = ho12h331v311
hs = ha11h332v311, ha = ha12h332v311
hs = h211h331v312, he = h212h3310312
h7 = ho11h332v312, hs = ha12h3320319.

Portanto, o sistema ndo linear pode ser exatamente representado por:

8
i(t) = 3 hile(t))(Aiz(t) + Byu)
!

no conjunto D = {x € R3: -5 <x1 <5} com:



01 0 01 0
A = 1 0 -1 |, A=| -1 0 -1
| 00 5 0 0 5
C 0 1 0 0 1 0
As = 1 0 -1 |, A4=]| -1 0 -1
| 0 0 -5 0 0 —5
0 1 0 0 1 0
As = 1 0 -1 |,4=| -1 0 -1
| 0 0 5 0 0 5
[0 1 0 0 1 0
A = 1 0 -1 |,As=]| -1 0 -1
|0 0 -5 0O 0 5
0 0
B =By=Bs=B,= 0 |,Bs=Bg=B; =Bg = 0
1,5 0,5

O cddigo a sequir apresenta os comandos principais para gerar a Figura 2.12 a qual mostra
a resposta do sistema descrito pela soma ponderada de modelos lineares e a resposta do sistema
ndo linear para comparagdo.

% Solucao sistema nao linear u=0
f= @(t,x)[0 1 0; cos(x(2)) 0 -1; 0 0 x(1)]*x + [0; 0; 1+0.5*sin(x(3))]*u
% Defina condicdo incial
x0=[1;1;1]; t=0:0.01:10;
% Resolva a equacdo espaco de estado
[t,y]=oded5(f,t,x0)
plot(t, y(:,1),’b’,...
t, y(:,2), ’y’, t, y(:,3), ’r’, ’LineWidth’,1)
legend(’x_1(t)’,’x_2(t)’,’x_3(t)’)
A=cell(1,8); % Soma ponderada dos modelos locais
A{1,1}=[010; a211 0-1; 0 0 a331];
A{1,2}=[010; a2120-1; 0 0 a331];
A{1,3}=[010; a211 0-1; 0 0 a332];
A{1,4}=[010; a212 0-1; 0 0 a332];
A{1,5}=A{1,1}; A{1,6}=A{1,2};



A{1,7}=A{1,3}; A{1,8}=A{1,4};
% Para verificar as matrizes dos modelos locais
celldisp(A); B=cell(1,8);
B{1,1}=[0;0;b311]; B{1,5}=[0;0;b312];
B{1,2}=B{1,1}; B{1,3}=B{1,1}; B{1,4}=B{1,1};
B{1,6}=B{1,5}; B{1,7}=B{1,5}; B{1,8}=B{1,5};
celldisp(B) % Para verificar as matrizes dos modelos locais
t1=0:0.5:10;
[t1,y]=ode45(’ff’,t1,x0);
function ff=fun_modelo (~,x)
AH=h1*A{1,1} + h2*A{1,2} + h3*A{1,3} + h4*A{1,4}+...
h5*A{1,5} + h6*A{1,6} + h7*A{1,7} + h8*A{1,8};
BH=h1*B{1,1} + h2*B{1,2} + h3*B{1,3} + h4*B{1,4}+...
h5*B{1,5} + h6*B{1,6} + h7*B{1,7} + h8*B{1,8};
% Equacdo matricial
ff=AH*x + BH*u;

2.2.3 Resposta impulsional e funcdo de transferéncia

Aplicando a transformada de Laplace no sistema na forma espaco de estado obtém-se:
sx(s) —xg = Ax(s) + Bu(s) (2.90)
fornecendo

x(s) = (sI — A)"rag + (sI — A)~' Bu(s) (2.91)
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Figura 2.12: Comparacdo das respostas: soma ponderada dos modelos locais (circulos) e nao-
linear (linhas).

e
y(s) = C(sI — A)7lzg + [C(s] — A)™1B + D]u(s). (2.92)

com X, := x(0). Um sistema com uma entrada (m = 1) e uma saida (q = 1) é chamado sistema

com uma entrada e uma saida (SISO, das iniciais em inglés) se ndo for o caso é chamado sistema
com multipla entrada multipla saida (MIMO, das iniciais em inglés). A correspondente matriz de
transferéncia entre y e u é definida por:

y(s) = G(s)u(s) (2.93)

onde
G(s)=C(sI— A 'B+D (2.94)

Supde-se que G(s) tem posto completo e Posto(G(s) = min(p,m)).

O modelo espago de estado (A, B, C, D) tal que G(s) = C(sI = A)_;B + D é denominado uma
realizacdo espago de estado de G(s). Para obter x(t) podemos usar L eAt = (sI — A)™; o que pode
ser verificado a partir da aproximagdo em série de Taylor :



0 om
et = Mo + aef"v‘|,;=0t L.k we‘“h:oto. (2.95)

Esta série foi obtida usando:

=1,
et =" —tkAF, (2.96)

k!
k=0

A partir da transformada de Laplace
A * o 1 k ak
t a
Lle ]:/0 Stk Ak (2.97)
k=0

k
e usando L[ %] = s-(k+1) pode-se verificar que L[eA] = s-1 ¥ (s_;A)k. Uma vez que

f(s)=(1 -5t =1+3+52+....=§:sk, (2.98)

pode-se obter

Z(S_IA)P“' = (I —s7 1A~ (2.99)
Desta forma pode-se escrever:

sTiI—stA) "t = s_lw = (s] — A)! (2.100)

e portanto

Lle] = (sI — AL, (2.101)
Considerando a aproximagdo de eAt em torno de t = t, obtém-se:
t
z(t) = el gy 4 / e=7) Bu(1) (2.102)
0

notando que o segundo termo de x(t) é a convolucao de exp(At) com Bu(t). A solugdo y(t) é dada
por:



t
y(t) = Celt—t0) g 4 / [CeAC=T B + D§(t — 7)]u(r)dr. (2.103)
0

Suponha u(t) = 0. Tem-se entdo a resposta a entrada nula:
x(t) = eAlt=to) g, (2.104)
Denotando

B(t,tg) = eAt—t0) (2.105)

pode-se escrever

S(t) = q)(t,to).fo (2106)

A matriz (2.105) é a chamada matriz de transicdo de estado a qual descreve a propagacao do
estado de t, ao tempo t. Pode ser interpretada como um operador.

Suponha agora x, = 0, tem-se entdo a resposta ao estado zero:
¢
o(t) = / ¢A0=") By (7) (2.107)
0

y(t) = /0 CeATB 4 Dot — ru(r)dr. (2.108)

Assim, s(t) = @(t,t,)x, € chamada resposta a entrada nula e G(t) = CeA(t "t )B + D4(t) € a chamada
resposta impulsional.

Notagdo 2.1 A solugdo do sistema (A,B) é dada por s(t) = s(t; t5,X,0) + s(t; t,,0,u) em que o
primeiro termo é a resposta a entrada nula e o segundo a resposta ao estado zero.

A obtengdo da relagdo entrada/saida é feita considerando x, = 0:

G(s) = [C(sI—A)"'B+ D]
Cladj(sl — A} B
e
_ CHladj(s] — A} B+ Ddet(s] — A)
- det(s — A) (2.109)

Os valores de s = z; tais que G(z; ) = 0 sdo chamados zeros e os valores de s = p; tais que G(p; ) =
oo sao chamados polos . Supde-se que G(s) tem posto completo e que Posto G(s) = min(p,m) :=r.



O polinémio dado por det(sI — A) é o chamado polinémio caracteristico de A e é denotado por
A(S).

Os modos podem ser introduzidos também em termos da solugao da espaco de estado a partir
da decomposicdo de eAt como segue:

m m;—1
eAt - Z A%ktkeAlt
i=1 k=0
— Z [A@'()e)\it + Aﬂte)‘it —+ e+ A@'(ni_l)tni_le)\it] (2110)
i=1
com Ay, - - -, Am os autovalores com multiplicidade n; distintos de A e
Apm a1 g [[(s —)(sT — A)—l}”i‘l""} (2.111)
* TR (g — 1 — k)l soa; . '

em que [.]; denota a f-ésima derivada com respeito a s. O termo Aiktk eiit ¢ chamado modo do

sistema.
Considere agora o caso em que n; = 1. Neste caso eAt toma a forma:

et =) " Aet (2.112)
=1

com A; = lim, -4 (s — A; )(sI — A)". Para esse caso, existe um procedimento alternativo para
computar eAtusando A; = A; v, com v; € Rne uT € R" autovetores a direita e a esquerda de A, ou
seja, v; e u; sdo obtidos a partir de (A; I — A)v; = 0 e u;(Ail — A = 0, respectivamente. De fato, com
Q:=[vl,..,vn]e Q1:=[ul, ... ,un]T e usando A = Qdiag[Al, ... , An]Q! pode-se escrever

(SI - A)_l = (SI - leag[)‘lv e 7)‘71]62_1)_1
= Q(sI —diag[\1, - ,A\n)) Q7T
= Qdiag[(s —\)7L - (s = )@

mn

= Y (s — X)L (2.113)

i=1

Aplicando a inversa de Laplace obtém-se:

et =) vueit, (2.114)

1

Em particular, se x, = avj , entdo,



d(t,xo) = el
v@ulmoe)‘lt + -+ v unxe
= avje (2.115)

Ant

uma vez que uT vj = 6ij .
Para o caso discreto, a representacao espaco de estado é da forma:

x(k+ 1) = Az(k) + Bu(k)
y(k) = Cx(k) + Du(k). (2.116)

Similarmente ao caso continuo pode-se obter a solucdo da equacdo de estado no dominio da
frequéncia via transformada Z. Entao,

(e, o}

Zlz(k+1)] = Zaz (k+1)z7"
(T)Z_r

z(0)] = z[z(z) — z(0)] (2.117)

Aplicando portanto a transformada Z na equagao espaco de estado acima tem-se:
zx(z) — z2(0) = Az(2) + Bu(z) (2.118)
A solucao da equacao de estado é da forma:
x(z) = (2 — A)7122(0) + (2 — A)"1Bu(z) (2.119)
e daqui,
y(z) = C(zI — A)712z(0) + D(2)u(z) (2.120)
O primeiro termo de y(z) é a saida devido a entrada nula e o segundo termo a saida devido ao

estado zero. A solugao do sistema discreto espaco de estado pode ser obtida a partir da funcdo de
transferéncia discreta. A fungdo de transferéncia discreta pode ser obtida como:

G(z) = C(zI — A)"'1B+ D. (2.121)

Pode-se tirar a transformada inversa de x(z) e y(z) para obter, similarmente ao caso continuo, as
solucoes:



k-1

(k) = A*z(0) + >~ A*=1 Bu(i) (2.122)
t=0
y(k) = CAFz(0) + Z_: C A*==1 Bu(i) + Du(k) (2.123)

e a resposta impulsional

D, k=0
Gk = { CA*1B, k>0, (2:124)

2.2.4 Sistemas equivalentes

E fécil verificar que um dado sistema de equacdes diferenciais pode ter muitas descricdes espaco
de estado. A realizacdo espaco de estado de uma funcao de transferéncia ndo é tinica. Através de
uma mudanga de variaveis

z=Tz (2.125)

com T ndo singular pode-se obter outra realizacdo. Desde que existe uma infinidade de matrizes
T existe uma infinidade de realizacdes.

Definicao 2.7 Seja T uma matriz n x n ndo singular com coeficientes no corpo dos niimeros
complexos C, e defina x = T x . Entdo

i = Az + Bu
Y — G + Du (2.126)

é equivalente ao sistema (A, B, CD) comA =T AT,B =T_B,C =CI,D =DeTéa
transformagdo de equivaléncia.

A relacio A = T_,AT é conhecida como transformagdo de similaridade, A" e A"~ sdo chamadas
matrizes similares representando o mesmo operador.

Definicao 2.8 Dois sistemas sdo estado-zero equivalentes se e s6 se tém a mesma matriz
resposta impulsional. Sdo entrada-nula equivalentes se e so se para qualquer condigdo inicial
x(t,) existir um estado inicial e vice-versa tal que os dois sistemas tenham a mesma resposta a

entrada-nula.

Teorema 2.5 Dois sistemas equivalentes a saida é estado-zero e entrada-nula equivalentes.



Prova: A primeira parte do teorema pode ser mostrada da seguinte forma. A matriz resposta
impulsional do sistema (A,B,C,D) é da forma G(t) = CeAtB + D§(t) e para o sistema
(A,B,C,D )éG({t)=C eAtB +D 4(t). Se os dois sistemas sdo equivalentes, tem-se A =T
4AT,B =T_B,C =CT,D =D. Consequentemente, eAt=T_eAtTe C eAtB +D §(t) =
CeAtB + Dé(t). Assim, os dois sistemas sao estado-zero equivalentes. A segunda parte é mostrada
como segue. A resposta entrada-nula do sistema (A,B,C,D) € y(t) = CeA(t t0)x, e a resposta do
(A,B,C.,D )éyt) =C eA(r)x , Entdo, se escolhermos x , = T_;x, os dois sistemas
apresentam a mesma resposta ao estado-zero.

2.3 Sistemas Lineares com Atraso

Os sistemas lineares com atraso podem ser descritos por equagdes do tipo diferencial-diferenca,
em que os argumentos das variaveis diferem de valores fixos:

F(y(t)vy(t _wl)a"' 7y(t _wm)7"' 7y(t)7 7y(t _w1)7"' 3
Yt — wm)y - ,y(”)(t),y(")(t —wy), - ,y(”)(t —wp)) =0 (2.127)

em que F é uma fungdo dada por 1 + (m + 1)(n + 1) varidveis, e os niimeros reais w;, - * - ,om

sao chamados retardos. As derivadas e diferencas aparecem em varias ordens. A ordem da
diferencial é a ordem mais alta da derivada e a ordem da diferenca o nimero de atrasos distintos
menos 1.

Exemplo 2.12 Obter as ordens das equagées diferencial-diferenga
Ly®-yt-D+y0=0
2.y -y (@t-D+yt-v2)=0
3. yO-yO+y(-1)-2(-1)=0.

A primeira possui ordem 2 nas derivadas e ordem 1 nas diferengas, a seqgunda ordem 1 nas
derivadas e ordem 2 nas diferencas e a terceira ordem 1 nas derivadas e ordem 1 nas
diferencas.

2.3.1 Equacoes lineares com coeficientes e retardos constantes

Uma equacao diferencial-diferenca linear de ordem diferencial n e ordem diferenca m pode ser
escrita na forma (Cossi 2011):

DD eyt —wy) = u(t). (2.128)

k=0 j=0

A equacao



i: f: ar;y (t —w;) =0 (2.129)

k=0 j=0

é chamada equacdo diferencial linear homogénea com coeficientes e retardos constantes.
Considera-se que 0 = @, < w; < @, < .. < wm™; < wm. Na literatura encontra-se a seguinte

classificacdo de sistemas com atraso (El’sgol’ts & Norkin 1973).

1. Se o coeficiente ano # 0 e os outros anj = 0,j = 1,...,m, isto é:

n—1 m

ot (6)+ 30 akgy ™t =) =0

k=0 j=0
entdo (2.128) é uma é uma equacao diferencial-diferenca do tipo retardo. Neste caso, nao

tem atraso associado a derivada de maior ordem.

2. Seano =0 e, se para apenas um j > 0, anj # 0, isto é:

n—1 m

anjoy™(t —wjo) + D Y ary™(t — w;) =0

=0 j=1
para somente um j, € {1,...,m}, entdo (2.128) é uma equagdo diferencial-diferenca do tipo
avancgado.

3. Seano # 0, e, se para apenas um j > 0, anj # 0, isto é:

n—1 m

anoy" (t) + anjoy" (t —wio) + > > arjy® (t—w;) =0
k=0 j=0

para apenas um j, € {1,..,m}, entdo (2.128) é uma diferencial-diferenca do tipo neutral.

Neste caso, tem atraso associado a derivada de maior ordem.
Uma solugdo particular (2.128) é da forma:

y(t) = e” (2.130)

em que s é a variavel complexa. Substituindo (2.130) em (2.128) e cancelando est, obtém-se a
equacao caracteristica:



Zn: i axje”"i%s* = 0. (2.131)

k=0 j=0

O lado esquerdo de (2.131) denotado &*(s), isto é:

8*(5) = Zn: f: apje "% s (2.132)

k=0 j=0

é chamado fungdo caracteristica. Multiplicando (2.132) por ewm, , obtém-se:

d(5) = e =¥ [8] = Z Z ayjem—wi)s gk (2.133)

k=0 j=0

o qual é chamado quasi-polinémio caracteristico. O quasi-polindmio (2.133) possui um conjunto
infinito de raizes, cada raiz sk corresponde a solucdo y(t) = e  kt. Os zeros de 6*(s) e §*(s) * ewmS

sdo os mesmos. Combinagdes lineares de solugdes Y’ M, _, ck e, k t com coeficientes constantes e
mesmo a soma das séries infinitas:

o0

Z cre’kt (2.134)

k=0

de solucdes, se a série (2.134) converge e admite n sucessivas diferenciacoes, sdo solugoes de
(2.128).

Se todos os coeficientes aki sdo reais, entdo as raizes complexas s = p + iq de (2.133)
correspondem a solugdo complexa y(t) = e(p+iq)t ou as solugOes reais eptcos(qt) e eptsen(qt), as
quais sdo as partes reais e imaginarias correspondentes da solucdo e(p=iq)t.

2.3.2 Localizacao das raizes de quasi-polinomios

O quasi-polindmio é uma funcdo analitica. Se a funcdo 6(s) ndo degenera em um polinomial,
entdo §(s) possui um conjunto de zeros infinitos, o tinico ponto limite é o infinito.

Se (2.128) é uma equacdo com o argumento retardo, entdo todas as raizes sk do quasi-
polindmio §(s) situam-se no semiplano esquerdo, ou seja, Re(sk ) < 0. No caso (2.128) é do tipo
avancado, entdo todas as raizes sk do quasi-polindmio §(s) situam-se no semiplano direito, ou
seja, Re(sk) > —ag, com ¢ um escalar positivo. No caso (2.128) é do tipo neutral, entdo todas as
raizes sk do quasi-polindmio §(s) situam-se no semiplano direito Re(sk ) < . Uma peculiaridade
da localizagdo das raizes do quasi-polinémio §(s) correspondendo a (2.128) do tipo neutral é que
sempre existem sequéncias de raizes assimptoticas para as quais k — o, Re(sk) — a < oo,

Exemplo 2.13 Obter as raizes assimptdticas do quasi-polinbmio correspondente de y'(t)+ ay(t
—1) = 0. A fungdo caracteristica da equagdo diferencial-diferenga acima é s+ae™, = 0, e o quasi-



polindmio caracteristico é §(s) = se, + a.
As raizes de §(s) sdo

= —In

— | £ (= Sgn(a) + 2k)mi + O(——

a

27k In(k)
k

com O(.) a ordem de grandezado erroek=0,+1,+2, - - -

Exemplo 2.14 Obter as raizes assimptéticas do quasi-polinbmio para a seqguinte equagdo do
tipo neutral

§(t) +ag(t — 1) + by(t — 1) = 0,a # 0.

A equagdo caracteristica desta equagdo tem a forma s + (as + b)e” = 0. Obtém-se entdo as
seguintes raizes para §(s) = se, + (as + b)

1
s = +iln(—a)+2kmi + O(E)’ a<0
1
s = Hin(a) £ (2k+ 1)7i+ O(E)j a > 0.

Considere uma classe especial de (2.133) com apenas um retardo que aparece em problemas de
engenharia de controle:

§*(s) = D(s) + e LN (s) (2.135)

com D(s) =s" + Y"1, akOsk, L > 0, N (s) =b,sm +b__;s™!+...+b, e multiplicando &*(s) por
els obtém-se

§(s) = el*D(s) + N(s). (2.136)
Neste quasi-polinomio tem-se an, = 1. Se m < n tem-se um quasi-polindmio (2.136) de uma

equacao do tipo retardo. Se m = n tem-se quasi-polindmio (2.136) de uma equacao do tipo
neutral.



Exemplo 2.15 Considere uma estufa elétrica com capacitdncia C[J/C], resisténcia elétrica R,

[Q] e resisténcia térmica do isolador R[C/W] representada na Figura 2.13. Sejam Qe[J/s] o fluxo
de calor fornecido pela estufa e T [C] a temperatura de saida da estufa.

Sabendo que hd troca de calor com o exterior, por conservagdo de calor, tem-se Qe = QF +
Q, com QF [J/s] o fluxo de calor gerado e Q, [J/s] o fluxo que sai da estufa. A temperatura do

interior é a diferenca T = TF — T, , com TF e T, as temperaturas gerada pela estufa e do exterior,

respectivamente. O fluxo de calor e temperatura sdo andlogos a corrente e tensdo em um
circuito elétrico sendo dadas por (Garcia 2005):

1

Cgs — }?

1
1" = E(QE — Q).

Sensor
T

[ ® m
Figura 2.13: Modelo estufa.



Assim, para o caso da estufa tem-se:

dl’

Qe:CdtIQs

dal’ T
C
dt

A fungdo de transferéncia é entdo dada por:

_Ts) K
Gls)= 0.5 = CRs 11

com K um ganho. Como existe um atraso de transporte entre a medida da temperatura pelo
sensor, denotada Tm, e o fluxo na saida tem-se Tm = T (t — L) com L o atraso em segundos.
Assim,

Tm(S) _ K e—LS
Q.(s) CRs+1

O quasi-polinbmio é:

e’“(RCs+1)+ K = 0.



2.4 Implementacao de Sistemas usando Amplificadores Operacionais

Circuitos com amplificadores operacionais sdo faceis de serem montados em laboratério e sdo
comumente usados para realizar uma grande variedade de funcgoes lineares. Os amplificadores
operacionais sdo frequentemente referenciados com circuito integrado linear basico (Millman &
Halkias 1996). O amplificador operacional é um amplificador diretamente acoplado com alto
ganho, ao qual é acrescentado uma realimentacdo para controlar sua caracteristica de resposta. A
Figura 2.14 mostra, o circuito equivalente de um amplificador operacional ideal, a Tabela 2.2
relaciona as suas principais caracteristicas, e as Figuras 2.15 e 2.17 mostram o diagrama
esquematico do amplificador com realimentacdo em que os sinais + e — correspondem aos
terminais v+ e v- da Figura 2.14, respectivamente.

e,
i
Vv

e
I_ iy
vV - A v (V -V )
o o
Figura 2.14: Circuito equivalente do amplificador com Re e R, as resisténcias de entrada e saida,

respectivamente e Av o ganho diferencial.

Tabela 2.2: Caracteristicas de um amplificador operacional

Caracteristicas Ideal Real
Resisténcia de entrada Re 00 400 M Q
Resisténcia de saida Rs 0 ~1Q
Largura de banda fw 00 10 MHz
Ganho diferencial Av 00 > 105
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Figura 2.15: Configuracdo do amplificador inversor.
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Figura 2.16: Configuracdo do amplificador inversor.

Exemplo 2.16 Considere o circuito amplificador construido com amplificador operacional na
configuragdo inversora como na Figura 2.15.

Usando o circuito equivalente da Figura 2.14 na Figura 2.15 obtém-se o circuito da Figura
2.16. Usando a lei de Kirchoff de corrente na Figura 2.16 obtém-se:



Ry

Isolando v~, tem-se:

Rovg + Ryv,
v o= : 2.137
Ry + R4 ( )
Agora, uma vez que R, = 0, a saida v, é dada por:
vy = Ay(v™ —vt), vt =0. (2.138)

O ganho pode ser obtido substituindo v- de (2.137) em (2.138):

Vg AURl
Ve RQ o Rl — AURQ '

Fazendo Av = o, obtém-se:

K Z’Us/’Ue = —R1/R2.

Se considerar o circuito amplificador construido com amplificador operacional na configuragdo
ndo inversora como na Figura 2.17, pode-se verificar que o ganho do circuito é dado por:



Figura 2.17: Configuracdo do amplificador ndo inversor.

Exemplo 2.17 Considere o circuito integrador construido com amplificador operacional como
na Figura 2.18.

Novamente, para um amplificador operacional ideal, pode-se mostrar que a equacao
diferencial do circuito em termos de v, e v, € da forma:

Vg — V™ dlvs —v™) v~ —v,
= E _ e e
Ry dt 7




para u :=v, e y := v, obtém-se:

dv Vg Ve

dt = CR, CR;4

uma vez que v+ — v- ~ 0. Se R2C » 1 tem-se

dv Ui

dt CRy{’

fornecendo:

1 t
s d 0
y(t) cm/o udr + (0)

comy ==vgeu = ve,




V e [_ V_q
—

Figura 2.18: Circuito integrador com amplificador operacional.

Em simulacdo analdgica de sistemas, a operacao de integracao pode ser realizada com
elementos puramente passivos, obtendo-se um integrador passivo. A configuracdo de
integradores representa filtros passa-baixas. As configuracoes do integrador e derivador passivos
sdo mostradas na Figura 2.19.

Considere os dois sistemas para associar em cascata. Considere Z, ; = impedancia de saida

do sistema 1 e Ze, = impedancia de entrada do sistema 2. Na associa¢do destes dois blocos em
cascata, tem-se dois aspectos a considerar:

1. Para a maxima transferéncia de poténcia é ideal que Zs1 = Ze2;

2. Para a transferéncia do sinal de um sistema para outro sem distor¢des ou atenuacao, é ideal
que Ze2 » Zs1,0u Zs1 — 0 e Ze2 — .

Do ponto de vista de controle, esta segunda situacdo é a mais desejada. Quando ambos os
sistemas 1 e 2 sdo puramente passivos, o efeito de carga pode ser bastante relevante e o
comportamento previsto pode ser muito diferente do desempenho real. Nesses casos, sera
necessario isolar os dois blocos. Isso pode ser conseguido, inserindo um amplificador
operacional em configuracao de seguidor ou isolador de efeito de carga, entre os sistemas 1 e 2.
Na Figura 2.20, pode ser vista a configuracdo do seguidor e sua ligacdo entre os blocos. De
acordo com as caracteristicas dos amplificadores operacionais vistas anteriormente, o sistema 1

“v€” uma impedancia infinita, Z, ; « Ze2 do operacional, e da mesma forma o sistema 2 ¢



antecedido por uma impedéncia nula, Ze, » Z, do operacional. Quando um dos blocos for ativo,
quase sempre o isolador sera dispensavel.

O Il O
1
vs) T v ) % n(s)
Figura 2.19: a) configuracdo do integrador passivo b) derivador passivo.
Zs] Zeg
Sistema 1 — — Sistema 2

L
Figura 2.20: Configuracdo de isolador de efeito de carga.

Pode-se agrupar diversos amplificadores operacionais para implementar um controlador
proporcional mais integral denotado controlador PI para ser utilizado no controle de velocidade
de um motor de corrente continua. Caso seja utilizado um tacogerador para medir a velocidade, o
sinal de realimentacdo € a tensdao de saida do tacogerador. A Figura 2.21 ilustra um circuito
completo de um compensador PI, incluindo o circuito comparador e condicionamento de sinal
para controle de velocidade de um motor CC usado na Secdo 3.1. Como anteriormente, pode-se
obter a funcdo de transferéncia entre a saida do circuito PI e o erro dado pelo comparador como
segue:

L & (R4Cl.5’ = 1)

C(S) N Rg R4Cls

(2.139)

Caso considere um controlador PID tem-se o circuito da Figura 2.22. A sua fungdo de
transferéncia é dada por:

- && (Rlcls + 1)(R2028 + 1)

C(S) - Rg R1 RQCQS

(2.140)
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¢ Realimentacao

Figura 2.22: Circuito PID para a funcao de transferéncia (2.140).

Finalmente, o compensador avango ou atraso de fase pode ser realizado pelo circuito da Figu
ra 2.23. A sua fungdo de transferéncia é dada por:

_ && (RlCls —+ 1)

¢ =
(8) Rs Ry (RQCQS + 1)

(2.141)




O _\=L 3 o

Figura 2.23: Circuito avango ou atraso para a funcdo de transferéncia (2.141).



Capitulo 3

Exemplos de Sistemas Dinamicos

O presente capitulo tem por objetivo ilustrar algumas plantas ou processos bem-conhecidos e
também disponiveis em laboratdrios didaticos. O enfoque é na obtengdo das equacGes dinamicas
que podem ser utilizadas para simulacdo e sintese de controladores. O motor CC é descrito de
forma detalhada com ilustracdo da forma da corrente e procedimentos para obter os parametros
elétricos e mecanicos. O motor brushless é também descrito e caracterizado como um motor
linear CC. O sistema de suspensdao magnética também é descrito em detalhe a partir das equacoes
ndo lineares que caracterizam a relacdo forga e posicao da esfera em relagdo ao eletromagneto e
da equacdo da corrente que circula na bobina. Por fim, segue a descricao de um sistema térmico
para introduzir o conceito de tempo de atraso em sistemas dinamicos.

As aulas de laboratorio cobrem a obtengdo experimental dos modelos dos sistemas dinamicos
apresentados incluindo um ensaio degrau e diversos ensaios especificos para cada parametro.

3.1 Motor de Corrente Continua

O motor CC foi uma das primeiras maquinas idealizadas para converter energia elétrica em
energia mecanica concebida por M. Faraday. Até 1880 a principal forma de energia elétrica era
em corrente continua e essas maquinas elétricas foram bastante utilizadas e aperfeicoadas. Com o
advento dos sistemas de geracdo e transmissao de energia elétrica em corrente alternada (60 Hz)
e a invencdo do motor de corrente alternada, tendo baixo custo de manutencao, os motores CC
passaram a ter menos importancia, de modo que os motores de corrente alternada passaram a ser
usados em aplicacOes eletromecanicas de velocidades constantes.

Atualmente, entretanto, certas aplicacdes que requerem posicionamento, velocidade variavel,
tracdo, alto torque de partida etc. fazem o uso de motores CC devido as suas caracteristicas
particulares, que justificam o seu alto custo. O motor de corrente continua é um dispositivo
conversor eletromecanico com caracteristicas lineares comumente usado em sistemas de controle
e é facilmente encontrado em laboratérios de ensino.

3.1.1 Principio de funcionamento

Para entender o principio de conversao eletromecanica do motor CC é necessario rever alguns
conceitos de eletromagnetismo.



Figura 3.1: Representacdo da forca F sobre um fio condutor.

Figura 3.2: Torque sobre uma espira.

Considere inicialmente a ilustracdo da Figura 3.1. A estrutura magnética produz na regidao
entre 0s polos magnéticos (Norte-Sul) um campo magnético de intensidade B e direcdo indicada.
Um fio condutor de comprimento [ e direco indicada (perpendicular a B ), se percorrido por uma
corrente de intensidade i(t), ira sofrer a acdo de uma forga cuja magnitude é dada por

F=Bxit (3.1)

e cuja direcdo é obtida pela regra da mio direita. Se B , i e Isdo constantes, o fio de massa M
sofrera um deslocamento com velocidade v.

Considere agora a nova situacao ilustrada na Figura 3.2, em que o fio é substituido por uma
espira cujo plano faz um angulo 8 com o plano do campo magnético. A espira é de alguma forma
pivotada, de modo que possa girar sobre um eixo de simetria da espira. Se uma corrente circula
pela espira, entdo como no caso anterior, aparecerdao agora duas for¢cas como indicadas na Figura
3.2 que tendem a girar o plano da espira. Cada uma das forcas tera uma intensidade dada por



(3.1). Se a espira tiver largura d, o torque (forca x distancia radial do eixo de rotacdo) que é
gerado € dado por

T. = |B||i| € dcos®. (3.2)

Desde que a direcio de B é sempre perpendicular a direcio i(t), a intensidade da forca é sempre
constante, porém, a intensidade do torque desenvolvido Te varia com o angulo 6. Desse modo,
devido a aciio das forcas F , quando o plano da espira for perpendicular ao plano de B, o torque
sera nulo e o movimento cessa.

Entretanto, na constituicao real do motor de corrente continua, existem varias espiras em
diversos planos formando um conjunto cilindrico, o qual através de um dispositivo mecanico
(comutador + escovas) alimenta sempre a espira que esta no plano mais proximo da direcao
paralela ao plano de B . Desse modo, o0 torque resultante sobre a estrutura girante é sempre
constante se B e i s30 constantes.

Atualmente a tecnologia de construcao de motores CC utiliza conexdes e distribuicoes mais
complexas das espiras de modo a otimizar a geracao de torque, porém, o principio de operacao é
0 mesmo.

A estrutura cilindrica que constitui as espiras e seus suportes tera, entdo, um movimento de
rotagdo, e, portanto, apresentam um momento de inércia J. Sob a acdo do torque T, tem-se uma

velocidade de rotacdo w(t). Deve-se considerar ainda que esta estrutura girante deve estar
apoiada em uma estrutura fixa (rolamentos) de modo a manté-la sob a regido do fluxo magnético.
Tal situacdo caracteriza a existéncia de um atrito viscoso que dependera da velocidade de
rotacao. Além disso, pode haver também um atrito estatico.

Estando a estrutura das espiras em movimento dentro do campo magnético, ocorre outro
fend6meno eletromagnético, que é o surgimento de uma tensdo induzida nas espiras devido ao seu
deslocamento dentro do campo magnético (lei de Faraday). Esta tensdao gerada tera sinal oposto
ao da tensdo que produziu a tensdo nas espiras.

A intensidade desta tensdo induzida obviamente é proporcional a velocidade de rotacao da
estrutura girante. Através dos fundamentos do eletromagnetismo, pode ser determinado que esta
tensdo induzida é dada por

e= B x (3.3)

em que v é a velocidade de deslocamento das espiras.

3.1.2 Equacoes dinamicas

Nos motores CC, a estrutura girante (rotor) recebe a denominacdo de armadura, enquanto que na
parte fixa (estator) fica situado o campo magnético.
Baseado na constituicdo e principio de operacdo do motor de corrente continua como
descrito acima, pode-se identificar varios parametros de interesse para o modelo do motor CC.
Primeiramente tem-se o conjunto de espiras que constitui a armadura. Essas espiras
caracterizam uma resisténcia (elétrica) de armadura denominada R, e também uma indutancia de



armadura denominada L, . A tensdo induzida nas espiras pode ser deduzida como sendo

diretamente proporcional a velocidade de rotacio w(t), desde que B , I e d sejam constantes.
Logo, tem-se:

e(t) = K.w(t) (3.4)

em que Ke é denominada constante de tensdo ou constante de forga contra-eletromotriz (fcem).
Também, pelo fato de B, I, d e 6 serem constantes, obtém-se que o torque desenvolvido no
motor CC é diretamente proporcional a intensidade da corrente que circula na armadura, isto é

T.(t) = Kyia(t) (3.5)

em que Kt é denominado constante de torque e i, (f) € a corrente instantanea de armadura.

Desde que o torque Te(t) e a tensdo induzida e(f) dependem de B, I, d e 6, no sistema
internacional de unidades o valor de K, é numericamente igual ao valor de Kt. A estrutura que

compde a armadura representa uma massa em rotagao, e portanto, definem-se: momento de
inércia J, coeficiente de atrito viscoso (proporcional a ) B, e o coeficiente de atrito estatico
denotado F .

O diagrama eletromecanico equivalente, bem como as equacdes da dinamica elétrica e
mecanica foram apresentados no Exemplo 2.2. Para facil referéncia, as equacdes sdo repetidas a
seguir:

va(t) = Rgaig(t) + La%ia (1) + Kew(t) (3.6)
Te(t) = Kiig(t)
= J%w(t) + Buw(t) + F. (3.7)

3.1.3 Modelos lineares

A seguir sdo analisados os varios tipos de modelos lineares dos motores CC, obtendo-se as varias
configuracOes e caracteristicas dos modelos para em seguida passar a determinacdo dos
parametros do motor, comecando pelos diversos ensaios para cada parametro e na sequéncia um
ensaio de tensdo para utilizar um método de identificacdo entrada-saida.

Considerando as suas equagOes em funcdo da magnitude relativa de um determinado
parametro em relacdo aos outros, pode-se obter diferentes configuracdes de modelo para o
mesmo motor CC, como sera visto a seguir.

Matematicamente, o comportamento do modelo linear completo (incluindo atrito e
amortecimento) é governado por duas equacdes diferenciais lineares. Como descrito na
elaboracdo dos procedimentos isolados, dependendo da magnitude do atrito estatico, o
comportamento do motor pode ser dividido em duas fases, uma em que a corrente de armadura



ainda ndo atingiu o valor necessario para vencer o atrito estatico e portanto o motor ainda
permanece parado, e uma segunda fase a partir da qual o motor inicia seu movimento de rotacao.
Considerando td o instante em que o motor sai do repouso, as duas fases do comportamento do
motor sdo descritas por:

La-ia(t) = va(t) ~ Raia? (3.8)
ve(t) = Kew(t)+ Raig(t) + Laiia (t) (3.9)

T. = Kia(t)
_ J%w(t) + Bu(t) + F. (3.10)

Dependendo das magnitudes relativas dos efeitos de resisténcia, indutancia, inércia,
amortecimento e atrito, varios termos podem ser desconsiderados em (3.9) e (3.10), resultando
em oito modelos caracterizados na Figura 3.3. Pode-se observar que os modelos 1, 2 e 3 sdo
simplificacdes do modelo 4, os quais tém dindmica de primeira ordem, e que os modelos 5, 6 e 7
sao simplificacdes do modelo 8, os quais tém dindmica de segunda ordem.

".(J(S) ] iu : T, e I (U(S) vﬂ(‘s) 1 ’-(, TL I 0)(.5‘)
K K,
Modelo 1 : Modelo 5
Vv (s) ; T : s) v(s) ppemey T, (s
=« . ] 0(5) Ve = « B 90
, o 5 e Pl
—0— r i Js+B . E K, aE
K,
& Modelo 2 5 Modelo 6
vlS) — = 7] 90 vs5) i T‘lF = O,
- R4 Qs R, K e
K
i Modelo 3 K. Modelo7
e . I, F . 7. F
V (\) e * 5, € 7
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Figura 3.3: Representacdo dos modelos lineares para o motor CC.

Tomando-se como base os modelos apresentados na Figura 3.3, é possivel gerar um conjunto
de graficos representando as respostas transitorias de corrente e velocidade de cada modelo, com
relacdo a uma entrada tipo degrau. Para os varios modelos da Figura 3.3, as respostas de corrente
e velocidade sdo ilustradas na Figura 3.4. Portanto, se um motor apresenta uma resposta ao
degrau de corrente similar a alguma das mostradas na Figura 3.4, entdao pode ser classificado



quanto a ordem de modelo, bem como quanto ao niumero de parametros envolvidos, W. Lord &

Jackson H. (1977).

Os 8 tipos de modelos (4 de 1a ordem e 4 de 2a ordem), mostrados na Figura 3.3, possuem as
seguintes funcdes de transferéncia para a saida de velocidade com o atrito F = 0:

Modelos 1 e 3

K./Tm
Gifg) = —2 ™ _
) = o /)
Modelos 2 e 4
Kol

@) = G Wrm + )]

Modelos 5e 7

1
Guls) = Tam
(62 +&s+ 12
Modelos 6 e 8
1
G4(S) - KeTmTaKt

Ry CEEypr——

em que

T = i) Bes T =

J
B

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)
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Figura 3.4: Respostas de corrente tipicas para todos os modelos, com IS a corrente de regime
permanente e Id a corrente em t = td.

T = RaJ/ (K Kz).

3.1.4 Obtencao dos parametros

Nesta secdo investigam-se os varios métodos para determinar experimentalmente os parametros
do motor CC. Esta etapa se faz necessaria para a analise e controle de velocidade e posicao do



motor CC. Apresentam-se diversos ensaios requeridos para a determinacdo dos parametros do
motor.

Parametros elétricos: R,

Método Ohmimetro Liga-se um ohmimetro aos terminais de armadura do motor CC e mede-se
o valor da resisténcia para varias posicdes do eixo do rotor. Para facilitar a busca de uma posicao
correta para medir a resisténcia, aplica-se um pulso de tensdao na armadura do motor. Considera-
se o menor valor encontrado. Manter esta posicdo do rotor para os proximos ensaios para obter a
caracteristicav xieL,.

Método caracteristica v X i Obtém-se a caracteristica v X i dos enrolamentos de armadura do
motor CC em pelo menos duas posic¢des do eixo do rotor.
Considere a equacao elétrica do motor CC

val(t) = Raia(t) + La%ia(t) + Kawlt). (3.15)

Para obter a caracteristica v x i, o segundo e o terceiro termos da equacdo elétrica do motor
devem ser nulos, isto é, a corrente deve ser constante no tempo e o eixo deve estar em repouso.
Nestas condi¢Oes tem-se

V, = Rul,. (3.16)

Utiliza-se entdo o esquema da Figura 3.5 para obter R, e mede-se cada valor de I, via uma
resisténcia em série para cada valor de tensdo V, aplicado. Em geral despreza-se valores de V,
muito pequenos. Construindo um grafico de V, por I, obtém-se R, , que serd a inclinagdo da
curva, ou a média dos varios valores V, /1 , .
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Figura 3.5: Circuito elétrico para determinagdo de L, .

Parametros elétricos: L,

O circuito elétrico (estatico) equivalente é um circuito resistivo-indutivo R, L, , isto €, com o
motor em repouso a equagao elétrica passa a ser

va(t) = Raia(t) + La%ia(t). (3.17)

Método da resposta transitdéria: Aplicando-se Laplace em (3.17), obtém-se

ia(8) B 1
va(s)  Ra+sL,
1 1
— Y 3.18
R,1+ 71,8 ( )

em que 1, = L, /R, é a constante de tempo elétrica do motor CC.

A funcao de transferéncia entre a corrente e tensao da armadura (3.18) revela que a corrente
sobre a armadura tem o comportamento dinamico de um sistema de 1* ordem. Portanto, a



resposta a um degrau de tensdo V, € dada por:
V,
ia(t) = 2(1 — e7a) (3.19)
R,

L, .
e set =1, =—, entao:
Ra

T = E(1—6_1)
Va
= R0.632. (3.20)

Medindo-se o intervalo de tempo que a corrente leva para atingir 63,2% do valor de regime (V,

/R, ), tem-se o valor de 7, e obtém-se L, como segue:

Lo = Ryta. (3.21)

A Figura 3.6 indica a forma da resposta transitoria de i, (f) e o procedimento grafico de
obtencdo de 7, . Para realizar este ensaio deve-se acrescentar um resistor externo Rext

—
N

)

va(1) ia

H=

Va

v,
0,632z

t(s) Ta t(s)
Figura 3.6: Determinagdo de L, .

de valor conhecido para monitorar a corrente i, (t). Levar em consideragdo, para o calculode L,
o valor deste resistor (Figura 3.5) usando:

= La (3.22)

Ta .
(Ra + Reﬂ?t)

Observacao 3.1 Este resistor ndo deve ser muito grande pois este ird afetar a constante de
tempo a ser medida (Rext « 1Q).



Parametros elétricos: Ke

Com base na equagdo elétrica do motor, para obter K, deve-se anular o termo L, di, /dt. Para

isto, basta deixar o motor girando com velocidade constante denotada {2 para uma alimentacdao
também constante. Desse modo, i, (f) € uma constante e di, /dt = 0, e a equagdo elétrica torna-se

Vo(t) = Rola(t) + K.Q(1). (3.23)

Assim, medindo-se I, com um multimetro pode-se obter Ke usando:

_ Va—R.l,

Ke
Q

(3.24)

em que Q deve ser em rad/s. Deve-se utilizar varios valores de I, e Q para obter o valor de Ke.

Obtencao dos parametros mecanicos: Be F

Ao acionar o motor CC com uma tensdo constante e a vazio obtém-se seu funcionamento com
corrente e velocidade também constantes, isto €, dw/dt = 0 e di, /dt = 0. Dessa forma, a poténcia

elétrica fornecida pela fonte ao motor sera unicamente para vencer as perdas 6hmicas (no cobre
da armadura) mais as perdas rotacionais (devida ao atrito viscoso B e atrito estatico F ).

Para a condicdo do motor em regime permanente, a equacdo mecanica de velocidade do
motor CC é dada por

BO+F=KdI,=T.=1T, (3.25)
em que Tr é denominado torque resistivo dado por:

T, = BQ+F
- K.L. (3.26)

A equacado do balancgo de energia deve englobar a poténcia de perdas 6hmicas e a poténcia de
perdas rotacionais, isto é:

Vola = RI? +T,Q (3.27)
em que V_ I = poténcia fornecida, R, I2 = perdas dhmicas e Tr Q = perdas rotacionais. De (3.27),
obtém-se:
VI, — R,I?
T, = 24 &g (3.28)

2



ou

= K., (3.29)

logo Ke = Kt supondo que a poténcia fornecida é igual as perdas 6hmicas mais perdas rotacionais.
A partir dos valores de I, Q e V_, juntamente com o valor de R, calcula-se Tr e com a curva Tr

x Q, encontra-se graficamente ou analiticamente por regressao linear os valores de B e F, como
indicado na Figura 3.7.

Obtencao de J

Método do transitério mecanico: O valor da inércia J, pode ser obtido através do valor da
constante de tempo mecanica do motor CC. Como a equagao mecanica do motor é dada por uma
equacdo diferencial de 1a ordem, analogamente, esta representa

I

| T.=B Q+F

B=tan(O)

|

Q (rd/s)

Figura 3.7: Grafico para determinacdao de Be F .

um sistema de 1° ordem. Na desaceleracdo do motor estdo envolvidos apenas os termos J e B.

O procedimento experimental é feito acionando o motor a uma dada velocidade constante
Qo, desligando apoés entrar em regime permanente e registrando a dinamica de desaceleragao,
que entdo sera devida unicamente aos termos de inércia e de atrito de amortecimento (viscoso).
O intervalo de tempo entre Qo e o repouso tem uma relacdo direta com a constante de tempo
mecanica procurada. A Figura 3.8 ilustra este procedimento de determinacdo do momento de
inércia J através da constante de tempo mecanica.
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Figura 3.8: Determinacgdo da constante de tempo mecanica.

Usando o fato de que o intervalo de tempo ¢, — ¢, ilustrado na Figura 3.8 equivale ao valor de
uma constante de tempo mecanica dada por:

o

obtém-se o valor de J, pois o valor de B foi determinado anteriormente
J = By, (3.31)

Obtencao da constante Kt

s

Como visto anteriormente, o valor de K: no sistema internacional de unidades MKS é
numericamente igual ao valor de Ke. Entretanto, o valor de Kt também pode ser obtido
experimentalmente. Para o motor sair de sua condicao de repouso para qualquer condicao de
velocidade w > 0, o torque elétrico desenvolvido (Te = KtI, ) devera vencer inicialmente o valor

do torque de atrito estatico, F . Portanto, aumentando-se a tensdao de alimentacao do motor e
medindo-se simultaneamente o valor da corrente produzida, o valor da corrente no instante em
que o motor sai do repouso, denotada I, min, sera aquele que vence o valor do torque de atrito

estatico F , isto é
T, = F = Ky Ipmin. (3.32)

Assim, usando o valor de F ja obtido em (3.32) obtém-se Kt



K=——. (3.33)

3.2 Motor Brushless de Tracgao Elétrica

Motores CC sem escovas ou BLDC (iniciais de brushless direct current) também denominados
motores sincronos trapezoidais jd que o campo magnético gerado pelo estator e o campo
magnético do rotor giram na mesma frequéncia. Existem motores BLDC monofasicos, bifasicos
e trifasicos, com o estator tendo o nimero de enrolamentos igual ao nimero de fases. Dentre
esses, 0 motor trifasico é o mais popular e amplamente utilizado (Yedamale 2003). Para a funcao
de tracdo, os motores sao montados diretamente no eixo de tracdo do veiculo como é o caso de
bicicletas e motocicletas elétricas, ilustrada na Figura 3.9.

b = e

Figura 3.9: Motor BLDC no eixo de tracdo de uma roda de bicicleta elétrica a ser usado nas aulas
de laboratorio.

Construtivamente, o estator do motor brushless é formado por laminas de agco sobrepostas
com bobinas colocadas em ranhuras axialmente cortadas ao longo da periferia de sua parte
interna. O estator se assemelha ao de um motor de indugdo, no entanto, os enrolamentos sao
distribuidos de maneira diferente.



A maioria dos motores BLDC tem trés enrolamentos conectados em estrela, como motores
de disco rigido usados em sistemas de informatica e computadores. Motores de aeromodelos
possuem conexdo em delta. Cada um desses enrolamentos sao construidos com varias bobinas
interconectadas para formar um enrolamento. Uma ou mais bobinas sdo colocadas nas ranhuras e
sdo conectadas de modo a formar um enrolamento, cada um desses enrolamentos sdo distribuidos
pela periferia do estator para formar um nimero par de polos (Yedamale 2003).

O rotor é feito de ima permanente e pode variar a quantidade ou niimero de polos com Norte
e Sul alternados. Baseado na densidade de campo magnético necessaria no rotor, material
magnético apropriado é escolhido para fazer o rotor. Imas de ferrite sdo geralmente usados para
fazer imds permanentes, porém, com o avanco da tecnologia, imas de liga de terras raras estao
ganhando popularidade. Os imas de ferrite sdo mais baratos mas tem a desvantagem de baixa
densidade de fluxo em um dado volume, em contraste, a liga possui alta densidade de fluxo por
volume e permite ao motor ser comprimido ainda mais para a mesma quantidade de torque.
Além disso, os imas de liga de terras raras melhoram a razdo tamanho/peso e fornecem torque
maior para o mesmo tamanho de motor que usa imas de ferrite (Yedamale 2003).

Diferente de um motor CC com escovas, a comutacao de um motor BLDC é controlada
eletronicamente. Para girar o motor, os enrolamentos do estator devem ser energizados em uma
sequéncia. E importante saber a posicio do rotor a fim de entender qual enrolamento serd
energizado, seguindo a sequéncia de energizacdo. A posicao do rotor é dada usando sensores de
efeito Hall incorporados no estator (Yedamale 2003).

A maioria dos motores BLDC possuem trés sensores Hall no estator. Sempre que o polo
magnético do rotor passa perto do sensor Hall, é dado um sinal de nivel alto ou baixo, indicando
que um polo norte ou sul esta passando pelo sensor. Baseado na combinagdo dos sinais dos trés
sensores Hall, a sequéncia exata de comutagdo pode ser determinada (Yedamale 2003). Por meio
do aspecto construtivo do BLDC define-se o circuito elétrico equivalente com parametros
concentrados conforme ilustrado na Figura 3.10.




Figura 3.10: Representacao em parametros concentrados do motor BLDC, adaptado de Baratieri
(2011).

3.2.1 Modelagem dinamica

Por ser um motor CC que é comutado eletronicamente acionando somente duas das trés fases em
cada vez, a modelagem dindmica é feita por fase. Tal procedimento resulta em um conjunto de
equacdes por fase equivalentes as de um motor CC convencional e representado por (3.6) em que
foram considerados que as fases sdo idénticas com mesmo valor e indutancia por fase.

Va ia L-M 0 0 b eqlr
v | = i+ ] O L-M 0 dt 4 ey, (3.34)
e e 0 0 L-M

al et
em que Vvj € a tensao de fase do enrolamento j, ij € a corrente de fase do enrolamento j, ej é a forga
contra-eletromotriz da fase j, L é a indutancia propria de fase, M é a indutancia mdtua do motor
BLDC, R é a resisténcia de fase e 0r é o angulo mecanico do rotor com j = a,b,c (Baratieri 2011).
De (3.34) tem-se a representacdo de um motor BLDC mostrado na Figura 3.10. O torque
eletromagnético é determinado por (Baratieri 2011):

R 0 0
0 R O
0 0 R

Ty = 2 [ea(Or)ia + e5(6r)in + eo(62)i] (3.35)

T

em que T, é o torque eletromagnético do motor BLDC e wr € a velocidade angular de rotagdo. A
dinamica mecanica de velocidade e posicao sdao descritas por:

d
d P
agqﬁ = EWT (3-37)

em que J é a constante de inércia total do motor BLDC, B é o coeficiente de atrito viscoso total,
sendo ambos referidos ao eixo do motor, Tc é o torque de carga e P é o numero de polos do
motor (Baratieri 2011).

Modelo linear

Como visto anteriormente, as equacdes dinamicas do motor brushless por fase se assemelham a
aquelas de um motor CC convencional com escovas. Assim, as dinamicas elétrica do circuito de
estator e mecanica do mecanismo de rotacao podem ser descritas em funcdo da resisténcia R e
indutancia de estator L, inércia J e atrito viscoso B bem como dos coeficientes de torque e da
forga contra-eletromotriz K, e Kt, respectivamente. Para fins de simulagdo deve-se ainda obter o

angulo de rotacao 6Or proveniente de simples integracdo da velocidade cwr para efeito de
comutacdo das fase no inversor de acionamento.



Desde que o motor BLDC é acionado com apenas duas fases simultaneamente a corrente de
excitacdo entra por uma fase e sai por outra, percorrendo um total de duas resisténcias, duas
indutancias e interagindo com duas agdes de forcas contra-eletromotrizes. Supondo-se em um
instante as fases A e B acionadas com i = iA = —iB, pode-se escrever:

2
Bas = OH-3D— M)d—j5
di

= Rji+ L“E + K, w, (3.38)

+ (ea — €B)

com R, := 2R, L, := 2(L- M) e K, o coeficiente da fcem. Com base em (3.38) verifica-se a

semelhanca desta com a equacdao dinamica de um motor CC. Também, com base em (3.38)
constata-se que a dinamica elétrica do motor BLDC representa um subsistema de primeira
ordem:

1

e — 3.39
L.,s+ R, ( )

Gprpc(s) =

Finalmente, com base na equacao da dinamica mecanica (3.36) que também é uma dinamica
de primeira ordem verifica-se que o modelo completo do motor BLDC pode ser representado por
umas das possiveis formas dadas na Figura 3.3 e que sua funcdo transferéncia pode ser dada por:

Kr
" LyJs? 4+ (ReJ + LyB)s + (RyB + K. K3)

GprLpc(s) (3.40)

com KT = Ke.

3.2.2 Obtencao do modelo

Para o caso do BLDC procede-se da mesma maneira que o motor CC convencional para a
obtencdo dos parametros. Com base em(3.38) e na Figura 3.10 em que se usa sempre duas fases
simultaneamente e em série, a resisténcia e indutancia no modelo linear correspondem ao dobro
dos valores obtidos nos ensaios indicados para o motor convencional, por exemplo com o ensaio
do experimento da Figura 3.5. Os coeficientes de torque de fcem respectivamente Kt e K, sdo

obtidos com o ensaio em vazio e com auxilio de (3.24).

Alguns ensaios sdo necessarios para levantar os parametros do motor, uma vez que algumas
especificagcoes técnicas ndo foram especificadas. O nimero de pares de polos do motor pode ser
calculado experimentalmente da seguinte forma. Com o motor em rotagdo constante, obteve-se o
sinal de um dos sensores Hall no osciloscépio e, a partir da contagem de pulsos dados em um
periodo de tempo e da velocidade do motor, pode-se obter a quantidade de polos do motor.

No ensaio a ser realizado, fixar a velocidade de rotacdo do motor 240 RPM. A frequéncia do
sinal proveniente do sensor Hall para esta velocidade é de 400Hz, com isso, obtém-se a seguinte
relacdo:



FrequénciaHall x 60
Velocidade[RP M|
60 x 400

NPolos =

em que foi possivel calcular que o motor possui 100 polos ou 50 pares de polos, sendo assim um
motor com torque elevado e baixa velocidade. Entretanto, esse valor encontrado é incompativel
com as dimensdes do motor, justificado pela existéncia de uma reducdo mecanica que influencia
a quantidade de polos calculados por este método. Portanto, deve-se calcular as proporcdes da
reducdo mecanica para entdao obter o nimero real de polos.

3.2.3 Medicao de velocidade de rotacao

Para possibilitar a realizacao do controle de velocidade do motor em malha fechada, é necessario
medir e processar esta velocidade. Para isto, foi utilizado o CI MC33039, um circuito adaptador
usado para realimentacdo no controle de motores BLDC em malha fechada. A vantagem da
utilizacao deste CI é que este permite a regulacao de velocidade sem a necessidade de um
encoder. A Figura 3.11 mostra que o MC33039 contém trés buffers de entrada, cada um com
histerese para rejeicao ao ruido, trés detectores de borda, um monoestavel programavel e um
regulador shunt interno (Datasheet-6N137 consulta em 2015).

Na saida do CI é fornecido um trem de pulsos com frequéncia varidvel denotada fout
proporcional a velocidade de rotacdo do motor. Ao passar o sinal por um filtro passa-baixa de
valores R = 1kQ e C = 100uF , tem-se um valor de tensdao média proporcional a velocidade de
rotacdo do motor. A partir disso, basta medir a velocidade do motor através de um tacometro
oOtico para encontrar a constante KV T de proporcionalidade entre velocidade de rotacdao do motor
e tensdo de saida do CI. A largura do pulso fout de saida do MC33039 é programavel e
determinada através dos valores de RTe CT. Para esta aula, escolheu-se RT= 10kQ e CT= 100nF
, pois esses valores proporcionam uma largura do pulso compativel com a velocidade do motor
estudado.
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Figura 3.11: Diagrama de blocos do CI MC33039. Adaptado de Datasheet-6N137 (consulta em
2015).

3.3 Sistema de Suspensao Magnética

O sistema de suspensdao magnética é um sistema que, além de possuir varias aplicacOes praticas
importantes, como em rolamentos magnéticos e transportes de alta velocidade, apresenta
caracteristicas de fase ndo minima e é um sistema instavel, constituindo assim um bom exemplo
para verificar as caracteristicas de sistemas e o resultado da acdo de controle. O prot6tipo usado
nas aulas de laboratorio propostas é mostrado na Figura 3.12.



Figura 3.12: Protétipo de suspensao magnética usado nas aulas de laboratério propostas.

3.3.1 Equacoes dinamicas

Considere uma esfera de massa m posicionada abaixo de um eletromagneto a uma distancia h
como mostrado na Figura 3.13. O modelo do sistema de suspensao é baseado nas suas equacoes
eletromecanica e elétrica. O protétipo do sistema de suspensdao magnético apresentado aqui
utiliza a forca de atragao eletromagnética (Oliveira, Costa & Vargas 1999).
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Figura 3.13: Diagrama esquematico do sistema de suspensdo ilustrando variaveis de entrada e
saida.

Quando uma corrente i circula pela bobina, um campo magnético é gerado. Este, por sua vez,
origina uma forga eletromagnética sobre a esfera denotada f dada pela conhecida equacao

— LY (3.42)

De acordo com (3.42), ha uma relagcdo diretamente proporcional entre a forca f e a derivada da
indutancia da bobina em relacdo a posicdao h. Com a variagao da posicao da esfera, a indutancia
descreve uma curva como a da Figura 3.14. A indutancia pode ser descrita pela equacao

Lo
1+ h/a

com L, = L(0)-L() e a uma constante. A partir de (3.42) e (3.43) obtém-se a equagdo

L(h) = L(co) + (3.43)

eletromecanica do sistema:

Fhyi) = (3.44)



e a partir da lei de Newton obtém-se a equacao mecanica do sistema como segue

d’h :
m—g =mg + f(h,7). (3.45)

Finalmente, a equacao elétrica é obtida a partir o modelo da bobina como ilustrado na Figura 3.1
5.

d(L(h)i)

= R
v 7+ p

(3.46)

I L(h)

L(0)

Figura 3.14: Variacdo da indutancia.

em que v a tensao de entrada em um amplificador de poténcia, R é a resisténcia da bobina.



Figura 3.15: Circuito elétrico da bobina.

3.3.2 Linearizacao equacoes sistema de suspensao magnética

As equacOes dinamicas do sistema sdo linearizadas em um ponto de operacao (he,ie). Uma vez
que h é mantido em torno de h, a indutancia L(.) € aproximada por uma constante L.

Observacao 3.2 No ponto de equilibrio (he,ie) tem-se mg = —f (he,ie).

Definindo as variaveis de estado do sistema de suspensdo como x; = h, x, = h" e x3 = i e usando
(3.44) - (3.46) pode-se escrever as equacoes de estado e saida do sistema

x = Flzw)
y = Cug (3.47)
em que
- 2 -
_ Lo(.’L’l) I3
Flzp)=| 9 2am 14 (x1) /a
R
L T T Y A




(' = Cq 0O O

com ¢; o ganho do sensor de posi¢do. A fung¢do F (x,v) em (3.3.2) linearizada em torno do ponto
de equilibrio (x;e,x2e,x3e), resulta em

2 Az 4+ Bu
y = Cz (3.48)
em que
0 1 0 0
A = kg/m 0 —kl/m ,B — 0
0 0 —-R/L ka/L
comz=Xx - Xe, U=V - Ve, k; ek, como em (3.49) e (3.50) dados por:
af Lyie
A _ 3.49
YT 0 sy T T Refa (349
_9f _ Lyi?
5 Bl T WO R sl

Em (3.45) definindo x := [h h" ], v = i, e introduzindo em (3.45) a forca devido ao atrito
viscoso k entre o ar e a esfera, a equagdo de estado torna-se:

<2

{Z}_{g—%&z— dllade’ ]

2am (1 + (21 + z1./a)?)

(3.51)

2mag
com v, =

X
1+ 1€ Substituindo v, em (3.51), tem-se:
0 a

-

22 0

[ k g(z1 + 2x1e + 2a) ] + [ —Loa ] u. (3.52)
—2Zz2 — Al
m (@t 21 +mwie)?

2m(a + 21 + x10)?



Exemplo 3.1 Considere um sistema de suspensdo magnética descrito por x* = f (x) com f (x)
como descrito em (3.51). O modelo linearizado em (x,e,0,ve) usando (2.79) pode ser obtido via

comandos Matlab como segue.

% Variaveis simbélicas
syms g a LO m k x1e ue z1 z2
% Vetor deslocado em relagdo ao equilibrio z=x-xe, u=v-ve
z =[z1; z2];
% Ponto de linearizagdo: xL
nxL. = norm(xL)
% Componentes de f(x) na variavel deslocada em relacao ao equilibrio xe
F1=122;
F2 = g-k/m*z2 -L0 *(u+ve)A 2/(2*a*m*(1+(z1+x1e)/a)’2)
% Calculo do gradiente
gradf2 = jacobian(F2,z);
% Formula de Teixeira e Zak
% obtensdo da coluna 2 da matriz de estado do sistema linearizado
a2 = gradF2’ + (F2-xL’*gradF2’)*xL/nxL;
al=[0;1];

3.3.3 Obtencdo dos parametros

Os valores da massa de esfera m, resisténcia da bobina R e indutancia L sdo facilmente obtidos.
Uma balanca de precisdao é usada para medir m. O valor de R pode ser medido através de um
multimetro ou do levantamento da curva de tensao em funcao da corrente.

O valor de L é determinado medindo-se a constante de tempo da resposta de corrente da
bobina a um degrau de tensdao como ilustrado na Figura 3.16. A fim de obter a resposta ao degrau
da bobina, aplica-se um degrau de 10 V nos seus terminais. A indutancia L é apresentada pela
bobina quando a esfera estiver no ponto de equilibrio. Portanto, deve-se colocar a esfera em
posigdo h, usando um suporte plastico.
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Figura 3.16: Resposta da bobina ao degrau.

Os parametros constantes a, k; e k, sdo obtidos a partir do equilibrio f (h,i) = mg pelo

seguinte procedimento (Oliveira et al. 1999). Aplica-se inicialmente uma corrente de baixa
amplitude nos terminais da bobina a fim de manter a esfera na base préximo ao ponto de
operagdo, onde é tomado o valor de h, o qual é chamado he. Com a esfera em h, aumenta-se a
corrente até que a bola suba em t = teq quando é tomado o valor de i, que é chamado ie. A Figura
3.17 ilustra este procedimento. O processo é repetido varias vezes e o valor de ie é tomado como
seu valor médio. Repetindo o mesmo procedimento para diferentes valores de h foram
encontrados novos valores de h, e ie, produzindo a curva hex ie. Denotando (hi il ) e (hi,ill) dois

pontos da curva hex i, na qual a forca f (.,.) € igual a forca gravitacional e, usando (3.44), pode-se

escrever:

12 112

Ze 18

— 3.53
(L+h./a)?2 (14 h!/a)? (385
e pode-se determinar a. Finalmente, o valor de L, pode ser calculado como
2amg(l + h./a)?
(O’ ol el (3.54)

e

em que g € a constante de aceleragdo devida a gravidade e h, é adotado tal que i, ndo cause
excessivo aquecimento na bobina. Assim, com L, e a os valores de k; e k, podem ser calculados



a partir de (3.49) e (3.50). Os valores numéricos dos parametros do sistema experimental sdao

mostrados na Tabela 3.1.
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Figura 3.17: Determinagdo dos parametros constantes L e a.
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Tabela 3.1: Valores numéricos dos parametros fisicos do sistema descrito.

massa da esfera

resisténcia da bobina

indutancia da bobina aproximada
indutancia da bobina em torno equilibrio
corrente da bobina no ponto de operagao
posicdo da bola no ponto de operacao
constante a

constante ki

constante k2

ganho sensor de posicdo

maxima tensdo aplicada a bobina

m [kg]
R[Q]

L [mH]
Lo [mH]
ie [A]

he [m]
a[m]

ki [N/A]
k2 [N/m]
c1

vmax[ V']

22,6 x 10-3
21

520

24,9

0,577

4,50 x 10-3
6,72 x 10-3
0,770

39,6
—1,7361 x 103
24,0

3.4 Estufa Elétrica

Muitos processos industriais podem ser aproximados por uma funcdo de transferéncia de
primeira ordem mais atraso. Suas respostas caracterizam uma resposta temporal monétona ou
essencialmente monotona, isto é, monotona exceto para uma pequena parte inicial. Esses
processos podem ser divididos em duas amplas classes. A primeira corresponde aos processos
estaveis. A dinamica desses processos é aproximada pela fun¢ao de transferéncia:



KS_SL

com L o atraso de tempo, T a constante de tempo e K o ganho estatico do processo. Tais
parametros podem ser obtidos pelo experimento da resposta ao degrau, por exemplo. Esses
processos sao também denominados processos com autorregulacdo. A segunda classe
corresponde aos processos com acgdo integral, e a funcdo de transferéncia que aproxima esta
dinamica é dada por:

Ke sk
G(s) = S(T‘Fl) (3.56)

Processos com polos ressonantes ndo apresentam resposta temporal ao degrau
essencialmente monotona, por isso ndo fazem parte desta classificacdo. Notar que as funcdes de

transferéncia apresentadas em (3.55)-(3.56) possuem ordem infinita, devido ao termo que modela
o atraso ser da forma exponencial.

3.4.1 Aproximacao de Padé

Como visto anteriormente na Secao 2.3, os sistemas lineares com atraso podem ser descritos por
equacoes do tipo diferencial-diferenca. Considere o caso especial de quasi--polindmio dado em
(2.133):

6(s) = e*L'D(s) + N(s) (3.57)
em que L > 0 e D(s) e N (s) polindbmio, com coeficientes da forma

N(2) = D™ 18, 8™ Tt oL By
D(s) = s"+ i A8 T o+ aom L

A funcdo de transferéncia é da forma:

G(s) = jl\;((.g g Bk (3.58)

Uma aproximacado do termo e sL pode ser obtida utilizando por exemplo a aproximacao de Padé.
Para obter a aproximacdo de Padé, considere a série de Taylor para L=1:



RS

5 =1— e, 3.59
e 3+2 3—|— ( )

Considere a aproximacdao de Taylor da funcdo de transferéncia de ordem 1 para obter a
aproximacdo de ordem 1, tem-se:

bos + by

=by + (bo — aobl)s — ao(bo — a0b1)32 + a%(bo — a0b1)33 =+ (360)
aps +1

igualando os termos de e™ e a fungdo de transferéncia de ordem 1 tem-se:
b1=1 bo—aoblz—l
—ao(bo — aobl) = 1/2 —(10(—1) = 1/2
fornecendo

_ —1/2s+1
- 1/2s4+1

6—8

(3.61)

comay,=1/2 e by = -1/2.

Para L qualquer, basta substituir na aproximacao de Taylor (3.59), —s por —Ls e qualquer os
coeficientes dos polindmios do numerador e denominador como antes.

Exemplo 3.2 Considere um sistema de 1a ordem com atraso. Usar os comandos do Matlab a
seguir para comparar a resposta do modelo exato e o modelo com o atraso descrito pela
aproximagdo de Pade de ordens 1 e 2.

s=tf(‘s’); Po=exp(-10*s)*0.5/(s+1);

Po.Name=‘Modelo exato’;

P1=zpk(pade(Po,1)); P1.Name=‘Pade de 1a ordem’;
P2=zpk(pade(Po,2)); P2.Name=‘Pade de 2a ordem’;

figure(1)

step(Po,P1,P2)

grid

% Com controlador

Kp=0.6; K_i=0.2; C=Kp+K_i/s

% Malha fechada

To=feedback(ss(Po)*C,1); To.Name=‘Modelo exato’;
T1=feedback(P1*C,1); T1.Name=‘Pade de 1a ordem’;
T2=feedback(P2*C,1); T2.Name=‘Pade de 2a ordem’;
figure(2)



step(To,T1,T2)

3.4.2 Atraso normalizado

A funcdo de transferéncia (3.55) pode ser caracterizada pelo atraso normalizado e o ganho do
processo normalizado, apresentados abaixo. Segundo Khan & Lehman (1996), da experiéncia
pratica tem-se observado que processos com um valor pequeno para o atraso normalizado sdo
“faceis” de controlar, enquanto que valores grandes do atraso indicam processos “dificeis” de
controlar. O atraso normalizado denotado 6 e o ganho do processo normalizado denotado k,
podem ser obtidos da seguinte forma:

o = % (3.62)
GO)
2 Clwem = K Ker (3.63)

em que KCR é o ganho critico do processo e wCR é a frequéncia critica dada por arg[G(jwCR)] =
—TL.

A resposta de um processo de 1a ordem mais atraso pode apresentar um formato S como na F
igura 3.18. O tempo de atraso L e a constante de tempo T podem ser estimados a partir da reta
tangente ao ponto de inflexdo da curva determinando-se a intersec¢ao com o eixo do tempo e
com a reta K.

Para saber como é o comportamento deste tipo de funcao de transferéncia em relacao a
frequéncia, é obtida a resposta em frequéncia do atraso. O modulo do atraso é igual a unidade
para qualquer frequéncia

|6_j°"L| = |cos(wL) — jsen(wL)| = 1. (3.64)

Portanto, o logaritmo do m6dulo do termo do tempo de atraso é 0dB. O angulo de fase é (e7jwL) =
—wL (radiano) ou —57.3wL em graus. Assim tem-se que o angulo de fase varia linearmente com
a frequéncia. A resposta em frequéncia da funcdo de transferéncia dada em (3.55) é da forma da
Figura 3.19, obtida usando:

L=33; tau=484;K=0.77;
w=logspace(-4,1,1000);

Gminiforno= tf([K],[tau 1])

set(Gestufa, ‘iodelay’,L);
[m,f]=bode(Gestufa,w)
subplot(2,1,1),semilogx(w,20*log10(m(:)),’b’)
subplot(2,1,2),semilogx(w,f(:),’b’)
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Figura 3.18: Curva experimental de um processo de temperatura.
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Figura 3.19: Diagrama de Bode da func¢do de transferéncia de primeira ordem mais tempo morto
paraL =33,7=484e K=0,77.



3.5 Aulas de Laboratorio

3.5.1 Obtencao modelo de um motor CC

Neste experimento devem ser realizados diversos ensaios para determinacdao dos parametros do
motor. O motor utilizado é um motor Eletrocraft de 60V com corrente de pico 5A, velocidade de
operacao maxima 6000RPM e torque nominal 0,353N m. A Tabela 3.2 fornece os parametros
nominais deste motor.

1. Obter o valor de Ra pelos dois métodos indicados e comentar cada método quanto a
precisdo. Indicar o procedimento e os resultados na forma de tabela repetindo o método de
ohmimetro para 4 valores da posicao do rotor. Para facilitar, aplicar um pulso de tensdo na
armadura para facilitar a busca de uma posicdo adequada para medir a resisténcia. Utilizar
pelo menos 8 pontos para levantar a caracteristica V % I (eixo em repouso), considerando a
posicdo do eixo que fornece a menor resisténcia.

Tabela 3.2: Parametros do motor Eletrocraft
R(Q) L(H) J(Nms2/rad) Ke(V s/rad) F (Nm) B(Nms/rad)
1,63 3 x 10-3 3,6720 x 10-5 0,0678 0,02147 1,12387 x 10-6

2. Obter o valor de La pelo método indicado. Utilize um Rext « 1Q.

3. Obter a constante Ke a partir de Ia e Q. Variar Vade 2 a 24V em passos de 2V e obter os
dados restantes da Tabela 3.3 para calcular o valor médio de Ke.

Tabela 3.3: Determinagdo de Ktge K,
v, I, Q Tr Ke
V) (A) (rad/s) (Nm) (V s/rad)

4. Obter os valores de B e F pela construcdo do grafico de Tr X Q, o qual pode ser conseguido
com o auxilio da Tabela 3.3.

5. Obter o valor de J a partir da constante de tempo mecanica obtida via a desaceleracao do
motor.

6. Obter o valor do parametro Kt segundo o método indicado utilizando (3.32). Indicar o valor
de Ia min.

7. Apresentar o diagrama de blocos, o diagrama Simulink, a funcdo de transferéncia e

equacoes espaco de estado do motor de corrente continua.

3.5.2 Obtencdo modelo do motor brushless



Os parametros do modelo linear também podem ser encontrados por meio de identificacdo
parameétrica com recursos do Matlab e baseado em um unico ensaio degrau. O motor utilizado na
aula de laboratério € um motor normalmente comercializado com um kit de conversao para
bicicletas elétricas (ExtremeToys consulta em 2015) que possui uma poténcia de 350W e é
alimentado por uma bateria de 36V (Moraes 2015). Diversos ensaios devem ser realizados para
obter o numero de polos, a constante de conversao de velocidade e resposta ao degrau. Com o
auxilio de um osciloscopio, armazenar os valores da resposta ao degrau em vetores de dados de
velocidade e tempo para serem usados na identificacdo do modelo do motor usando o toolbox
“ident” do Matlab. Essa ferramenta faz uma aproxima¢do matemadtica do modelo a partir dos
vetores da entrada, saida e tempo. O modelo do motor pode ser aproximado por um sistema de
segunda ordem, com dois polos reais: um relacionado a resposta elétrica e outro a resposta

eletromecanica.

1. Obter o numero de polos. O nimero de pares de polos do motor pode ser calculado
experimentalmente da seguinte forma. Com o motor em rotacao constante, obter o sinal de
um dos sensores Hall no osciloscopio e, a partir da contagem de pulsos dados em um
periodo de tempo e da velocidade do motor a quantidade de polos pode ser obtida usando
(3.41), em que a velocidade é dada em RPM, e a frequéncia dos pulsos é a frequéncia do
sinal proveniente do sensor Hall em Hz. Se existir redugdo mecanica, a propor¢ao da
reducdo mecanica (3.41) deve ser considerada.
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— Resposta experimental
= = = Resposta simulada
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Figura 3.20: Resposta em malha fechada para 18,85 rad/s (180 RPM).

2. Ganho linear. Obter o ganho Kv T a partir de uma regressao linear. Para validar a
linearidade da relacao entre velocidade de rotacdo e tensdo na filtragem da saida do CI
MC33039, medir diferentes tensdoes com diferentes velocidades medidas com um
tacometro digital e exibir os dados como na Tabela 3.4.



Tabela 3.4: Relacdo entre velocidade de rotacao do motor e tensao de saida do CI MC33039.

Tensdo [V] Velocidade [ RPM] o [rad s71] ®
Tensao

3. Obter a resposta ao degrau do motor modulando a tensao de entrada por PWM com ciclo
de trabalho de 60% e tempo de amostragem 0,004s. Desse modo, com a alimentacdo de
36V, o degrau aplicado foi de aproximadamente 20V. O valor de 100% nao foi utilizado,
pois a ponte trifasica deve sempre estar em comutacao para que o capacitor de bootstrap do
circuito de disparo da ponte inversora ( a ser descrita no Capitulo 9) possa carregar e gerar
a tensdo de acionamento do braco superior da ponte.

4. Com o auxilio de um osciloscopio, armazenar os valores da resposta ao degrau em vetores
de dados para a identificagdo do modelo do motor. O modelo do motor obtido através da
ferramenta “ident” comparado a resposta ao degrau obtida pelos estudantes pode ser vista
na Figura 3.20 (Moraes 2015).

3.5.3 Obtencdo modelo do sistema de suspensao

1. Obter o valor da massa da esfera m utilizando uma balanca de precisao.
2. Obter o valor da resisténcia da bobina R utilizando um ohmimetro e a caracteristica V x I.

3. Obter as constantes a, Lo, k1 e k2, seguindo o procedimento dado anteriormente, resumido a
seguir.

(a) Aplique nos terminais da bobina uma tensao v continua tal que a forga f exercida sobre
a esfera, mantenha-a no ponto de equilibrio escolhido zo. Para fazer este experimento
mantenha a esfera na base, ou seja, erguida por um suporte plastico, conforme a Figura
3.17 e aumente gradativamente a tensao v, monitorando sempre a corrente i até que a
esfera suba. Neste instante, medir a corrente e tensdo correspondente. No momento
imediatamente anterior a subida da esfera, a forca peso desta equivale a forca de
atracdo exercida pela bobina, Figura 3.17. Repetir este procedimento duas vezes para
he e obter a corrente e tensdo como o seu valor médio denotados ie[A] e ve[V ],
respectivamente.

(b) Novamente, aplique nos terminais da bobina uma tensdo v continua tal que a forga f
exercida sobre a esfera, mantenha-a proxima do ponto de equilibrio escolhido. Anote o
valor de h nomeado he e aumente gradativamente a tensdao v, monitorando sempre a
corrente i até que a esfera suba. Neste instante, anote a corrente nomeada ie.

(c) Repetir este procedimento duas vezes para a mesma posi¢do h e obter i tomando seu
valor médio e para quatro diferentes valores de h na vizinhanca do ponto de equilibrio
he. Anote os valores de he[mm] e os valores de ie[A].



(d) Para qualquer par medido (he,ie), o valor da fungao f (he,ie) é igual ao valor da forca
peso. Através da equacao (3.53) obter os valores de a para seis possiveis combinacoes
entre os 4 pares de (ht,il) e (h”,i”) obtidos. O valor de a é tomado como o seu valor

médio
.?? , ./ ?”
.. h!, —1i' h
e e e e
o= 104 cqcq (3.65)
Uog ™ Leg

(e) Pela equacao (3.54), calcule Lo.
(f) Pelas equacdes (3.49) e (3.50), calcule ki1 e k2 respectivamente.

4. Determinacdo da indutancia. Para a obtencdo de L colocar a esfera na posi¢cdo ho usando
um suporte plastico. Medir a indutancia através da resposta de corrente da bobina a um
degrau de tensdo em seus terminais a partir da tensdo em um resistor externo inserido na
malha da bobina ou a partir da corrente com uma ponta de prova de corrente para
osciloscopio. Aplique um degrau de 10V nos terminais da bobina. Se usar o procedimento
via a tensdo em um resistor externo, somar esse valor ao valor da resisténcia da bobina para
obter a curva da corrente.

3.5.4 Obtencao modelo do sistema térmico

Nesta parte devem ser realizados diversos ensaios para determinacdo dos parametros de uma
estufa.

1. Aplicar um degrau de poténcia na estufa e registrar a variagdo da temperatura em funcgao
do tempo.

2. Determinar o tempo de atraso e constante de tempo utilizando a curva da resposta ao
degrau supondo que a estufa pode ser representado por um sistema de la ordem mais um
atraso simples. Obter a funcao de transferéncia aproximada.

3. Plotar em um mesmo grafico as respostas experimental obtida no ensaio e as simuladas
usando os parametros obtidos em (2).



Capitulo 4

Analise de Respostas de Sistemas Dinamicos

O objetivo deste capitulo é apresentar as principais defini¢oes de estabilidade incluindo a
estabilidade segundo Lyapunov, o comportamento das respostas de sistemas lineares tipicos,
caracterizar as principais especificacoes de desempenho de sistemas de controle e, relacionar
resposta transitdria, resposta em frequéncia e localizacdo dos polos em regioes do plano-s. Os
polos identificam-se com os modos da resposta impulsional e os zeros com o0s coeficientes
obtidos a partir da expansdo de G(s) em fracdes parciais e a estabilidade com a resposta limitada.

O critério de estabilidade de Routh-Hurwitz é apresentado, caracterizando o polindmio
caracteristico de um sistema. Também, os resultados de estabilidade de polindmios usando o
teorema de Hermite-Bieher sdo resumidos. Exemplos de analise de estabilidade de sistemas sdo
apresentados.

A analise da resposta em frequéncia é feita a partir de diagramas de Bode de sistemas tipicos.
Também, a caracterizacdo de polos na origem e polos dominantes é feita a partir da resposta no
dominio do tempo. As principais referéncias usadas neste capitulo foram Franklin et al. (1994) e
Slotine & Li (1991).

As aulas de laboratério tém por objetivo caracterizar o efeito de polos na origem
(integradores) e polos dominantes na resposta no dominio do tempo e da frequéncia. Circuitos
elétricos de primeira, segunda e terceira ordem sdo usados nas aulas.

4.1 Polos e Autovalores

Seja a equacao espaco de estado com entrada u = 0:
&= Aw, 3g=5(0). (4.1)

Sejam A; € C,i=1, - - - ,n autovalores da matriz A definidos como as raizes do polindmio det(AI
—A) ev; € Rnos autovetores associados ao autovalor 4; . Os autovetores sdo vetores especiais e

a sua direcdo ¢ invariante a aplicagdo por A, ou seja, Av = Av . Assim, diz-se que os autovetores
associados a A sdo A-invariantes.

Sem perda de generalidade, suponha que a solucao de (4.1) é descrita em termos dos modos
do sistema como segue:

z(t) =Y APz (4.2)
i=1

Substituindo x(t) em (4.1) tem-se:



W = AZAiepit$0. (4.3)

i=1

Agora, derivando a solugdo x(t) = ¥, ",_; A,ePix0

E=p; Y APz, (4.4)
i=1

Assim, igualando as equagoes para x” tem-se:

AZAiﬁpitxo Ipz'ZAi(:ipitIo. (45)
i=1 i=1
Entao,
Azg = p;zo (4-6)

0 que equivale a
(pil — A)zo = 0. (4.7)

Sabendo que det(p; I - A) = 0 fornece os autovalores de A, conclui-se que p; corresponde a um
autovalor de A e x, ao autovetor de A correspondente ao autovalor p; .

4.2 Estabilidade Entrada-Saida

Os sistemas de controle sdao projetados para atenderem especificacdes de estabilidade e de
desempenho. A estabilidade sera vista em termos da descricdo entrada-saida e espago de estado,
sendo introduzido o conceito de estabilidade entrada limitada saida limitada (BIBO, das inciais
em inglés), estabilidade de estado de equilibrio, estabilidade via equagcdo de Lyapunov e
estabilidade no dominio da frequéncia. As referéncias basicas utilizadas foram os livros Chen
(1999) e Zhou (1998). As definicoes e resultados de BIBO estabilidade dadas seguem Chen
(1999).

Definicao 4.1 Um sistema linear relaxado é dito ser BIBO estdvel se e s6 se para qualquer
entrada limitada a saida for limitada.

Teorema 4.1 Um sistema monovariavel relaxado descrito por



y(t) = / o(t,m)u(r)dr (4.8)

o0

é BIBO estdvel se e so se existir um finito k tal que

= / lg(t, )| u(T)dr < k < oo, tE€ (—o0,00) (4.9)

Se para algum k

y(t) = f lg(t,7)|u(T)dr < k < oo, té& (—o0,00) (4.10)

entao tem-se

1. Se u for uma fungdo periédica com periodo T, u(t) = u(t + T) para todo t > 0 entdo a saida
y(t) tende a uma funcdo periddica com o mesmo periodo T .

2. Se u(t) for limitada e tender para uma constante entdo a saida tende para uma constante.
3. Se u for de energia finita

1/2

t
u(t) = (/ |u(t)|2d(t)) < ki <00 (4.11)
entdo a saida é também de energia finita, existe k, dependente de k; tal que
¢ 1/2
y(t) = (/ lu(t)|? d(t)) < ky < 00. (4.12)

Observacao 4.1 A saida apresenta as mesmas propriedades da entrada em um sistema BIBO
estavel.

Teorema 4.2 Um sistema monovaridvel e relaxado descrito por G(s) é BIBO estdvel se e so se
todos os polos de G(s) estiverem no semiplano lateral esquerdo do plano-s ou, equivalentemente,
se todos os polos de G(s) tiverem a parte real negativa.

Esse teorema pode ser verificado a partir da decomposicao da saida y(s) em fracdes parciais e
aplicacdo da inversa de Laplace usando o conceito de modos da resposta introduzida na Secao
(2.1.6).

4.2.1 Estabilidade de polinomios



A tarefa de encontrar as raizes de um polinémio situadas no semiplano lateral direito é muito
importante para investigar a estabilidade do sistema realimentado. Os resultados de estabilidade
de polindmios bem conhecidos na literatura foram propostos por Routh- Hurwitz. Podem ser
encontrados em varios livros textos de controle, podendo citar, por exemplo, Franklin et al.
(1994), Dorf & Bishop (2000) e Castrucci et al. (2011).

4.3 Critério de Estabilidade de Routh-Hurwitz

O critério de Routh-Hurwitz fornece condigoes necessarias e suficientes para as raizes de um
polindmio com coeficientes reais estarem localizadas no semiplano esquerdo do plano-s. O nome
do critério refere-se aos seus formuladores. Em 1875, E. J. Routh desenvolveu um algoritmo para
determinar as raizes localizadas no semiplano esquerdo do plano-s. Em 1895, A. Hurwitz
formulou o critério em termos de determinantes (Gantmacher 2000).

Teorema 4.3 (Routh) O niimero de raizes de um polinbmio real §(s) no semiplano lateral
direito Re s > 0 é igual ao numero de troca de sinais na primeira coluna do arranjo de Routh.

Critério de Routh-Hurwitz. Todas as raizes do polinomio real §(s) tém parte real negativa
se e sO se todos os elementos da primeira coluna do arranjo de Routh sao diferentes de zero ou de
mesmo sinal. O arranjo de Routh para determinar o nimero de raizes no semiplano esquerdo do
plano-s é bastante conhecido e pode ser encontrado na maioria dos livros textos de controle. E
formado a partir de todos os coeficientes do polindmio e completados por determinantes de
matrizes de ordem 2, como segue. Seja o polinomio caracteristico:

5(s) = ags™ +a1s" 1+ 4 an (4.13)

coma,#0eaq;,i=1,---n>0.

linha

n s" ag as a4 ag

n-1 gL | gs @ By -

n-2 g2 by by by by (4 14)

2 = €1 €9 €3

1 it i fe

0 s? 9o

em que



ai1az — apas a1a4 — apas
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ai al
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3 — )
a1
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by ’ by
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C3 — ’
b1
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Um polindmio estavel também ¢é referenciado na literatura de polinémio de Hurwitz. As
seguintes propriedades decorrem do teorema de Routh.

Propriedade 4.1 Se 6(s) é um polindmio real de Hurwitz entdo todos os seus coeficientes sdo
ndo zero e tém o mesmo sinal, ou positivo ou negativo.

Propriedade 4.2 Se §(s) é um polinémio real de Hurwitz de grau n, o arg[8(jw)] é uma fungdo
continua e estritamente crescente de w € (—,0). Além disso, a fase para w € (—,%) é nr.

Exercicio 4.1 Considere o sistema descrito por:

K
s(s24+s+1)(s+2)+ K

T'(5) =

Utilizar o critério de Routh-Hurwitz para encontrar a faixa de valores do ganho K para
estabilidade. A faixa de estabilidade também pode ser encontrada via a Regra 4 apresentada
anteriormente. Conferir.



O problema de interesse em muitos casos é o problema de obter condicoes de estabilidade em
funcdo de parametros do controlador. Para controladores de ordem fixa, como os controladores
PI e PID, a serem estudados no Capitulo 8, pode-se em alguns casos encontrar a regiao dos
parametros dos controladores para garantir estabilidade usando o critério de Routh-Hurwitz
como ilustram os exemplos a seguir.

Exemplo 4.1 Utilizar o critério de Routh-Hurwitz para obter todos os controladores
estabilizantes da forma:

B Kps+ Ky

S

C(s)

em que Kp e Ki sdo os parametros do controlador conhecido como controlador PI para
estabilizar o sistema descrito por:

1
(s+1)(s+2)

Supondo que o controlador PI vai ser utilizado na configuragdo em cascata, o polindbmio
caracteristico do sistema com realimentagdo unitdria é da forma:

Pls) =

6(s,Kp,K;)=5>4+3s*+ (Kp+2)s+ Ky,

A partir do arranjo de Routh, obtém-se as seguintes desigualdades:
K
K;>0; Kp>Z%r_2

como condigbes necessdrias e suficientes para a estabilidade do sistema realimentado. A Figura
4.1 ilustra a regdo de estabilidade em termos dos pardmetros do controlador PI.




Exemplo 4.2 Considere o sistema de 3a ordem com modos oscilatorios proposto em Astrom &
K.Hagglund (1995) como um caso estudo de projeto de controlador PI, dado por:

ab?
(s + a)(s? + b2)’

em que a e b sdo constantes. A fungdo de transferéncia L(s) com um controlador PI é dada por:

G(s) = (4.15)

abQ(Kps —+ K[)
s(s+a)(s?+b2)

L(s) = C(s)G(s) =

~XH

1 Il

0 3 10 15 20

K

&

Figura 4.1: Conjunto de ganhos estabilizantes denotado S e subconjunto Sf para KI € [0, 20] no
plano (KP, KI') para o Exemplo 4.1.

E possivel obter as condi¢des de estabilidade a partir do polinémio caracteristico:
d(s, Kp, K1) = st oasd L b%s% 4 (aszp + abQ) B abQKI,

Entdo, o arranjo de Routh para (4.2) é mostrado na Tabela 4.2, com



— ab’Kp + ab?

 (a? - A)
=

Aab? — A% — a3V2K; 9 , a’K;

ik = T = ab"Kp + ab” + Ky

Tabela 4.1: Arranjo de Routh para o Exemplo 4.2

sS4 1 b2 ab2Ki1
s3 a A 0

s2 B ab2K1 0

s1 D 0

S0 ab2Ki1

Entdo, a partir do critério de Routh-Hurwitz, estabilidade é garantida se as seguintes
desigualdades sdo satisfeitas:

a>0 Kp<0 K <(Z2)((Kp+1)"-1): Ki>0. (4.16)
0,5 ‘ : : . :
oF g o i
N
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Figura 4.2: Conjunto estabilizante KI € [0, b ] no plano (KP, KI ) para o Exemplo 4.2.



Assim, o conjunto estabilizante denotado S com controlador PI pode ser descrito por:
S :={(Kp,Ky) : (4.16) € satisfeita}

De acordo, Figura 4.2 mostra o conjunto estabilizante S no plano (KP , K; ) para o sistema
(4.15) coma=5andb = 3.

O teorema de Hermite Biehler também fornece condicdes necessarias e suficientes para a
estabilidade de polindmios a partir da satisfacdo de uma certa condicao de entrelacamento e foi
usado para provar os resultados de Routh-Hurwitz e também para obter o conjunto de todos os
controladores PI e PID estabilizantes para um dado sistema Bhattacharyya et al. (2009). A
aplicacdo do critério de Routh-Hurwitz para para obter os ganhos de controladores PID pode
levar a desigualdades ndo lineares dificultando a obtencdo dos ganhos o que ndo ocorre na
abordagem proposta em Bhattacharyya et al. (2009) usando a propriedade de interlacamento de
polindmios Hurwitz. A seguir os resultados de estabilidade de polinomios usando o teorema de
Hermite-Bieher sao resumidos.

O teorema de Hermite-Biehler e generalizacoes

Seja 6(s) = ay + a;s + ... + ansn um polindmio real dado de grau n

6(8) = 0.(5°%) + 89, (s°)

onde 8e(s2), séo(s2) sdo os componentes de §(s) formados pelas poténcias pares e impares de s
respectivamente. Para cada frequéncia w € R, denota-se:

0(jw) = p(w) + jq(w)

em que p(w) = de(~w2), q(w) = wdo(-w2). Sejam we;,we2,... 0S zeros reais, distintos e ndo
negativos de de(—w2) e sejam wo,,wo2,... 0s zeros reais, distintos e ndo negativos de do(-w?2),
ambos organizados em ordem ascendente de magnitude.

Teorema 4.4 Seja 6(s) = a, +a;s+...+ansn um polinémio real dado de grau n. Entdo 6(s) €
Hurwitz estdvel se e somente se todos os zeros de §e(—w2), do(-w2) sdo reais e distintos, én e én™;

sdo de mesmo sinal, e os zeros reais e ndo negativos satisfazem a seguinte propriedade de
entrelacamento



0 2 g € ddgd %€ Blps < s (4.17)

A prova pode ser encontrada em Datta, Ho & Bhattacharyya (2000).
Exemplo 4.3 Sejam os sequintes polinbmios:
1. 8(s) =57+ 5s6 + 14s5 + 2554 + 31s3 + 2652 + 14s + 4
2. 6(s) =s5+ 13s4 + 66s3 + 16252 + 188s + 80.
3. 6(s) =6+ 12s5 + 53s4 + 9653 + 2652 — 108s — 80.
Pede-se verificar a sua estabilidade usando o Teorema 4.4.

No primeiro caso obtém-se:

p(w) —5w® + 25w* — 26w? + 4
g(w) = w(—w®+ 1dw* — 31w? + 14).

Neste polindmio én e 6n™; possuem o mesmo sinal, as raizes de de(jw) e de §,(jw) sdo simples e
reais e as raizes reais e ndo negativas de de(jw) e de § (jw) sdo:

0,43 wyy
1,08 wyo
1,90 wos

0,78
1,41
sfe

Wel
We2

We3

A ocorréncia do entrelacamento pode ser verificada visualmente na Figura 4.3. Conclui-se entdo
que este polindmio é Hurwitz.
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Figura 4.3: Gréficos de p(jo) e q(jw).
(@) ®

(a) (b)
Figura 4.4: Gréaficos de p(w) e g(w) para o caso estavel (a) e instavel (b).

No segundo caso, éne 6n™; possuem 0 mesmo sinal, as raizes de de(jw) e de §,(jw) sdo simples e
reais e as raizes reais e ndo negativas de de(jw) e de § (jw) sdo



0,71 wy;
345  wyo

1,72
7.93.

Weq

We2

Ocorre entrelacamento, como pode-se verificar pela Figura 4.4 (a) e, portanto, este polindbmio
também é Hurwitz.

No ultimo caso, o polindmio én e én™; possuem o mesmo sinal e as raizes de §, e do sdo
simples, mas 6, e do possuem raizes complexas. As raizes reais e ndo negativas de de(jw) e de

6,(jw) séo:

1,2347  wo1 = 3,0000
7,2440.

Ocorre entrelacamento, como podemos verificar na Figura 4.4 (b), mas o polindmio ndo é
Hurwitz, pois de e §, possuem raizes complexas.

We1l
We2

O algoritmo utilizado para verificar o Teorema 4.4 é dado a seguir.
Algoritimo 4.1 1. Ler os coeficientes do polinémio 4(s).
2. Verificar se sgn(6n) = sgn(6n-1).
3. Obter os polindbmios de(s2) e do(s2).
Verificar se as raizes de de(—w)2) e do((—w)2) sdo simples.
Verificar se todas as raizes de de((jw)2) e do((—w)2) sdo reais.

Obter as raizes reais e ndo negativas de de((—w)2) e do((—w)2).

S L

Verificar a ocorréncia de entrelacamento.
8. Gerar grdficos de p(w) e g(w) normalizados.

Para verificar se as raizes de de(jw)2) e § ((-w)2) sdo simples (passo 4), verifica-se a coprimidade
entre os polindmios de((-w)2) e 6,((—w)2) e suas respectivas derivadas. Assim, basta verificar a
coprimidade do polindmio com sua derivada ver Chen (1984).



A generalizacdo do Teorema 4.4 para o caso de polindomios ndo necessariamente Hurwitz é
apresentada em Datta et al. (2000) a qual segue. Seja §(jw) um dado polindmio real de grau n e 6f
(jo) a sua normalizacdo por 1 onde f (w) = (1 + w2) 2 e escreva

op(jw) = pr(w) +7qs(w) (4.18)
em que pf (w) e gf (w) denotam parte real e imaginaria de &f (w), respectivamente.

Teorema 4.5 Seja 6(s) um dado polinbmio real de grau n sem raizes no eixo jw exceto
possivelmente uma na origem. Sejam 0 = wo0 < wo1 < w02 < - - - < wom-1 reais, ndo negativos e
distintos zeros finitos de q, (w) com multiplicidade par. Também defina wm = . Entdo:

{s9n[ps(woy )] = 2sgn[ps(wo, )] + 2s9n[ps(wey )] + - -+ +
(}:1)77"1289n[pf(wam_1)] + (=D)™sgnlpy(wo,)1}-(=1)" " sgn[q(c0)]
i n impar

7O =9 (sgnlps(weo)] — 259nlp (wo,)] + 25gnlpp(wo)] +- -+ (4.19)

(=)™~ 12sgn[pg(wo,,_, )]}-(=1)" " sgn[g(c0)]
if n par

em que o(98) := numero de zeros de §(s) no semiplano esquerdo aberto - niimero de zeros de P (s)
no semiplano direito aberto, a(6) denota a assinatura de (s).

Observacao 4.2 No Teorema 4.5 se o polinomio é Hurwitz estavel entdo o(6) = n.

Seja A0 a variagdo liquida no argumento 6(w) := tan_4[ %wi] quando w cresce de 0 a .
p(w

Entdo, pode-se estabelecer o seguinte lema de Gantmacher (1959).

Lema 4.1 Seja §(s) um polinémio real sem raizes no eixo imagindrio. Entdo, A« = g a(6).

4.3.1 Estabilidade de quasi-polinémios

A estabilidade de sistemas descritos por equacdes homogéneas com coeficientes constantes e
retardos, depende da localizacdo das raizes de (2.133). E evidente que A e § possuem 0s mesmos
zeros. O quasi-polindmio (2.133) é uma funcdo inteiral, assim pode haver, em qualquer regido
limitada do plano complexo, apenas um nimero finito de raizes. As raizes de (2.133) com |s|
suficientemente grande podem ser agrupadas em um nimero finito de cadeias assintéticas. Os
quasi-polinomios correspondentes a equacao do tipo retardo contém uma cadeia assintdtica de
raizes que se dirige para o semiplano complexo esquerdo, enquanto naqueles do tipo neutral
existe, em adicdo a esta cadeia assintética de raizes, pelo menos uma cadeia assintética de raizes
numa faixa vertical do plano complexo. Finalmente, os quasi-polindmios correspondentes a
equacao do tipo avancado contém pelo menos uma cadeia assintotica de raizes que se dirige para
o semiplano complexo direito (Kharitonov & Zhabko 1994).

Um quasi-polindmio no qual se tem aon # 0 corresponde a uma equacao do tipo neutral ou
retardo. O quasi-polindmio (2.133) é considerado estavel se e somente se existe um numero



positivo E tal que as partes reais de todos os zeros de §(s) sdo menores do que —E. Deve-se
mencionar que somente os quasi-polinomios correspondentes as equacdes do tipo retardo ou
neutral podem ser estaveis e que a estabilidade da primeira é equivalente a negatividade das
partes reais de todos os zeros de §(s).

Para investigar a estabilidade da solugdo de (2.128) do tipo neutral dois casos importantes
precisam ser considerados:

1. Caso assimptotico critico: Para todas as raizes do quasi-polindomio caracteristico §(s), tem-se
a desigualdade Re(sk ) < 0 e existe uma sequéncia de raizes arbitrariamente proximas do
eixo imaginario.

2. Caso supercritico : Para todas as raizes do quasi-polindmio caracteristico §(s), tem-se a
desigualdade Re(sk ) < 0 e existe uma sequéncia infinita de raizes simples imaginarias
puras.

4.4 Estabilidade Local de Sistemas

Considere o sistema

= Pz ),20) =2g,6 21 (4.20)
em que x € Rne F: Rn » Rncom F tal que (4.20) tem solugao tnica para cada x(0). O vetor xe é
um equilibrio de (4.20) se F (xe) = 0.

Defini¢dao 4.2 Um estado de equilibrio x, é estavel se, para qualquer R > 0, existir um numero
positivo r > 0 tal que se Ixyl < r, entdo

|z(t)|| < R para todo t > 0. (4.21)

Sendo, o ponto x, € instavel.

Pode-se interpretar estabilidade segundo a Definicdo 4.2 da seguinte forma. Para uma bola BE
associada a cada E deve existir uma bola Bé associada a ¢ tal que trajetorias iniciando dentro de
Bs para t = t;, ndo escapam de BE , para todo t > t,

Definicdo 4.3 O estado de equilibrio x, é assintoticamente estdvel se for estavel e se toda
trajetoria iniciando suficientemente proxima de x, converge para x, quando t — ©, ou seja, se
existir um r > 0 tal que |xe| < r implica x(t) - 0, quando t — oo.

As Figuras 4.5 e 4.6 ilustram as defini¢ées de estabilidade dadas acima.

Definicao 4.4 Um ponto de equilibrio x = 0 é assintoticamente estdvel se for estdvel e se em
adigdo existe algum § > 0 tal que Ix(0)I < § implica x(t) - 0 quando t - oo.



Para haver estabilidade da origem, requer-se que o angulo entre o vetor x e vetor velocidade
x" seja maior do que 90° quando uma componente do vetor velocidade aponta para a origem (a
outra é ortonormal ao vetor X), isto é:

i

2] — el o) =2 (). (4.22)

De fato, uma vez que x* = Ax, tem-se que xT Ax < 0, o que implica real(A(A)) < O (ver Figura
4.7).

m
[eZ)

[
I
l

Figura 4.5: Ponto de equilibrio estavel.
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Figura 4.6: Ponto de equilibrio assintoticamente estavel.
Exemplo 4.4 Analisar a estabilidade da origem do oscilador de Van der Poll:

r1 = bxo; iy = 1 — 3
T1 = bxo;To = —x1 + (1 — x7)xo.

A origem é um ponto de equilibrio. A solugdo apresenta uma orbita periddica isolada como
ilustrado na Figura 4.8 (a). Usando a Definigdo 4.2 tem-se que ndo se consegue obter um § para
E > 0 suficiente pequeno e portanto a origem é instavel.

Exemplo 4.5 Considere novamente o oscilador de Van der Poll mas no tempo reverso, isto é,
com t substituido por —t

Ir1 = —511?2; 33‘2 — Ly ($% — 1).‘)32
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Figura 4.7: Ilustracdo do plano de fase de um sistema instavel.

(a)

Figura 4.8: Orbita oscilador de Van der Poll dos Exemplos 4.4 (a) e 4.5 (b).

Este sistema tem a origem como equilibrio e esta é assintoticamente estdvel como ilustrado
na Figura 4.8 (b).

4.4.1 Segundo método de Lyapunov

A ideia béasica do segundo Método de Lyapunov refere-se a energia total do sistema. Se um
sistema possui um estado de equilibrio estavel xe, entdo a energia total armazenada no sistema



decresce com o tempo até a energia total atingir o seu valor minimo no estado de equilibrio xe. A
estabilidade é analisada via uma funcao escalar especial chamada fun¢do de Lyapunov.

Definicdo 4.5 A funcdo de Lyapunov V (x) satisfaz as seguintes condig¢des para todo t; > t, e
para todo x na vizinhanga de x = 0, com x = 0 um ponto de equilibrio do sistema x = f (x):

1. V (x) e suas derivadas parciais sdo definidas e sdo continuas.
2. V(0)=0
3. V(x) > 0 para todo x #0 e V (x) <0, onde V (x) é a derivada de V (x) em relagdo as

trajetdrias de x* = f (x), i.e.

V(z) = %&Jj):[grade]Ti

150

o

100

V(x)

50

No

-2 9 10 0 -0 =20 W 0 1 >

X
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Figura 4.9: Representacdo geométrica de uma funcdo de Lyapunov. (a) Representacdo 3D da

funcdo de Lyapunov ilustrando V (x) ao longo de uma solugdo iniciando em x,, (b) Curvas de

nivel: V; <V, <V 3 e solugéo x(t) inciando em x,.

Na Figura 4.9 faz-se uma representacao geométrica de uma funcdo de Lyapunov. Nota—se
que a condicdo V' (x) < 0 implica que a trajetoria do sistema deve se aproximar da origem
passando por curvas de nivel com valores referentes a funcao de Lyapunov V cada vez menores.
Ese V' (x) <0, entdo x(t) - 0 quando t — oo.

Teorema 4.6 Considere o sistema



Suponha que uma V (x) possa ser determinada para o sistema. Entdo, o estado de equilibrio x =
0 é assintoticamente estdvel se V' (x) for negativa definida e estdvel no sentido de Lyapunov se
V' (x) for negativa semidefinida.

O teorema seguinte pode garantir a estabilidade assintotica do sistema mesmo que a derivada
da funcdo de Lyapunov V seja semidefinida negativa. Definicdo 4.6 é necessdaria para entender o
teorema.

Definic¢do 4.6 O conjunto M C R é dito invariante do sistema x" = f (x) se para x, a sua solug¢do
denotada ¢(t,x, ) estiver contida € M para todo t € R.

Um conjunto invariante com respeito a x" = f (x) indica que se a solugdo pertence a M em um
instante t, entdo a solugdo pertence a M para todo tempo futuro e passado.

Teorema 4.7 (Principio de invariancia de La Salle) Suponha V (x) : Rn - R tal que em w, =
{x € Rn: V(x) <[} tem-se V' (x) <0. Defina E = {x € w,: V' (x) = 0}. Entdo, toda solug¢do do
sistema iniciando em w, € atraida para o maior conjunto invariante em E. Se E ndo contiver
outra trajetdria a ndo ser x = 0, a origem x = 0 é assintoticamente estdvel.

4.4.2 Estabilidade de sistemas lineares

As definic¢Oes de estabilidade de estado de equilibrio dadas anteriormente tém uma natureza local
porque ndo sabemos qudo pequenas as constantes § e y devem ser. Entretanto, para sistemas
lineares por causa da propriedade de homogeneidade 6 e y podem ser estendidas para o inteiro
espaco de estado. O que significa que em sistemas lineares estabilidade local implica estabilidade
global.

Observacao 4.3 Se o estado zero for assintoticamente estdvel, entdo o estado zero é o unico
estado de equilibrio do sistema. Se existir outro, escolhendo-o como condigdo inicial este ndo se
aproxima do estado zero.

Teorema 4.8 O estado de equilibrio xe de x° = Ax é estavel no sentido de Lyapunov ou
marginalmente estdvel se todos os autovalores de A tiverem parte real zero ou negativa e
aqueles com parte real zero forem raizes simples do polindmio minimo de A.

Teorema 4.9 O estado de equilibrio x, de x* = Ax é assintoticamente estavel se todos os
autovalores de A tiverem parte real negativa.

Teorema 4.10 O sistema x(k + 1) = Ax(k) é marginalmente estdvel ou estdvel no sentido de
Lyapunov se todos os autovalores de A tiverem magnitudes menores ou iguais a 1 e aqueles com
magnitudes iguais a 1 forem raizes simples do polinbmio minimo de A.

Teorema 4.11 O sistema x(k + 1) = Ax(k) € assintoticamente estdvel se todos os autovalores de A
tiverem magnitudes menores do que 1.

4.5 Representacao espaco de estado a partir da funcao de transferéncia



A representacdo espaco de estado ndo é unica uma vez que o vetor de estado pode ser escolhido
de maneiras diferentes, por exemplo, pode-se escolher as varidveis de estado usando o conceito
de variavel armazenadora de energia ou como uma combinacao linear destas.

Considere a funcao de transferéncia:

bas™ b n—1 L. bn
Ae) = 08 TS i s (4.24)
s"+ aps" Ll +ags--- +ay

Dividindo e multiplicando por 1/sn, pode-se escrever G(s) como o produto de G,G2 (ver Figura 4
.10):

by bn 1
@)= [ Byt o2 spsnmish i L
(s) <0+3+ +Sn)(1+%+m+a_&) (4.25)

sn

com G, o termo a direita da igualdade e G, o segundo. Com z := G2u e y = G,z usando

integradores construir o diagrama da Figura 4.11. A partir da Figura 4.11 definindo as variaveis
de estado como as saidas dos integradores obtém-se com x" n= z:

.i'l = X9
Ty = U—Q{Tp —*** — GpT1 (4.26)
e
y = borp+bixy+--+byxy

= (by —boay)z, + (b — boaz)zy 1 + -+ + (by — boay)x1 + bou.  (4.27)

Figura 4.10: Diagrama de blocos usado na realizacdo da fungao de transferéncia.

A realizacdo obtida a partir do diagrama de blocos mostrado na Figura 4.11 conhecida como
realizacdo canonica controlavel tem a forma:



0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
A= i |.B=|.
0 0 il 1
—Qp —Qp—1 —ai
C= [ boa, + b, boapn—1+bp_1 --- boai +bray ] 5 D= [ ko ] . (428)

Exemplo 4.6 Considere um sistema de 1a ordem com constante de tempo T e ganho K. A partir
do diagrama de blocos da Figura 4.12 obter a realizagdo espago de estado.

Defindo a varidvel de estado como a saida do integrador tem-se:

_ 1
Ti = ==y

i

K

—= =X
Y Tl

Na forma matricial tem-se:

com



P

Figura 4.11: Diagrama de blocos obtido a partir da funcdo de transferéncia.

if

Figura 4.12: Diagrama de blocos obtido a partir da funcdo de transferéncia.



Uma segunda realizacdao pode ser obtida a partir da decomposicdo em fracdes parciais de G(s) e
do diagrama da Figura 4.13. Escolhendo as variaveis de estado como saidas dos integradores
obtém-se:

Iy = Mxituw
To = Aoxo+u
Ty = ApZp+u

y = kizi+- -+ k,z, + kou (4.29)






Figura 4.13: Diagrama de blocos obtido a partir da funcdo de transferéncia.

A realizacdo obtida a partir do diagrama de blocos mostrado na Figura 4.13 é conhecida como
realizacdo can6nica modal e tem a forma:

A0 0 1
0 Ao 0 1
A=| . . , B=
: 0 :
0 0 An 1
C=[k ks - ko], D=[bo]. (4.30)

Exercicio 4.2 Considere a fungdo de transferéncia:

10s + 50
st 4+ 1083 + 3752 4+ 62s + 40

Usar os comandos do Matlab a seguir para obter realizagées de G(5s).

s=tf(‘s’); % Define s como variavel de Laplace
G1=canon(G, ‘modal’); % Obter a realizacao diagonal
G2=canon(G,‘companion’); %Obter a realizacao controlavel
[A,B,C,D]=ssdata(G1); %Mostrar as matrizes de G1
[A,B,C,D]=ssdata(G2); %Mostrar as matrizes de G2

4.6 Analise de Resposta Transitoria

Seja um sistema de 1a ordem descrito em termos do ganho K e constante de tempo T :
Tj(t) +y(t) = Ku(t) (431)

Considerando condicdes iniciais nulas y(0) = 0 pode-se obter a funcdo de transferéncia do
sistema, definida pela transformada de Laplace de y sobre a transformada de Laplace de u.

G(s) = y(s) K

u(s) ~ Tapl )

Para entradas do tipo impulso e degrau unitario, a solucdo y(t) é, respectivamente, da forma



glt) = e VT >0, (4.33)
y(t) = K—Ke Tt >0. (4.34)

A resposta y(t) para uma entrada degrau unitdrio é mostrado na Figura 4.14 onde se observa que
parat =T, y(t) atinge 63,2% da entrada degrau e para t = 2T , 86,5%. Assim, pode-se obter a
constante de tempo T a partir da resposta ao degrau, encontrando o valor da resposta. O circuito
RC mostrado na Figura 4.15 ilustra um sistema de 1a ordem.

T t(s|)

Figura 4.14: Resposta ao degrau de um sistema de 2°? ordem e indicacdo da constante de tempo T

No caso geral, considere o sistema de ordem n descrito pela funcdo de transferéncia:

bng™ b m—1 b
G(s) = 05+ 018 1 tot Om (4.35)
s"t+a1s"Tr + -t an

u(s) ] ¥(9)
) € T TlE

e Q

Figura 4.15: Circuito RC e respectiva funcdo de transferéncia.




Paran < me polos p; # pj, i,j = 1, - - - ,n, 0 sistema possui n constantes de tempo, ou seja 1/p;, i
=1, - - - ,n. Expandindo G(s) em fragdes parciais tem-se:

k1 .

G(s)=m+-“+ma

ki = (s + pi)G(8)]s=—p; (4.36)

e calculando a transformada inversa dos termos simples de G(s), a resposta impulsional é obtida
como:

g(t) =) k7Pt > 0. (4.37)
i=1

4.6.1 Sistemas de segunda ordem

A caracterizacao de sistemas de ordem n > 2 em geral é feita a partir de caracteristicas de
sistemas de 2* ordem. Os sistemas de 2 ordem sdo descritos por um amortecimento, frequéncia
natural e ganho.

Exemplo 4.7 O comportamento do circuito RLC mostrado na Figura 4.16 pode ser representado
por uma equacgdo diferencial de 2a ordem.

Seguem as equagdes que descrevem as correntes e tensoes do sistema de 2a ordem onde

v, = L—,1 =C—.

Ainda,



U = UYRT UL T V¢

dv, —I—Li Cd’UC

= RC
dt dt dt

ou

d?v dv
— LC——- 4+ RC—=
! a2 dt

A equacdo diferencial de 2a ordem que representa o circuito RLC mostrado na Figura 4.16 é
descrita em (4.7). Aplicando a transformada de Laplace em (4.7), com condigbes iniciais nulas
obtém-se a fungdo de transferéncia:

1= B

Gs) = Y

1
_ T.C
o 2 | R L
ik b s
R I
u(?) C T M0

Figura 4.16: Circuito RLC.



As equagdes do circuito RLC (4.7) podem ser descritas na forma espaco de estado.
Escolhendo:

L1

]
IS

9o L1 =Y

tem-se:

: . | R 1
o = I1 = —*E'$1 — fwg —+ E’UJ

Na forma matricial tem-se:
r = Ax+bu
Yy = €T

com

0 1 0
A = 1 _R |»0=| 1
. LC L

c = |1 0]

LC

em que x representa o estado do sistema, u é a entrada ou excitagdo do sistema e y a saida.



A funcao de transferéncia de um sistema de 2° ordem pode ser colocada sob a forma padrao
ou forma can6nica

T(s) = 5 (4.38)

em que & denota a constante de amortecimento e wn a frequéncia natural. O polinémio
caracteristico de T (s) € dado por

2 2
3(s) = s + 28wy, s + ws. (4.39)
As raizes deste polindmio caracteristico representam os polos do sistema e podem ser de trés
tipos: complexas conjugadas, reais e distintas ou reais e iguais. A cada uma destas situacoes esta

associada uma determinada dinamica para a saida y(t) do sistema. As raizes do polindmio
caracteristico &(s) sao dadas por

812 = —§wp Twp V€2 -1 (4.40)

Se £ > 1, as raizes do polindmio caracteristico sao reais e distintas, caracterizando uma resposta
dinamica sobreamortecida para o sistema. Se £ = 1, as raizes sdo reais e iguais, caracterizando
uma resposta criticamente amortecida. Se 0 < & < 1, as raizes sdo complexas conjugadas (ver Fig
ura 4.17), caracterizando uma resposta subamortecida:

$1,2 = —0O :|:j Wd (441)

com

0 = —8Wwp,wq = Ewn/ 1 _gg-
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Figura 4.17: Polos complexos no semiplano esquerdo do plano-s.

A seguir é caracterizada a saida y(t) em termos da natureza das raizes do polindmio
caracteristico do sistema.

Caso 1: Sistema sobreamortecido (£ > 1)

Neste caso, tendo o sistema duas raizes reais e distintas, tem-se:



r(s)  (s+p1)(s+p2)

Para uma entrada degrau unitario, usando inversa de Laplace, a saida é da forma:

y(s) Wy (4.42)

y(t) =1 — k1e P 4 ke P28t > 0 (4.43)

em que

Wn
- 2p VE:—1

Caso 2: Sistema criticamente amortecido ({ = 1)

Wn,

2p2/€2 — 1

]ﬁ ekgz

Neste caso, tendo o sistema duas raizes reais e iguais, tem-se:

S UJ2
28 N (s+f; )2 (4.44)

Para uma entrada degrau unitario, a saida pode ser decomposta em fracdes parciais como segue:

k1 ko ks

i (s 4+ wn) * (s+wn)? (445)

y(s) =
Como existe 1 polo repetido, o calculo de k2 é feito a partir da derivada em relacdo a s:

d w2 (s+ wp)?

ko = : 4.46
> 7 ds s(s +wp)? et
Finalmente, calculando a transformada inversa dos termos de y(s) obtém-se:
y(t) =1 — e (1 + wpt),t > 0. (4.47)

Caso 3: Sistema subamortecido
Neste caso, o sistema apresenta duas raizes complexas conjugadas, pode-se escrever:

w2

u (4.48)

(&) = T Com + jo) (s - Eom —gwa)

A funcdo de transferéncia G(s) pode ser rescrita como:



Wn, wd
VT — €2 (s+&wp)? +w?’

Para uma entrada impulso, calculando a transformada de Laplace, a saida é da forma:

T(s) = (4.49)

y(t) = \/%—526

e para uma entrada degrau unitario tem-se:

—ot

senwgt,t >0 (4.50)

B +wi(l - ¢4

y(s) = (4.51)
s((s + &wn)? + wj)
e, novamente calculando a inversa de Laplace, obtém-se:
y(t) =1—e " (COS wgt + isenw@) >0 (4.52)
wq

que também pode ser escrita como:

e—crt

i

Nesse ultimo caso, nota-se que a saida tera um comportamento senoidal amortecido. A Figura 4.
18 ilustra a resposta tipica de um sistema de 2% ordem para diversos valores da constante de
amortecimento €.

y(t) =1— sen(wqt + 0); 6 = sen™1(€).

Desempenho de sistemas dinamicos

Pode-se definir vérios indices de desempenho de um sistema de controle como tr,t; ,Mp,tp, em
que

* tr é o tempo de subida, definido como o tempo necessario para a resposta passar de 0% a
100% do seu valor final para sistemas subamortecidos e de 10% a 90% para sistemas
sobreamortecidos;

* Mp é o sobressinal maximo em percentagem, definido para sistemas subamortecidos;



Figura 4.18: Respostas ao degrau tipicas de sistemas de 2a ordem para diferentes amortecimentos

* tpé otempo em que ocorre 0 sobressinal maximo;

* ts é o tempo de acomodacdo, definido como o tempo decorrido até que a resposta do
sistema y(t) atinja uma faixa de 5% ou 2% do seu valor de regime.

Para sistemas de 2a ordem tem-se:

7 — tan—1(X 1_62)
£y = = ¢, (4.53)
wny/1 — £2
by = iﬁ (caso sobreamortecido) (4.54)
= 4
T
t, = ——— 4.56
Y )
M, = Y(tp) = 9(00) y 07, (4.57)



Para uma entrada degrau unitario tem-se:

—&7

M, =eVi-e. (4.58)

A Figura 4.19 ilustra a obtencao dos indices de desempenho do caso subamortecido.

Os indices de desempenho definem uma regido para os polos do sistema a malha fechada. Se
a especificacdo for dada em termos de tr, coeficiente de amortecimento {, ou tempo de
acomodagdo ¢, as regioes sdo as indicadas na Figura 4.20

Exemplo 4.8 A regido do plano-s que reflete as seguintes especificacbes: Mp > 11%, tp < 2,3
pode ser obtida para um sistema de 2a ordem dominante.

LEF 1
M
l fesrima
—
N’
>
0,5 r .
O i I H | |
g L L 0,1 t 0,2
S
t(s)
Figura 4.19: Especificacoes de desempenho no dominio do tempo.
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Figura 4.20: Regides do plano-s para diferentes especificacdes no dominio do tempo.

Usando as férmulas para tempo de pico e percentagem de sobrepassagem tem-se:

T <23, sen > 055
Wd

A regido encontrada é mostrada na Figura 4.21. O valor do par de polos para a regido com cwd
=23e0=0,55ép,;,=-0,55+j1,36.

Exercicio 4.3 Esbocar a regido do plano-s para atender as sequintes especificagdes: a) Mp >
5%, b) t, < 4[s], c) tr < 0,5[s].

4.6.2 Efeito de zeros e um polo adicional na resposta

E comum usar as especificacdes de desempenho de um sistema tipico de 2a ordem sem zeros
para projetar sistemas de controle. Entretanto, os sistemas com controlador em geral sdo de
ordem mais elevada e pode possuir zeros. Assim, é importante estudar os efeitos da adicao de
zeros e de um terceiro polo na resposta do sistema de controle a malha fechada. Por exemplo, o
controlador mais simples com um integrador adiciona um zero no sistema a malha fechada.
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Figura 4.21: Regido do plano-s satisfazendo especificacoes.

Considere o sistema tipico de 2a ordem com a adicdo de um terceiro polo em p3 = —aéwn e a
forma normalizada de T (s):

wa
T(s) =t Zs F w2y (= + 1) tad)

alwny,

Um polo adicional a esquerda aumenta o tr significantemente se o polo adicional estiver
dentro do intervalo dado por |p3| < 4éwn. Se o terceiro polo estiver localizado mais proximo da
origem e o polo complexo mais a esquerda, o polo dominante € o terceiro polo.

Exercicio 4.4 Analisar o efeito de um terceiro polo na resposta tipica de um sistema de 2a ordem
com polos complexos. Usando os comandos Matlab a seguir, plotar a resposta ao degrau e



calcular o valor de tr pelo Matlab e através da Equagdo 4.53.
s = tf(‘s’);

wn=40;

xi=0.3;

G1 = wn/\2/(sN2+2*xi*wn*s+wn/\2);
figure(1)

step(G1);

hold on

for i=2:10

alfa=1%*i;

G2 = 1/((s"2/(wn/\2)+2*xi/wn*s+1)*(s/(alfa*xi*wn)+1));
step(G2);

hold on

end

Agora, considere a adi¢do de um zero a esquerda. A forma normalizada é do tipo:

s/ (a€wn 1
)i ot
+2£E+1

2
Wa

(4.60)

O efeito na resposta, da mesma forma que o polo adicional, vai depender da posi¢cdo do zero em
relacdo a parte real do polo complexo. Se a » 1, o zero vai estar distante da parte real do polo e
vai ter pouca influéncia na resposta. Por outro lado, se |z|] < 4éwn, o efeito é aumentar o
sobressinal. Se o zero for a direita do plano-s, o sobressinal pode aumentar e faz com que a
resposta ao degrau inicie na direcdo contraria.

Exercicio 4.5 Analisar o efeito de um zero localizado a esquerda na resposta tipica de um
sistema de 2a ordem com polos complexos. Usando os comandos Matlab a seguir, plotar a
resposta ao degrau, calcular o valor de Mp pelo Matlab e pela Equagdo 4.58.

step(G1,r--")
hold on

for i=1:10

alfa=0.5%i;
G2=wn/\2*(1+s/(alfa*xi*wn))/(s"2+2*xi*wn*s+wn/2);
step(G2);

end

lineobj = findobj(‘type’, ‘line’);

set(lineobj, ‘linewidth’, 2);

hold off

4.7 Analise da Resposta em Frequéncia



A resposta em frequéncia é bastante usada para analisar e projetar controladores. As
especificacoes muitas vezes sao dadas no dominio da frequéncia, por exemplo, largura de faixa e
frequéncias de modos ressonantes e do ruido de medicdo. Também, a modelagem de incertezas
pode ser facilmente realizada no dominio da frequéncia.

Um sistema linear e invariante no tempo estavel submetido a uma entrada senoidal de
diversas frequéncias apresenta uma saida em regime permanente também senoidal, com a mesma
frequéncia da entrada e amplitude e fase modificadas pelo médulo e fase da funcdao de
transferéncia.

Seja u(t) = Asen(wt), t > 0. A saida y, pode ser representada da seguinte forma :

Aw

y(s) = T (4.61)

Suponha G(s) possui polos distintos. Expandindo y(s) em fracdes parciais, obtém-se:

wle) = 5 ilpl * s Tp‘z e s jinpn * s fojw * s féjw (462)
comp;,i=1,- - ,npolosde G(s). Aplicando a transformada inversa tem-se:

y(t) = k1e P 4 kpe P2 oo L ke TPrt 4 kge IV 4 B2 eI ¢ > 0. (4.63)
Em regime permanente, os modos da resposta correspondentes aos polos p;, i =1, - - - ,n tendem

a Zero e a resposta torna-se:

y(t) = koe 79 4 kel (4.64)
em que em que ky = A M e o seu conjugado k*0 = A M Substituindo em (4.64)
—2jw 2jw
tem-se:
G(—jw) _; G(w) ;
) =A Jwt 4 A Jut, 4.
y(t) oy B T (4.65)

Finalmente, usando a identidade de Euler, a saida pode ser reescrita como:

y(t) = AlG(jw)lsen(wt + ¢p(w)) (4.66)
pw) = tan—l% (4.67)

em que



p(w) = tan~

Glw) = D9 (i) o

com @(w) a defasagem entre u(t) e y(t).

A resposta em frequéncia de um sistema consiste entdo da magnitude e fase de G(jw) que
formam o chamado diagrama de Bode. Trata-se de um par de graficos que representam o
logaritmo do médulo e a fase da fungdo de transferéncia, em funcdo da frequéncia em escala
logaritmica. A principal vantagem de usar graficos logaritmicos é que a multiplicacdo e a divisao
dos modulos da resposta, correspondendo a polos e zeros da funcao de transferéncia G(s) de um
sistema podem ser convertidos em adicdo e subtracdo, respectivamente. Tal fato possibilita a
construcdo do grafico de mddulo da funcdo de transferéncia baseada em aproximacgoes
assintoticas dos seus diferentes fatores. Os fatores basicos correspondem ao ganho, zeros e polos
na origem e, zeros e polos reais e complexos. Para obter a reposta em frequéncia, substitui-se s
por jow em G(S).

A unidade logaritmica na base 10 usada para a magnitude de Bode é o decibel (dB). O
decibel indica uma relacdo entre duas quantidades definido como um décimo de um bell, unidade
logaritmica proposta por Alexander Graham Bell para indicar a relagdo entre duas poténcias P, e

P2, ou seja, o ganho de poténcia dado por:

P
IG(jw)|ar = 10log 1()??. (4.68)

O ganho pode ser dado em relacdo a duas tensdes V; e V, usando P = v.:

v
1G(jw)|ap = 201og 107?. (4.69)

Pode-se utilizar as figuras de Lissajous para medir defasagem e razdo de amplitude entre dois
sinais, utilizando um osciloscopio. Denomina-se figura de Lissajous a composicdo grafica de
dois sinais senoidais, um na horizontal e outro na vertical. O procedimento dado a seguir pode
ser utilizado. Sejam x(t) e y(t) entrada e saida de um sistema, respectivamente, como

z(t) = Xsen(wt)
y(t) Y sen(wt + ¢)



em que ¢ =diferenca de angulo de fase. Aplicando u(t) e y(t) nas entradas vertical e horizontal do
osciloscépio tem-se na tela uma elipse, a figura de Lissajous como na Figura 4.22, da qual
também pode-se obter a defasagem ¢ e a razao de amplitude y/x.

¢ = sen"(c/b) (4.70)
% _ 2 (4.71)

w\n

v

Figura 4.22: Figura de Lissajous.

Como a figura de Lissajous fornece angulos apenas no 1% quadrante, ou seja, produz
defasamentos em até 90o (sistemas de 1a ordem), para sistemas de 2a ordem (com defasamento de
até 1800) e 3% ordem (com defasamento de até 2700) utilizam-se as seguintes alteragoes.

1. Sistema de 1aordem (0 < ¢ < 900) ¢ = bseng e ¢ = sen-1(c/b)
2. Sistema de 2a ordem (0 < ¢ < 1800)

(@) 0 <900 e ¢ = sen-1(c/b)

(b) 900 < @ < 1800 e ¢ = —(1800 — L)
3. Sistema de 3aordem (0 < ¢ < 2700)

(@) 0 <9 <900e ¢ = sen-1(c/b)

(b) 900 < ¢ < 1800 e ¢ = —(1800 — ¢L)



(c) 1800< @ <2700e ¢ = —(1800 + ¢L)
4. Sistema de 4a ordem
(a) 0 <900 e ¢ = sen-1(c/b)
(b) 900 < ¢ < 1800e¢ = —(1800 — ¢L)
(c) (c) 1800< @ < 2700e ¢ = —(1800 + ¢L)
(d) 2700 < @ < 3600 e ¢ = —(3600 — L)

em que @L é a medida de defasamento dada pela figura de Lissajous. Para medidas corretas de
Lissajous, deve-se observar o seguinte.

1. Deixar o osciloscopio no modo AC.
2. Nao hé necessidade de usar a mesma escala para medir os valores de “a” e “b”.

3. Para medir “a” zerar o canal de saida Y (b) e para medir “b” zerar o canal de entrada X(a).

4.7.1 Sistemas de primeira ordem

Conforme estudado anteriormente, a funcdo de transferéncia para s = jow pode ser caracterizada
pelo seu modulo e angulo de fase em funcdo da frequéncia fornecida. Seja o sistema de 1 ordem:

K1+ Tijw)

Glas) = (1 + Tojw)

(4.72)

A seguir o médulo e fase de cada fator de (4.72) sdo analisados.
Ganho K

A contribuicdo no moédulo é de 20 log K. Nao ha contribuicdo angular conforme varia-se a
frequéncia.

Fator (1 + T2jw)-1
Equacdo de modulo

20 log

= —20log /1 + w272 dB. (4.73)

A representacdo logaritmica da resposta em frequéncia do fator 1/(1 + jwT ) pode ser aproximada
por duas assintotas, uma em 0dB na faixa de frequéncia 0 < w < 1/T, e outra com inclinagdo de
—20dB/década para a faixa de frequéncia de 1/T < w < oo,

Equacdo de fase

1+ ngw

H(G(jw)) = — tan~ L wTh. (4.74)



Na frequéncia zero, o angulo de fase é 0° . Na frequéncia de corte o angulo de fase é 45° . No
infinito, o angulo de fase torna-se —90° . A funcdo de transferéncia estudada tem caracteristicas
de um filtro passa-baixa, ou seja, nas baixas frequéncias o sinal de saida segue fielmente o sinal
de entrada e, nas altas frequéncias, o sinal de saida é atenuado tendendo a zero com fase —90°.

Fator (1 + Tjjw)
Equacdo de modulo

201og [1 + Tyjw| = +20log 4/ 1 + w2T? dB. (4.75)
Equacao de fase
H(G(jw)) = tan~ L wTy. (4.76)
Neste caso, a inclinacdo da assintota de alta frequéncia é 20 dB/década e o angulo de fase varia

de 0 a 90° quando a frequéncia varia de 0 a o. A Figura 4.23 mostra os diagramas de médulo e
fase para os fatores acima.

4.7.2 Sistemas com polos e zeros na origem

Um polo na origem pode ser descrito no dominio da frequéncia por:

GUw)ZEZ- (4.77)

com madulo e fase dados por:

Jw

IG(jw)| = 20log|—|= —20logw dB (4.78)

=
Q
)
&,

= —90°, (4.79)
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Figura 4.23: Resposta em frequéncia. Diagramas de magnitude e fase dos fatores (1 + T2jw)_;
(esquerda) e (1 + T2jw) (direita), com T; =1e T, = 1.

A curva de mddulo é uma linha reta com inclinacdo de -20dB/década. A contribuicdo angular é
de —90° enquanto a frequéncia varia de 0 a co.

Se for zero em vez de polo tem-se:

G(jw) = jw. (4.80)
G(jw)| = 20log|jw| = 20logwdB (4.81)
P(Gjw)) = 90°. (4.82)

A curva de magnitude possui inclinacdao de 20dB/década. A contribui¢dao angular é de 90°quando

a frequéncia varia de 0 a c. A Figura 4.24 mostra os diagramas de magnitude e fase de um polo e
um zero na origem.
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Figura 4.24: Resposta em frequéncia de jw. Diagramas de magnitude e fase dos fatores l
jo
(esquerda) e jw (direita).

4.7.3 Sistemas de segunda ordem

Seja a fungdo de transferéncia de um sistema tipico de 2° ordem na forma normalizada:

Gljw) = ! | (4.83)

() + 2

A magnitude e fase sdo dadas por:




Glw)| = ! . (4.84)

(=) + )

2¢ -
pw) = —tan!—u-v— . (4.85)

2
1 ()

Se £ > 1 e o sistema possui polos reais distintos. Se 0 < £ < 1 o sistema um par de polos
complexos conjugados. As curvas da resposta em frequéncia assintéticas podem ser obtidas a
partir de 20 log |G(jw)| para w « wn quando tem-se -20log 1=0 dB e quando w » wn. No primeiro
caso, a assintota é uma linha horizontal em 0 dB e no segundo caso a assintota € uma linha reta
com inclinagdo de -40 dB/década uma vez que para @ » wn

20log |G(jw)| = —401og = (4.86)
w

n

A partir de (4.85) tem-se que a fase de G(jw) denotada ¢(w) é uma funcdo de w e . Em w =0 a
fase iguala a 0°. Na frequéncia w = wn, a fase iguala -90°e em altas frequéncias a fase aproxima-
se de 180° . A partir das equacdes de magnitude e fase tem-se que em baixas frequéncias a
magnitude e fase sdo constantes.

4.7.4 Indices de desempenho

Pode-se definir varios indices de desempenho no dominio da frequéncia como segue:
*  Mré a magnitude de pico;
* wré afrequéncia de pico;

* b é alargura de faixa, medida quando o ganho do sistema cai 3dB em relacdo a magnitude
referenteaw - O.

A Figura 4.25 ilustra a obtencdo dos indices de desempenho do caso subamortecido. Para
sistemas de 2a ordem tem-se:

1

2¢\/1— €2

M, = |G (39| = |G (Gewr)| = (4.87)

wr = wny/1 — 262 (0 < £ < 0,707). (4.88)

Para ¢ > 0,707, Mr = 1. Conforme & tende a zero, Mr tende a infinito.



Os indices de desempenho no dominio da frequéncia podem ser interpretados no dominio do
tempo. Um Mr alto indica um sobressinal alto e consequentemente um baixo amortecimento. A
largura de banda wb esta relacionada com a resposta transitéria. Um alto wb indica um tr pequeno.
Essa associacdo se faz a partir da expressao de tr dada em funcdo de wn (4.53) e da relacdo wr =
wnV (1 — 2£2). Também, wb indica a capacidade de rejei¢do de ruido de medicdo.

Magnitude (dB)

® (rad/s)
Figura 4.25: Especificacées de desempenho no dominio da frequéncia.

As vantagens para usar a resposta em frequéncia sao relacionadas a seguir.
1. O projeto pode ser realizado a partir do diagrama de Bode;
2. Diagramas de Bode podem ser obtidos experimentalmente;
3. Os diagramas de sistemas em cascata sao somados;

O uso de escala logaritmica permite visualizar uma faixa maior de frequéncia.

os

O ganho de baixa frequéncia e o nimero de polos na origem e consequentemente o erro de
regime podem ser obtidos pelo diagrama de Bode.

As especificagoes com respeito a sensibilidade, erro de regime e rejeicdo a ruido podem ser
divididas em baixa e alta frequéncia. A realimentacdo reduz o efeito de perturbacdo e variacoes
de parametros. O ganho de baixa frequéncia deve ser alto para reduzir o erro de regime e a
sensibilidade a variacdes de parametros e rejeicdo de perturbacoes. Por outro lado, o ganho de
alta frequéncia deve ser baixo para reduzir o efeito do ruido e garantir estabilidade. A Figura 4.2
6 ilustra as limitacGes para o ganho de malha aberta.

Para ilustrar a relacao entre resposta em frequéncia e resposta no dominio do tempo, as
Figuras 4.27, 4.28 e 4.29 mostram a localizagdo dos polos do sistema no plano-s e as



correspondentes respostas no dominio do tempo e frequéncia em que “ * ” denota conjugado
complexo.

4.8 Polos na Origem e Polos Dominantes

O objetivo desta secdo é estudar as caracteristicas de sistemas que apresentam polos na origem e
polos dominantes. Na primeira parte simula-se um sistema que apresenta um polo na origem e
estuda-se a influéncia deste polo no comportamento do sistema no dominio do tempo e no
dominio da frequéncia. Em seguida realiza-se um sistema de 3a ordem associando um circuito
RLC a um integrador ativo.
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T

Figura 4.26: Ilustracdo das restri¢des na frequéncia da malha aberta com controlador

C(s).
150 : . , g
S .:
100 x I .
S :
% 2 :
=
= 50 -
.§ :
= :
C,—; 0 .MgﬁwmwmmmMMM.WMMwmmwwmwwmgx.yg wwwwwww .@%M{ mmmmmmmmmmmmmmm
= 4 373 5:
o :
< :
m-50 1 : |
8 o
S et
) -
-100 X |
S
-150 ' '
-400 -300 -200 -100 0 100

Eixo Real



Figura 4.27: Localizacao de polos de um sistema de 2a ordem no plano-s com s4, s5 amortecida,
$3, s3 criticamente amortecida e (s, s;* ),(s2, s2* ) subamortecida.

4.8.1 Polo na origem

Considere a fungdo de transferéncia do tipo

K
G(s)= ————. (4.89)
s(Tas + 1)
O termo 1/s representa o polo na origem, um integrador ideal, que é ndo realizavel na pratica.
Portanto, deve-se usar aproximagoes para obter um integrador como descrito a seguir.
Suponha dois integradores reais e que portanto, apresentam as seguintes fun¢des de
transferéncias:

il
& . 4.
) = s (4.90
e
G (5) 1 (4.91)
§) = —— :
2 Tos+1

10 15 20
(Dnt

9
|91

Figura 4.28: Respostas ao degrau de sistemas de 2a ordem com polos como na Figura 4.27.
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Figura 4.29: Respostas em frequéncia para sistemas de 2a ordem com polos como na Figura 4.27.

em que wc; = 1/T; e wc2 = 1/T2 sdo respectivamente suas frequéncias de corte, (como os
integradores representam filtros passa-baixas, wc; e wc;, representam as frequéncias de corte
desses filtros). Tomando-se (4.90) e (4.91), substituindo a varidvel s pela variavel complexa jw e
rearranjando em fungdes de wc; e wc2 obtém-se:

G1() = G (4.92)
o (juw) = L (4.93)

(j CU/ Wea + 1) .
Analisando G,(s) em funcdo da variavel complexa jw, tem-se:

1. Quando w/wc1 « 1 ou w « wcl, |G1 (jw)| # 1, ou seja, qualquer sinal senoidal de entrada de
frequéncia @ « wc1, ndo altera a saida seja em amplitude ou fase.

2. Quando w/wc1 » 1 ou  » wcl, Gi(jw) # 1/(jw/wcl), ou seja, qualquer sinal senoidal de
entrada de frequéncia @ » wci1, altera a fase e amplitude da saida. Nesta situacao, a
amplitude sera sensivelmente atenuada e a fase sofrera um deslocamento de —90°, isto &, se
o sinal de entrada for uma senoide, a saida sera uma cossenoide de amplitude bastante

reduzida.



3. Em qualquer outra situacdo, diferente daquelas em 1 e 2 acima, G1(s) deve ser dada por
(4.90).

Voltando ao caso dos dois integradores, considere sua associacdo em cascata e ainda, que
wc2 » wc;. Dessa forma, para efeito de analise, se a frequéncia w for em torno de wc2, a condigdo

w » wcy € satisfeita e, portanto, pode-se considerar a funcéo de transferéncia da associagdo como:

1
B Tls(TQS + 1) )

G12(s) (4.94)

A funcao de transferéncia (4.94) representa entdo um sistema com polo na origem que se deseja
estudar.

4.8.2 Polos dominantes

Polos dominantes sdo os polos de malha fechada que tém efeitos dominantes no comportamento
da resposta transitéria. Esta dominancia esta relacionada com a magnitude das partes reais destes
polos, quando ndo ha zeros na vizinhanga. Estabelece-se que quando a relacao da magnitude das
partes reais excede a 10, os polos mais préximos do eixo jw do plano-s sdo os polos dominantes.
Frequentemente os polos dominantes ocorrem na forma de complexos conjugados (Desoer
1979). Pode-se, selecionar no plano-s as regides nas quais os polos sdo mais e menos dominantes
como na Figura 4.30.

: ; Jo
: : plano s
olosnio . g : ia
dp 0 : | pglo% : reglao
ominantes - ' insta
: ominantes . instavel
| : .

Oy :
X 5<—<10 :

Figura 4.30: Plano s e regioes de dominancia.

Os polos préximos ao eixo imaginario no semiplano esquerdo do plano-s resultam em
respostas transitorias que decaem lentamente, enquanto que os polos distantes dos polos



dominantes resultam em respostas transitérias que decaem rapidamente. Para caracterizar
sistemas com polos dominantes considera-se o sistema com a seguinte funcao de transferéncia:

wQ

Gilal= (Ths +1)(s? ﬁ?fwns +w2) iS5k

4.9 Diagramas de Bode no Matlab

A funcao bode fornece o diagrama de Bode da resposta em frequéncia de um dado sistema pela
avaliacao da funcdo de transferéncia L(s) no eixo imaginario s = jw. Para sistemas na forma
espaco de estado, a resposta em frequéncia é dada por

Ljw)=D+C(jwl —A)™'B, w>0 (4.96)

Quando o comando é utilizado sem argumentos, a funcao Bode gera o moédulo e o angulo de fase
em funcdo da frequéncia. O diagrama de Bode sdo utilizados para analisar propriedades do
sistema, tais como margem de ganho, margem de fase, largura de banda, estabilidade etc. A faixa
de frequéncias, em rad/s, é determinada automaticamente baseada nos polos e zeros do sistema.
As diversas sintaxes desta funcdo seguem:

bode (sistema) diagrama de Bode de médulo e fase

bode (sistema,w ) diagrama de Bode com faixa de frequéncia especificada

bode (sistemal, ..., sistemalN) diagrama de Bode para diversos sistemas

[mod,fase,w] = bode(sistema) valores do modulo, fase e frequéncia

[mod,fase] = bode(sistema,w) valores do médulo e fase para a faixa de frequéncia especificada

Exemplo 4.9 Obter o diagrama de Bode da fungdo de transferéncia da seguinte fungdo
transferéncia:

s +01s+7
st +0,1583 4 2

O diagrama de Bode pode ser obtido com as seguintes linhas de comando (Figura 4.31)

L(s) =

num = [1 0.1 5]; den = [1 0.15 8 0]
L=tf(num,den); bode (L, ‘1)

Para obter o grafico da resposta do sistema no dominio da frequéncia para uma faixa maior
de frequéncia, por exemplo de 0,1 até 10 rad/s, basta introduzir o comando (Figura 4.32):



w = logspace (-1, 2); num = [1 0.1 7]
den = [1 0.1 2 0 0]; L=tf(num,den)
bode (G,1T’, w)
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Figura 4.31: Resposta em frequéncia da funcdo de transferéncia do Exemplo 4.9
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Figura 4.32: Resposta em frequéncia selecionando a faixa de frequéncia.
4.10 Aulas de Laboratorio

4.10.1 Resposta transitoria sistema de primeira e segunda ordens

Os experimentos sdo realizadas com circuitos RC e RLC dispostos em um modulo didatico
ilustrado na Figura 4.33.

1. Utilizando um isolador entre o circuito RC e o gerador de sinais ou fonte, aplicar um sinal

de onda quadrada u(t) de amplitude 2V pico a pico com frequéncia f « é ou, aplique um

degrau u(t) de mesma amplitude. Anote a forma de onda da saida y(t) e meca a constante
de tempo T .

2. Utilizando um isolador entre o circuito RLC e o gerador de sinais ou fonte, aplicar um sinal
de onda quadrada u(t) de amplitude 2V pico a pico com frequéncia conveniente ou, aplique
um degrau u(t) de mesma amplitude. Anote a forma de onda da saida y(t) e meca os indices
de desempenho aplicaveis para £ = 2, 1 e 0,2, ajustando-se R apropriadamente.



Figura 4.33: Resposta ao degrau do circuito RLC subamortecido.

Os itens 3 e 4 a seguir devem ser feitos no Matlab para facilitar a comparacdo com os
resultados experimentais correspondentes a serem obtidos nos itens 1 e 2. Utilize os
comandos do Matlab “step” ou “lsim”.

3. Obter a resposta do circuito RC, ao degrau unitario e compara-la ao resultado experimental
do Item 1.

4. Obter a resposta do circuito RLC, ao degrau unitario e comparar ao resultado experimental
do Item 2.

4.10.2 Resposta em frequéncia sistemas de primeira e segunda ordens

Os experimentos sdo realizadas com circuitos RC e RLC dispostos em um modulo didatico
ilustrado na Figura 4.34. Os itens 5 a 7 a seguir devem ser feitos no Matlab para facilitar a
comparagao com os resultados experimentais correspondentes a serem obtidos nos itens 8 e 9.
Utilize o comando “bode” do Matlab.

5. Obter as equacgdes de modulo e dngulo de fase do circuito RC da Figura 4.15 para os
valores de R e C do circuito RC. Obter os graficos da resposta em frequéncia G(jw) em dB
e ¢(w) em grau.

6. Obter as equacdes de médulo e angulo de fase do circuito RLC, para os valores de R, L e C
dados. Calcule R para obter £ = 2. Obter a resposta em frequéncia G(jw) em dB e ¢(w) em
graus.

7. Repetir o Item 6 calculando R para obter ¢ =1e {=0,2.

8. Aplicar uma entrada senoidal u(t) de amplitude 1V pico a pico no circuito da Figura 4.15,
com um isolador entre gerador de sinais e o circuito RC, variando f de 10 Hz a 5 kHz
usando 10 valores para f . Essa escolha de faixa de frequéncias deve ser feita a partir de
consideracdes sobre a faixa de operacdo do circuito RC. Organizar os valores medidos



como na Tabela 4.2, com c e b parametros da figura de Lissajous (vide Figura 4.22).

nnnnnn

Figura 4.34: Resposta em frequéncia do circuito RL.C subamortecido.

9. Aplicar uma entrada senoidal u(t) de amplitude 1 V pico a pico no circuito da Figura 4.16,
com um isolador entre o gerador de sinais e o circuito variando f de 10 Hz a 20 kHz, para
= 0,2, ajustando R apropriadamente. Essa escolha de faixa de frequéncias foi feita a partir
de considerages sobre a faixa de operacdo do circuito RLC. Organizar os valores medidos
como na Tabela 4.2, com c e b parametros da figura de Lissajous. Medir wr e Mr.

10. Obter a funcdo de transferéncia do circuito RLC a partir dos dados da resposta em
frequéncia coletados e organizados na Tabela 4.2. Considerar o seguinte modelo
autorregressivo com entrada externa (ARX, das iniciais em inglés) para representar os

dados:

A(s)y(s) = B(s)u(s) + e(s)
em que A(s) e B(s) denotam os polindmios A(s) = sna+ a;sna”; + - - * + anae B(s) = bysnb_;
+ + - - + bnb, respectivamente. As linhas de comando para chamar e definir dados de

entrada e saida do processo e chamar a tela grafica ident seguem na Tabela 4.3.

Tabela 4.2: Valores medidos do diagrama de Bode dos sistemas das Figuras 4.15 e 4.16

Frequéncia [Hz] u(t) p-p [V1 y(®) p-p [V] ganho ¢ o [rad]
f a b b/a = sen-1c/b

Tabela 4.3: Comandos para identificar parametros do circuito RLC load dados.dat; carregar
dados da resposta em frequéncia




load dados.dat; carregar dados da resposta em frequéncia

An = dados(:,1); amplitude das oscilagdes

Fn = dados(:,2); fase das oscilagdes em graus
w=dados(:,3); frequéncia das oscilagdes em rad/s
Ts=0; sistema continuo

RLC=idfrd(resposta,w,Ts); define objeto

resposta=An*exp(i*Fn*pi/180)

ident chamar a interface gréfica
importar dados via objeto ‘RLC’
escolher modelo ARX de ordem na=2 e nb=1
executar o comando ‘Estimate’

RLC.sid salvar a se¢do

ident(‘RLC.sid’) chamar a secdo previamente salva

4.10.3 Questoes a serem respondidas

1. Considere o caso subamortecido. Calcule os indices de desempenho de acordo com os
parametros do sistema. Compare os valores calculados com os valores medidos.

2. Qual seria a resposta do sistema se { = 0. Discuta a possibilidade de obter £ = 0, no sistema
estudado.

3. Trace os diagramas de Bode, utilizando os valores tedricos e experimentais para cada valor
de R utilizado. Utilizando os parametros do sistema estudado, calcule os polos em cada
caso, sobreponha as assintotas tedricas ao diagrama de Bode obtido experimentalmente e,
finalmente, obtenha os parametros de desempenho no dominio da frequéncia, Mr, wr e wb ,
tedricos e experimentais.

4. Avalie em (4.38), o valor de { e wnem funcdode R, L e C.

5. Avalie a expressao dos polos do sistema de 2a ordem estudado em (4.40)) em funcao de R,
LeC.

6. Encontre as expressoes para a saida do sistema y(t), em cada caso estudado, em termos dos
parametros utilizados.

4.10.4 Polo na origem
1. Utilizando dois integradores ativos como na Figura 4.35 com os valores de R1, Cie R2 e

C2 conforme indicado, implemente o sistema que simula a seguinte fungdo de
transferéncia:



B K
N TlS(TQS —+ 1)

em que T, = R,C, e T, = R2C2.

G(s)

(a) Verificar a faixa de operacao dos circuitos como integradores.

(b) Obtenha os valores de Kmin e Kmax. Obtenha a resposta transitoria e o sinal entre os dois
integradores. Aplicar uma onda quadrada vi(t) de amplitude 2V pico a pico com
frequéncia conveniente a entrada deste sistema. Anote as respostas para K = Kmine K =
Kmax.

R,

R,

—MWW—

=+

Figura 4.35: Integradores em cascatacomR; =,C; =eR,=e C, =

Tabela 4.4: Valores medidos para o diagrama de Bode

Frequéncia [Hz] u(t) p-p [V] y(t) p-p [V] ganho c ¢ [rad]
f a b b/a = sen-1c/b

(c) Faca um levantamento da resposta em frequéncia para K = KmAXx , organize os dados de
acordo com a Tabela 4.4 para w dentro da faixa de frequéncia de atuacdo do sistema.
Lembre que o » 1/T;.

2. A partir do sistema G(s), implemente uma realimentagao unitaria.

(a) Obtenha a resposta transitéria ao degrau e anote as respostas obtidas para K = Kmin e K
= Kmax. Verifique como o ganho K altera a dindmica do sistema.

(b) Atuando no ganho do sistema obtenha na tela do osciloscépio a condi¢cdo em que o
sistema apresenta uma resposta criticamente amortecida. Meca o valor do ganho K
nesta condicao.



4.10.5 Polos dominantes

3. Associar em cascata um sistema de 1a ordem realizado pelo integrador ativo (wc maior do

caso anterior) com um sistema de 2a ordem realizado pelo circuito RLC com R um
potenciometro variavel de 20kQ e valores de C e L conforme indicado na Figura 4.36.
Dessa forma tem-se um sistema de 3a ordem cujo polo do bloco de 1a ordem é fixo e os
dois polos de 2a ordem sdo ajustaveis.

Com relacdo ao bloco de 2a ordem, calcule o valor de R = Rcr para que este sistema

(isolado) seja criticamente amortecido. Com o multimetro, ajuste este valor de R no
potenciometro.

(a) Obtenha a resposta transitoria ao degrau para o sistema de 3a ordem.
(b) Ajuste e meca um novo valor de R » Rcr.

(c) Repita o Item 4a.

(d) Ajuste e meca um novo valor de R « Rcr.

(e) Repita o Item 4a.

_L_ O Q

Figura 4.36: Circuito de 3 ordem comL=,C, =eR; =, R2=e C2 =

4.10.6 Questoes a serem respondidas

Polo na origem

1.

Tracar o diagrama de Bode para os valores experimentais e os teoricos, obtidos via a
funcao de transferéncia (1).

Discutir como o ganho K afeta a resposta transitéria ao degrau e a resposta em frequéncia
do sistema G(s).

Qual a influéncia do polo na origem na resposta em frequéncia (ver diagrama de Bode).



4. Obtenha a funcdo de transferéncia (real e completa) do sistema a malha fechada para o
sistema de 2a ordem.

5. Obtenha os valores de & e wn para o sistema a malha fechada obtido com realimentacao
unitaria.

6. Para qual valor do ganho K o sistema realimentado tera uma dindmica de 2a ordem
criticamente amortecida? Compare este valor de K com o valor de ganho medido no Item
4a. Comente sobre a aproximacado usada para a obtengado de polos na origem.

Polos dominantes

7. Em cada caso estudado, esboce a localizacdao dos polos no plano-s. Utilize os parametros
do sistema dos circuitos utilizados.

8. Construa o lugar dos polos deste sistema de 3a ordem para R variando de Rmin a Rmax,
9. Identifique para cada caso observado no experimento quais os olos dominantes.

10. Nos casos em que houve dominancia de polos, trace a resposta transitoria (resposta ao
degrau) investigando a precisdo, para as fun¢Oes de transferéncia, considerando e ndo
considerando a presenca do polo ndo dominante. Sobrepor as duas respostas e discutir a
aproximacdo das mesmas. Utilize o aplicativo Matlab.

1 Fungdo inteira: fungdo complexa que é analitica em todos os pontos do plano complexo.



Capitulo 5

Realimentacao em Sistemas

O objetivo deste capitulo € introduzir sistemas a malha fechada para estudar os efeitos basicos da
realimentacdo considerando a sensibilidade do sistema a variagOes paramétricas, perturbacées
externas e erros de regime. As referéncias Datta et al. (2000) e Gayakwad & Sokoloff (1988)
foram usadas para analisar o erro de regime e definir experimentos de laboratério,
respectivamente.

As aulas de laboratério incluem a analise da rejeicdo a perturbagoes, sensibilidade as
variacOes paramétricas, erro de regime e melhoria da rejeicdo de perturbacdes mediante o
fechamento da malha de controle. A implementacdo dos sistemas é feita com circuitos passivos e
amplificadores operacionais.

5.1 Sistemas a Malha Fechada

Um sistema de controle a malha fechada consiste em adicionar uma realimentacdo negativa da
saida da planta ou sistema a ser controlado usando um sensor, um comparador e pode ser
representado na forma de diagramas de blocos como mostrado na Figura 5.1. A variavel
controlada ou regulada y(t) deve ser mantida dentro de limites pre-determinados. a partir do sinal
de realimentacdao o qual fornece uma medida do valor atual de y(t). A configuracdo de malha
fechada permite regular a saida da planta na presenca de perturbacdes ou na presenca de
variagOes na propria planta.

u(s) ¥(s)

—

r(s) e(s)
8 X

Figura 5.1: Sistema a malha fechada.

Para o caso linear, o sistema da Figura 5.1 pode ser representado como na Figura 5.2 com o
controlador, planta e sensor, representados por funcées de transferéncia. Com H = 1, a saida é da
forma:

_ G(s)C(s) G
¥6) =TT emeE’ T 1T eE e

(5.1)



Figura 5.2: Sistema realimentado com entrada de perturbacao.
em que a funcado de transferéncia a malha fechada é dada por:

y_GEICE
1+ G(s)C(s)

(5.2)

Seja o ganho de malha aberta G(s)C(s) denotado L(s) e escreva para uma realimentacdo unitaria:

nr(s)

Te) = 2 +me

(5.3)

com L(s) = % A equacao caracteristica é 1 + L(s) = 0 e o polinomio caracteristico dT (s) = dL(s)
L

+ nL(s). Assim, nL(s) = nT (s), indicando que os zeros da malha aberta sao os zeros da malha

fechada. O sistema de malha fechada é estavel se todas as raizes de dT (s) tiverem parte real

negativa, ou seja, dT (s) for Hurwitz.

O objetivo de controle é manter e(t) e a resposta a perturbacao proximo de zero. Para isso, 0
ganho L(s) dever ser feito grande na faixa de frequéncia em que r e d tenham energia em nivel de
significante. Por exemplo, se r e d forem sinais variantes no tempo mas lentos, a condicao de
ganho de malha alto deve ser garantida em em baixas frequéncias.

5.2 Funcao Sensibilidade

Considera-se aqui a sensibilidade do sistema a variagGes paramétricas, variagOes estas que
podem ser devidas a flutuagdes na alimentacdo, envelhecimento de componentes ou
simplesmente drift nas caracteristicas dos componentes. A sensibilidade do sistema a malha
fechada devido a variagGes nos parametros do ramo direto, denominada S(s), é definida para o
caso escalar como:

_aT)T

5= aa/G

(5.4)



em que o numerador representa a variacdo percentual na funcdo de transferéncia a malha fechada
T dada por:

T(s) - 1) __GEIO()

r(s) 1+ G(s5)C(s) kgie2)

e 0 denominador a variacdo percentual na funcao de transferéncia G(s). Pode-se reescrever (5.4)
como:

JT'(s) G(s)

S:aqu@'

(5.6)

Calculando a derivada parcial, tem-se:

al'(s) 1
G(s) (1 +G(s)C(s))? (5:7)

e, substituindo (5.7) em (5.6) tem-se:
1 G(s)
(1+ G(s)C(s))> G(s)/ (L + G(s)C(s))
1

1+ GH)00) (5:8)

S =

De (5.8) verifica-se que a sensibilidade de um sistema de controle pode ser melhorada com
realimentacdo, atuando no ganho de malha de transferéncia L(s) = G(s)C(s). Se se aumentar este
ganho diminui-se a sensibilidade do sistema de controle o que quer dizer que a variacao
paramétrica ocorrida em G(s) influi menos na saida y.

Analisando a expressdo de T (s) da malha fechada (5.5), verifica-se que o sistema de malha
fechada é realmente menos sensivel as variacdes paramétricas em G(s). Observe que o ganho de
malha fechada T (s) decresce em relacdo ao ganho de malha transferéncia G(s)C(s). Porém, se o
ganho de malha L(s) é aumentado, reduz-se o efeito de G(s) na saida, justamente onde ocorreu a
mudanca de parametros. Pode-se concluir com isso que, no sistema a malha fechada, o efeito da
variacao de parametros em G(s) é reduzido.

Da mesma forma que a sensibilidade do sistema em relacdo a variacdes de parametros no
ramo direto foi obtida, pode-se obter a sensibilidade em relacdo a variacdes nos parametros da
realimentacdo. Para o caso de realimentacao dada por H(s), pode-se definir:



dT'(s)/T(s)
OH (s)/H(s)
AT (s) T(s)
OH (s) H(s)

(5.9)

IT(s) _ —G(s)*
OH(s) — (1+C(s)G(s)H(s))?

em (5.9) tem-se:

_ —G?(5s) H(s) (5.10)
(1+ G(s)C(s)H(s))> G(s)/ (1 + G(s)C(s)H(s))

1+ G(s)C(s)H(s)

Para |G(s)| » 1 tem-se que:

Sg ~ —1.

Assim, pode-se concluir que y varia proporcionalmente a variacao ocorrida em H, o que é
indesejavel.

A sensibilidade do sistema de malha aberta devido a variagoes em G(s) pode ser obtida
igualando H(s) a zero em (5.5). Para a entrada de perturbacao d = 0, a saida y é dada por:

y=C(s) G(s) r(s) (5.12)

pode ser diferenciada resultando em:

dy =r C(s) 0G(s)



Assim,

Iy /y
S:mzl. (5.13)

Pode-se verificar entdo que o sistema a malha aberta é 100% sensivel a variacao em G(s).

Comparando a sensibilidade do sistema de malha aberta dada por (5.13) com a sensibilidade
do sistema de malha fechada dada por (5.8) pode-se concluir que a realimentacdo reduz a
sensibilidade com respeito a incertezas ou variagdes nos elementos localizados no ramo direto do
sistema.

Exemplo 5.1 Considere o circuito amplificador da Figura 5.3. Pede-se obter o ganho entre v, e
v, , a representagdo do circuito na forma de diagrama de blocos e analisar a sensibilidade para
Av =100000.



Figura 5.3: Circuito amplificador ndo inversor.

Supondo o ganho do amplificador é Av, a saida v, é dada por:

vy, = Ay(vT —v7), v =1,

e a entrada v- é dada por:

{500 — RQ




Obtém-se, portanto:

Fazendo Av — o, tem-se:

Vs A,
Ve 14+ A4, Lo

A fungdo de transferéncia (5.14) pode ser representada pelo diagrama de blocos mostrado na Fi
gura 5.4. E, a fungdo sensibilidade é entdo dada por:

1 +G=
1
1001

S




para G = Av . Isso explica a boa sensibilidade do amplificador operacional com realimentagdo.

Agora, considere que o ganho da malha aberta varie segundo G + 10% do a seu valor nominal.
Descrevendo o ganho de malha aberta com uma incerteza multiplicativa, tem-se o ganho real
(ver Figura 5.5):

G,=G+0,16G, —1<d6<1 (5.14)

em que G é a ganho nominal da malha aberta e § € [0 1], T = Gr. No pior caso, 6 = 1, tem-se
para malha fechada T = 99,1 e para malha aberta T = 110.

Ve Vs
>
Figura 5.4: Circuito amplificador ndo inversor em diagrama de blocos.
V. V

F Y

Figura 5.5: Incluindo incerteza multiplicativa na entrada.

5.3 Erros de Seguimento de Referéncia

De acordo com a Figura 5.2, para d = 0 e H(s) = 1 o erro e(s) pode ser descrito em termos da
funcao sensibilidade S:



1
‘) = Tramoe’ ™
= S(s)r(s) (5.15)

O erro de regime permanente pode ser obtido usando o teorema do valor final

limiooe(t) = lims_0s€e(s) (5.16)
fornecendo:
e(s) = da(s)do(s)
S o
= < r(s) (5.17)

em que dT (s) = dG(s)dC (s) + nG(s)nC (s). Suponha que r(s) é uma referéncia degrau @. Assim:

s
_dg(s)dc(s) o
els) = ) s (5.18)
Suponha o sistema dT (s) é Hurwitz:
: _ dg(0)dc(0)
tli)rgo e(t) = T(O)TO . (5. 19)

Existe uma classificagdo de sistemas em termos do erro de regime refletindo a existéncia de
integradores na malha aberta. Assim, de acordo com essa classificacdo, se o limite (5.19) for
constante, o sistema € dito ser do tipo “0”. Se o limite for zero, o sistema é dito ser do tipo “1”.
Assim, no sistema tipo “0”, a malha G(s)C(s) ndo tem nenhum integrador e no tipo “1” G(s)C(s)
possuiu um integrador e assim por diante.

De uma forma geral, seja a entrada formada por degraus e rampas, ou seja, r(t) = rot + r.

Aplicando Laplace tem-se:

g + 118
52

r(s) = (5.20)

Assim,



_dag(s)dc(s) ro + 7158

e(s) = i (s) 2 (5.21)

Portanto, se s, € um fator de dG(s)dC (s), tem-se erro de regime zero para entradas do tipo degrau

e rampa. Essa ideia vale para outros tipos de entrada como entradas senoidais, por exemplo.
Neste caso,

ToWwWo

6(5) _ dG(S)dc(S) oW

: 2
dr(s) 82+ w? (28]

Portanto, o erro de regime é nulo para entrada senoidal se s, + w2, é um fator de dG(s)dC (s).

u(s)

y(S)}

Figura 5.6: Diagrama entrada-saida controle integral.

Da andlise feita anteriormente, observa-se que o integrador tem um papel importante no
seguimento de referéncia. O controlador com acao integral é entdo usado largamente na industria
(Datta et al. 2000) para zerar o erro de regime a entrada degrau. Considere o sistema
representado na Figura 5.6. A saida y(t) para t > 0 pode ser calculada como:

y(t) = K;/O e(T)dr + y(0). (5.24)

Reescreva (5.24) da forma



dy
Y — kie(t).
0t c

Suponha que se deseja que y(t) seja uma constante para t > t,, portanto:

dy
dt

Pode-se observar entdo o seguinte: (a) Se a saida de um integrador for constante em [¢,,t2] é

porque a entrada é zero no mesmo intervalo, (b) a saida do integrador varia quando a entrada nao
for zero. Tendo em vista as observagOes acima, para zerar o erro de regime quando o sistema
tiver que seguir uma referéncia constante, o controle integral é usado da forma ilustrada na Figur
a 5.7, em que a entrada do integrador é o sinal de erro. Essa conclusdo também pode ser obtida
usando (5.25) para um controlador com um integrador, ou seja, C(s) = a(s) 1, a e 3 polindmios.
De fato, para r uma entrada degrau unitario tem-se

= 0,Vt > tp.

limi_yoce(t) = limg_y0 s S(s)r(s) = 0. (5.25)

v

e(s) w. 1(s)

A A

Figura 5.7: Diagrama esquematico do uso do integrador no problema do servomecanismo. Se o
sistema for estavel, para r(t) e d(t) constantes o erro e(t) vai para zero e u(t) é constante.

5.4 Efeito de Perturbacoes



Um sistema de controle em operacdo pode sofrer incidéncia de perturbacdes. Dependendo do
sistema, as perturbacGes podem ser do tipo ruido a sinais elétricos indesejaveis. As perturbagoes
também podem ser mecanicas, agindo no sistema como conjugados externos.

5.4.1 Efeito de perturbacdo em um sistema a malha aberta

Observe novamente o sistema representado na Figura 5.2 com d # 0. Para um sistema a malha
aberta, H = 0, a saida pode ser expressa como

y = (G(s)r(s) + d(s))C(s) = G(s) Cls)r(s) + G(s) d(s) (5.26)
ou

Yy = YrtYa (5.27)

com

Yr G(s) C(s) 7(s)

a parte da saida devido a entrada r(s), e
ya = G(s) d(s)

a parcela da saida devido a perturbacado d. A relacdo entre os ganhos de entrada e saida, que em
sistemas de comunicacdo corresponde a relacao sinal-ruido, pode ser expressa por

-
RP, = lim C(s)=, H(s) =0. (5.28)
s—0 d
Analisando (5.28) que representa a rejeicao de perturbacao (RP) observa-se que o efeito da

perturbacao na saida pode ser reduzido pelo aumento da entrada r, pelo aumento do ganho CC do
controlador C(s), ou de ambos.

5.4.2 Efeito de perturbacdo em um sistema a malha fechada

Considere o sistema a malha fechada com H # 0 mostrado na Figura 5.2. Aplicando o principio
da superposicdo, encontra-se a expressao para a saida



y = G(s)C(s)(r — H(s)y) + G(s)d(s) (5.29)
e entdo, solucionando para y(s) tem-se

y = T(s) r+5(s) G(s) d(s), H(s) # 0
— Yt (5.30)

O primeiro termo de (5.30), yr, representa a parte da saida devido a entrada r e o segundo, yd,
representa a parte da saida devido a perturbacao d.
A razdo da rejeicdo de perturbagdo para o sistema a malha fechada, dada por

, T
RPs = ;1_{1(1)0(3)&, H(s)#0 (5.31)

é idéntica aquela expressa em (5.28), para o sistema a malha aberta.

Entdo, como deduzido acima, o uso de sistemas realimentados parece ndo apresentar
vantagem, no tocante a rejeicao de perturbagdo, sobre os sistemas a malha aberta. Em ambos os
casos a RP, (5.28) e (5.31), sdo independentes do ganho do processo G(s), pois este amplifica os
sinais de entrada e perturbacao pelo mesmo valor.

Fica aparente em (5.30), que um aumento em |C(s)| reduz o valor do segundo termo, e quase
ndo tem efeito algum no primeiro termo. Logo a rejeicao de perturbacao é melhorada se |C(s)| e r
aumentarem tanto para o sistema a malha aberta quanto para o sistema a malha fechada.
Entretanto, a estrutura de um sistema a malha fechada pode ser usada para melhorar a razao de
rejeicdo de perturbacao.

Observe em (5.5) que o ganho do sistema a malha fechada é reduzido devido ao uso da
realimentacao negativa. Baseado nisso, |C(s)| e |r(s)| podem ser aumentados para se obter saidas
comparaveis e concluir, assim, sobre a melhoria da rejeicao de perturbacdo. Aqui o procedimento
dado em Gayakwad & Sokoloff (1988) é utilizado para comparar a rejeicao de perturbagdo de
sistemas a malha aberta com sistemas a malha fechada, quando o valor da saida do sistema a
malha fechada devido a entrada r é igual ou muiltiplo da saida de um sistema a malha aberta.

Suponha que G(s) é o mesmo para ambos os sistemas, malha aberta e malha fechada. Se C(s)
e r(s) sdo usados para o sistema em malha aberta, pela consideracdo feita no paragrafo anterior,
K,r e K2G sdo usados para o sistema a malha fechada, onde K; e K2 sdo constantes positivas

maiores do que 1. Equacionando, nesses termos, a saida em regime permanente devido a r(s) no
sistema a malha fechada, tem-se:

v = K3 lil% sG(s) C(s) r (5.32)
s—

com



_ K1 Ko
14+ Ko limg_o G(s)C(s)H(s)

Ks =

em que K3 é um multiplo da saida do sistema a malha aberta. Observe que C(s)G(s)r é a saida do
sistema a malha aberta. Usando o segundo termo de (5.30), que representa a saida do sistema a
malha fechada devido a perturbagao, obtém-se

. T

Observe que a razdo de rejeigdo de perturbagédo € agora, multiplicada pelo fator de ganho K;K2.

Se as saidas do sistema a malha fechada e malha aberta em regime permanente forem feitas
iguais, K3 = 1 e a seguinte igualdade deve ser satisfeita

K Ko=1+ Ko 111% G(S) C(S) H. (534)
5—

Em (5.34) K] e K, ndo sdo independentes. Se K| é escolhido, por exemplo, K, € determinado por

1
K = R T 0 CRICWA) 039
e K deve satisfazer a desigualdade
K, > lim C(s)G(s)H(s) (5.36)
s—

se K, for positivo. De acordo com (5.33), uma melhoria na rejeicdo de perturbagdo de um
sistema a malha fechada sobre o de malha aberta, nomeada

RP
X==1 5.37
RD. (5.37)
é obtida quando
KK 1. (5.38)

5.4.3 Rejeicao de perturbacao



Considere novamente o diagrama mostrado na Figura 5.2. De forma andloga a andlise do erro de
regime, analisa-se a seguir o erro de regime decorrente do efeito da perturbacdo. A saida y
devido a referéncia r e perturbacdo ou distirbio d(t) é da forma:

_ ng(s)nc(s) " ng(s)do(s) y
¥6) = o5Vate) + naenale) O T dal)aals) + nals)nate) o)
= 7‘1@52215(5)7«(3) + —”Ggi)é‘;(s) d(s) (5.39)

n (s
Defina d(s) = #. Para anular o termo do erro decorrente da perturbacdo, o polinémio dr (s)
4(s
deve ser Hurwitz e dd(s) deve ser divisor de nG(s)dC (s).

Exemplo 5.2 Seja a resposta de uma sistema sem realimentagdo com a perturbagdo na entrada
da planta dada por:

s—1 2

16 0 O Graergd®

y(s) = (

Pede-se encontrar um controlador para estabilizar, seguir uma entrada degrau sem erro e
rejeitar uma perturbagdo degrau.

O controlador deve possuir um integrador para zerar o erro de seguimento e rejeitar uma
perturbacdo do tipo degrau. Assim, o controlador é da forma:

C(s) = ;;3((33)).

Com o auxilio da interface rltool encontra-se um controlador de 2a ordem com 2 zeros:
2
 —k(s*+55+7,3)
s(s + 50)

C(s)

que estabiliza o sistema para k < 0 < 50,7.




5.5 Aulas de Laboratorio

A maior parte dos itens das aulas de laboratério é baseada nos experimentos sugeridos em
Gayakwad & Sokoloff (1988).
5.5.1 Sistemas a malha aberta

O experimento com um sistema a malha aberta é feito com o circuito da Figura 5.8 o qual é
representado no moédulo didatico como na Figura 5.9.

1. Para os casos indicados na Tabela 5.1, ajustar os ganhos G1 = R1/R e G2 = R2/R em passos
de 2, conectar G, e G2, aplicar u, medir e registrar y.

S ey B NN iy R

Figura 5.9: Diagrama de blocos como mostrado no modulo didatico com adicao de sinal negativo
para indicar configuracdo inversora dos amplificadores operacionais.

Tabela 5.1: Efeito da perturbagdo na malha aberta

y(G2=1,u=0,5V) y(Gi1=1,u=0,5V)
G1=1:2:20 d=0 d=0,25 G2=1:2:20 d=0 d=0,25




5.5.2 Sistemas a malha fechada

Considere a implementacao de um sistema realimentado pelo circuito mostrado na Figura 5.10.
O circuito é representado no painel na forma de diagrama de blocos como na Figura 5.11 com G

-1 , G, >0, G, >0eH =1 fornecendo
RCs+1
—GG1Go
I = . 5.40
1+ GGGy ( )

A seguir analisa-se o efeito da perturbacdo para a malha aberta e fechada. A anélise é feita
ajustando-se a entrada da malha fechada para manter ambas as saidas iguais. A andlise da
sensibilidade a variacGes de ganho e dos erros é feita na sequéncia.

2. Ajustar os ganhos G1 = G2 = 1, conectar G1 e G2 e aplicar r = —4V (tensdo de entrada).
Medir e registrar y nos casos indicados na Tabela 5.2.

S1 d=0 d=2
Aberta
Fechada

Tabela 5.2: Efeito da perturbacdo na malha fechada

¥(G2=1) y(G1=1)
S1 fechada G1:1:2:20 d=0 d=2 G2:1:2:20 d=0 d=2

-

"o o

Figura 5.10: Circuito do sistema a malha fechada, R = 2k2Q e R, = R2 = 47kQ, C = 1pF.



Com a chave S, fechada e d = 0V, ajustar r até que y seja igual ao valor medido para malha

aberta com d = 0. Com o valor de r recém-medido aplique d = 2V . Registrar o valor de r e
de y(d = 2V') na Tabela 5.2.

3. Com a chave S1 fechada e d = 0V aplique r = =5V . Registre y na Tabela 5.3 para os casos
indicados.

4. Construir um sistema de malha fechada com o amplificador de ganho varidvel K e o
circuito RLC para & = 0,2 usando um comparador conforme ilustrado na Figura 5.12. Para
d =0, K = Kmine K = Kmax aplicar uma entrada senoidal u(t) de amplitude 0,5 V pico a pico
e medir o ganho entre o sinal de erro e(t) e a entrada de comando r(t) variando f de 10 Hz a
20 kHz usando 10 valores para f .

Figura 5.11: Diagrama de blocos como mostrado no painel didaticocom G =1,G; >0,G2>0e

H = 1, mas, com indicacdao do sinal por causa da configuracdo inversora dos amplificadores
operacionais.

Figura 5.12: Diagrama malha fechada.

5. Para G(s) obtida para o circuito RLC do Item 4 e C = K, usar a ferramenta de projeto rltool
do Matlab (ver Secdo 6.1.2) para analisar o efeito do aumento do ganho K no médulo de
S(jw) e no valor final da resposta a perturbacao d.

Tabela 5.3: Sensibilidade a variacdes no ganho

S1 fechada G2=1 G1:1:2:20 y(d=0Ver=-5V)

5.5.3 Questoes a serem respondidas

Sistemas a malha aberta



Plotar os graficos da rejeicdo de perturbacao em funcdo de G2 e também em funcao de G1.
Para isso use os dados da Tabela 5.1. Inclua no mesmo grafico a curva tedrica. Sugestao:
Para tracar a curva teérica utilize (5.28).

Plotar o grafico da variacdo na saida (Ay/y) como uma funcdo da variacao do ganho do
sistema (AG1/G1), eixo X, usando os dados Tabela 5.1 para Vd = 0. Inclua no mesmo
grafico a curva teorica (5.13).

Da avaliagao feita no Item 1 deduzir o efeito de G2 sobre a rejeicao de perturbacao RP.
Da avaliagdo feita no Item 1 deduzir o efeito de G1 na rejeicao de perturbacao RP.

O que representa a inclinacao da curva obtida no Item 1 para G2 = 1? Qual o valor da
inclinacao? Esse valor é compativel com o teo6rico?

O que representa a inclinacdao da curva obtida no Item 2? Qual o valor da inclinacao? Esse
valor é compativel com o valor tedrico calculado? Qual caracteristica de sistema essa
inclinacdo representa?

Sistemas a malha fechada

7.

10.
11.

12

Plotar o grafico da saida y1 (devido a r e d) e y2 (devido somente a d) com S1 fechada como
uma funcdo de Gi. Para isso use os dados da Tabela 5.2. Inclua no mesmo grafico as
curvas tedricas de y1 e y2. Sugestdo: Para obter os valores tedricos de y1 e y2 utilize (5.30).

Repetir o Item 7, mas em fungdo de Go2.

Usando os dados da Tabela 5.2 plotar o grafico da rejeicao de perturbacdo RPf(rejeicdo de
perturbacdo a malha fechada) como uma funcdo de Gi. Inclua no grafico a curva RPf
tedrica.

Repetir o Item 9, mas em funcao de Go.

Usando os dados da Tabela 5.3, plotar o grafico da funcao de sensibilidade em relacdo a
variagdes de ganho $;;. Inclua no grafico a curva tedrica de S’;;. Sugestdo: Gi

experimental € obtida pela razdo da variagdo de y pela variagdo de G;.

. Usando os dados da Tabela 5.2 do roteiro do experimento com G2 = 1 plotar o grafico da

melhoria da rejeicdo de perturbacdo do sistema a malha fechada sobre o sistema a malha
aberta, X = RPf /RPa. Lembrar que a melhoria da rejeicao de perturbacdo do sistema a
malha fechada sobre o sistema a malha aberta é verificada quando y (malha fechada) = y
(malha aberta), com y para d = O(malha aberta) é medido sob condi¢cdes de ganho de
referéncia (neste experimento G1 = G2 = 1); y (malha fechada) precisa ser igual a y (malha
aberta) para qualquer ganho de malha, u é substituido por Ki u e G1 por K2G1. Para que
haja melhoria da rejeicao de perturbacdo a malha fechada sobre a rejeicao de perturbacao a
malha aberta a variavel X deve ser crescente com o aumento do ganho Gi. Incluir no
grafico de X a curva tedrica para X, ou seja, X = K1 K2.



13. Usar os resultados graficos dos itens 7 a 11 e comparar em termos da rejeicdo de

perturbagdo, RP, e da funcdo de sensibilidade S, o desempenho do sistema a malha fechada
com o do sistema a malha aberta, considerando:

(a) y1, y2 e RPfdos itens 7 e 9.
(b) y1, y2 e RPfdos itens 8 e 10.
(c) Melhoria da rejeicdo de perturbacao X do Item 12.

(d) A funcdo de sensibilidade do Item 11.

(e) Usando os dados obtidos no Item 4 do roteiro do experimento obter a resposta em

frequéncia da funcdo sensibilidade S para Kmin e Kmax. Analisar o efeito do ganho K
sobre o0 erro de regime permanente (ver Secao 5.3).



Capitulo 6

Analise de Estabilidade

No Capitulo 4 os conceitos e defini¢coes basicas de estabilidade foram apresentados. Neste
capitulo, o chamado lugar das raizes (LR) é apresentado incluindo as principais regras de
construcdo e a caracterizacdo da situacdo da passagem de raizes para o semiplano direito do
plano-s relacionando o LR com a andlise de estabilidade. Sdo estudados também o critério de
Nyquist e a partir do ponto —1 + jO o conceito de margens de estabilidade é introduzido.
Também, o uso do Matlab para obter o LR e o diagrama de Nyquist é ilustrado por exemplos. Os
principais resultados de estabilidade podem ser encontrados nos diversos livros textos de
controle.

As aulas de laboratério propostas no tema de estabilidade incluem a analise da estabilidade
via margens de fase e ganho no diagrama de Bode e Nyquist. Utilizam-se nos experimentos
propostos, circuitos com amplificadores operacionais e um prot6tipo do sistema de suspensdo
magnética de uma esfera de aco. Este tiltimo é usado para estudar o caso de sistemas de fase ndao
minima.

6.1 Método do Lugar das Raizes

Os modos da resposta transitéria de um sistema em malha fechada estdo relacionados com a
localizacdo dos polos de malha fechada. A variacdo nos parametros do sistema modifica os polos
do sistema realimentado. O lugar geométrico dos polos do sistema realimentado em funcao de
um parametro é LR. Para plotar os ramos das raizes W. R. Evans propds regras baseadas no
modulo e fase da equacgdo caracteristica. Atualmente, com o Matlab ndo é necessario usar as
regras para construir o grafico detalhado do lugar das raizes, mas, conhecer as regras principais
para fazer um esboco rapido auxilia no projeto de controle e no entendimento da acao dos polos
e zeros do controlador.

Sejam K o ganho e L(s) a funcdo de transferéncia do sistema a malha aberta,
respectivamente. A equacado caracteristica do sistema realimentado é:

1+ KL(s) =0 (6.1)
e o polinomio caracteristico do sistema realimentado é dado por:
d(s) = D(s) + KN(s) (6.2)

com N (s) e D(s) os polinémios do numerador e denominador de L(s), respectivamente. Verificar
a estabilidade do sistema realimentado é equivalente a verificar se todos os polos de D, (s) estdo

localizados no semiplano lateral esquerdo (SPLE) denotado por C™. Os zeros da equacao



caracteristica sdao os zeros do polindmio caracteristico se N (s) e D(s) ndo tiverem fatores
comuns.

Para L conhecida, o conjunto de polos do sistema a malha fechada denotado P sdo as raizes
de (6.1) em funcao do ganho K:

P={seC|ll+KL(s) =0,—0c0 < K < o0}. (6.3)
Exemplo 6.1 Considere a fungdo de transferéncia de um motor CC:

b K

ve  s(Ts+ 1)

em que K é o ganho e T a constante de tempo.

A equacgdo caracteristica é:

K
1 = 0.
i s(T's+ 1)

A solugdo fornece o conjunto de polos em fungdo do ganho K:

—1
P Rh

Os polos sdo reais para 0 < K < 1e complexos para K > 1. O lugar geométrico dos polos para T
= 0,002 é mostrado na Figura 6.1.

PL2 = \/(1 —4KT)-




300 . ; :

200~ K—w 1
A
2100
2
8= =0 K=0
an
g 0 a3 4 XK
E K
s— - —>»00 i
2100
-200+ .

_30 I ! I 1 1 L

-800 -500  -400 -300 -200 -100 0 100
Eixo Real

Figura 6.1: Lugar dos polos em func¢do da variacdo do ganho K.

6.1.1 Regras principais para esbocar o LR

Como ja mencionado, as regras para tracar o lugar das raizes propostas por E. Evans foram
baseadas nas condi¢ées de mddulo e fase da equagdo caracteristica. Em geral, o parametro do
lugar das raizes é o ganho K. Seja

K(s—zl)(s—@)---(s—zm)-

i LA P — . —

(6.4)

Um ponto no plano s = s* no plano complexo é ilustrado na Figura 6.2 e para um ponto s = s*
pertencer ao lugar geométrico dos polos tem-se:

1
|L| = e condicao de médulo (GaB)

LL = (204 1)m, £€=0,1,--- condigao de dngulo (6.6)
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Figura 6.2: Representagdo no plano-s dos vetores s* e s* - p; .

O lugar das raizes possui n ramos com n o grau do polindmio caracteristico. Para esbogar o
movimento dos polos em funcdo do ganho K, as seguintes regras podem ser utilizadas para K >
0.

Regra 1

Os n ramos do LR iniciam nos polos de L(s) e terminam nos zeros. Se m < n, n — m ramos
terminam nos zeros no infinito quando s — oo.

Essa regra é facil de ser verificada. De 1+KL(s) tem-se D(s)+KN (s) = 0. Com K = 0 as raizes
da equacdo caracteristica coincidem com os polos de L(s) e em consequéncia 0s ramos iniciam
nos polos de L(s). Por outro lado, uma vez que N (s)/D(s) = —=1/K com K — o deve-se ter L(s) =
0. Isso ocorre em duas situacoes. Na primeira, s é um zero finito de L(s), ou seja uma raiz de N
(s) = 0. Na segunda, tem-se que L(s) - 0 coms — o sen > m.



Regra 2

O LR no eixo real existe a esquerda de um numero impar de polos mais zeros.

Essa regra pode ser verificada pela condicdo de dngulo (6.6). Pela condicdo de angulo £L =
Qf+ Dm, f=0,1, - - - . Assim, se s = s* estiver a esquerda de um nimero par de polos mais
zeros, ZL =2fn, f=0,1, - - -.

Regra 3

Paras — o, n — m ramos do LR sdo assint6ticos as linhas saindo do ponto no eixo real s = gA
com angulos ¢f quando K — o em que

204+ 1)
g = B (6.7
n—m
D= Do 2
T — 1M
Paras — oo,
m b
O i e ul N (6.9)
Sn+...+an

pode ser aproximada por:

1+ K =0 (6.10)

Sn—m

Assim:

1 —1

sn—m K

o que implica K — o e ZL = ¢(n— m) em que s = Rejp com R — oo. Para s pertencer ao LR tem-
se que ZL = (2f + 1)m e uma vez que ¢ — ¢@f prova-se a primeira parte. Para provar a segunda

parte usa-se a Regra 1. De fato, como os polos terminam nos zeros finitos ou em n — m assintotas
que cruzam o eixo real em oA quando se faz K — o e s — oo, pode-se escrever (ver Figura 6.3):

(6.11)

lim (1+ KL(s)) = K ! (6.12)

s—00 (5 — o’A)n_m ’

Para calcular oA, suponha s — oo e considere apenas 0os 2 primeiros termos do limite e use as
. . . —em _ _ wn . ]
identidades de polindmios by, ; = - ¥™_; z;e a; = = X"y p; . Assim, tem-se:



M Sm—l 7”_ =
lim (1+KL(s)) ~ lim it 2j=1%)

s— 00 s—00 s — 5”—1 Z?:lpi
sTM(s™ = s Y %)
s=oo  sT(s™ —s"T 130 pi)

(1-st 2311 2j)

= B A rm s"—;n—l ST p) 1
IR CRr D S NI STy
(6.13)
A tltima igualdade foi obtida usando:
| — 1
=13 ) = iy s 619
Finalmente,
T (1 + KL(S)) =l K s é;;l Yy @)
Usando também apenas os dois primeiros termos:
lim K; ~ lim ! (6.16)

SINEs (S _ O-A)n—m s—oc gN—M _ Sn—m—l(n _ m)O'A

Comparando (6.15) com (6.16) obtém-se:

_ P _E"“’j_ (6.17)

n_

A

Exemplo 6.2 Seja:

1
" (s +8)2+64)

Os polos sdo p1 =0, p2,3= -8 + j8. Pela Regra 1, existem 3 ramos iniciando nos 3 polos e
pela Regra 2 existe 1 ramo no eixo real a esquerda do polo na origem. Pela Regra 3 existem 3
assintotas com dngulos 60°, 180°e -60°. O ponto de cruzamento da assintota com o eixo real é
dado por:

L(s)



e o LR é mostrado na Figura 6.3.
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Figura 6.3: Lugar das raizes ilustrando a localizacdo das assintotas.

Regra 4

Se o lugar das raizes cruzar o eixo imaginario os pontos de cruzamento sao dados pelas raizes da
equacao caracteristica substituindo s = jw. A equacdo caracteristica apresenta entdo dois
parametros a determinar, ou seja, a frequéncia de cruzamento denotada wg e o ganho
correspondente, denotado ganho critico Ke. Se n — m > 2 pelo menos um ramo do LR cruza o
eixo imaginario. A Regra 4 pode ser usada para determinar a faixa de valores de K para
estabilidade. Se n-m>2 pelo menos 1 ramos de LR cruza o eixo imaginario.

Exemplo 6.3 Considere novamente o sistema do Exemplo 6.2. A faixa de valores de K para
estabilidade pode ser obtida solucionando:



(jwe)® + 16(jwe)? + 128(jwe) + K. = 0 + 50.

Separando a parte real e imagindria e igualando a zero obtém-se: wc = 0 e wc = +V128 e os
ganhos correspondentes sdo Kc= 0 e Kc = 16w2. Assim, analisando o LR da Figura 6.3, conclui-
se que a faixa de valores de K para estabilidade é 0 < K < 16w2.

Regra 5

Se o LR chega ou deixa o eixo real isso acontece para um valor do ganho K maximo ou minimo
quando s = ¢. Para determinar esse ponto no LR faz-se:

0K

Quando s = 0 a equagdo caracteristica torna-se:

KL(c)+1=0 (6.19)

o que fornece:

Dy (o)
K=——"— 6.20
Np (o) (6.20)
N; (o .
comL = . Assim,
Dy (o)
0K __ Di(0)Ny(o) + Dy(0)Ni (o)
9 (N1.(0))2 (6.21)
o que fornece:
Di(0)N},(0) + D (0)N1(0) = 0 (6.22)

ON, (o)

com Ni(0) = eD';(0) = . De (6.22) chega-se a seguinte relacao:

0N, (0)
0o

1 1
Z:Oeri:ZUJFZj. (6.23)



Usando (6.23) determina-se os valores de o, o ponto de chegada ou partida do LR do eixo real.

Exercicio 6.1 Linearizando as equagdes do sistema de suspensdo descrito anteriormente em
torno de uma posig¢do de equilibrio obtém-se a seguinte fungdo de transferéncia entre a entrada
do amplificador de poténcia e a saida do sensor:

568050.4927
(s — 41.82)(s + 41.82)(s + 38.27)

G(8) =

1. Verificar que o sistema a malha aberta é instavel.

2. Usando o lugar das raizes verificar que ndo existe valores do ganho K para estabilizar o
sistema realimentado. Calcular o ponto de chegada e partida do LR do eixo real usando
(6.23).

6.1.2 Lugar das raizes no Matlab

O ambiente do Matlab para projeto de controladores e andlise do efeito de polos e zeros na
resposta do sistema realimentado esta bem interativo.

Os polos sdo representados por x e os zeros representados por o. Com argumento, “pzmap”
fornece duas colunas correspondentes aos polos e aos zeros sem gerar qualquer diagrama. A
funcdo “pzmap” sem argumento fornece um diagrama dos polos e dos zeros de um sistema
continuo ou discreto como ilustrado a seguir:

pzmap(L) diagrama de polos e zeros do sistema

[p, z] = pzmap(L) obtencdo dos valores dos polos e dos zeros

Usando rlocus

A funcdo “rlocus” fornece o lugar geométrico das raizes da equacdo caracteristica de um sistema
que correspondem aos polos do sistema realimentado em funcdo da variagdo do ganho K desde
zero até infinito. Quando o comando “rlocus” é utilizado sem argumentos obtém-se o lugar dos
polos em fungdo do ganho K. Caso contrario, apresenta duas colunas correspondentes a
localizacdo das raizes complexas r e, o respectivo ganho K, sem gerar qualquer grafico:

rlocus (L) geracdo do lugar das raizes

rlocus (L,K) mapa das raizes para um determinado ganho K
[r,K] = rlocus(L) geracao dos vetores das raizes e respectivo ganho
r = rlocus (L,K) raizes para um ganho fixo K

Exemplo 6.4 Considere a fungdo de transferéncia de malha aberta do sistema



K
(s —20)(s? + 4s + 68)

L(s) =

As linhas de comando como seguem geram o diagrama de polos e zeros e o lugar das raizes
mostrado na Figura 6.4:

num=1, den=conv([1 -20],[1 4 68])
L=tf(num,den); pzmap (L,‘r’)

rlocus(L) % visualizar o lugar das raizes

L =tf(conv([1 10],[1 10]),den);

rlocus(L) % visualizar o efeito estabilizante
do zero duplo em -10
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Figura 6.4: Efeito da adicdo de zeros no lugar das raizes em funcao de K do Exemplo 6.4.

Ganbho estatico

A funcdo “rlocfind” utiliza a condicdao de magnitude para determinar o ganho K para uma
localizacdo particular das raizes. Trata-se de uma funcdo interativa, ja que permite ao usuario
selecionar a localizagdo das raizes no tragado do lugar de raizes para as quais pretende



determinar o ganho de realimentacdo. Pode ser utilizada com argumentos de modo a calcular o
ganho estatico para uma localizacao especifica das raizes como ilustrado a seguir:

[K, polos]= rlocfind (L,p) obtencao do ganho K para polos especificados em p

[K, polos]= rlocfind (L) obtencdo do ganho K interativamente

Linhas de wn e ¢ constantes

A funcao “sgrid” permite gerar um grafico no plano-s de linhas de frequéncia natural constante e
de coeficiente de amortecimento constante. O grafico é gerado sobre o tracado do lugar
geométrico das raizes ou sobre o mapa dos polos e zeros obtido anteriormente, com um
espacamento de 0,1 desde O até 1 para as linhas de coeficiente de amortecimento ¢ constante, e
com um espacamento de 1 rad/s desde O até 90 rad/s para as linhas de frequéncia natural wn
constante. Pode-se especificar como argumento as linhas de coeficiente de amortecimento
constante § e as linhas da frequéncia natural constante cwn. Os graficos mostrados na Figura 6.5
ilustram o uso do comando “sgrid”.

num=conv([1 10],[1 10]) den=conv([1 -20],[1 4 68])
L=tf(num,den) pzmap (L)

sgrid(0.6,30) sgrid(xi,wn)

rlocus(L)

Usando o lugar das raizes para projeto de controladores

O método do lugar das raizes pode ser usado para obter o ganho, polos e zeros dos controladores
para atender as especificacdes de projeto e analisar o desempenho do sistema de controle obtido.
No Matlab, a interface grafica “rltool” permite de forma interativa definir o ganho, polos e zeros
dos controladores. O exemplo a seguir ilustra o ambiente de projeto da interface “rltool”.

Exemplo 6.5 Considere a fungdo G(s) de um motor CC a ser usado posteriormente nas aulas de
laboratdrio:

K
(1 4+ Tpls)(1+ T'p2s)

com K =10,912, Tp1 = 0,015367, Tp2 = 0,0022062.

G(s) =

Definir entdo:

deng=conv([Tp1 1],[Tp2 1])
numg=K; G=tf(numg,deng)

% chamar a interface de projeto usando
rltool(G)
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Figura 6.5: Uso de “sgrid” indicando polo “ X”, zero “0” e linha de wn =30 e £ =0,7.

A interface de projeto consiste de diversas janelas principais, para inserir os sistemas G, H, F e
C ilustrados na Figura 6.6, para visualizar o lugar das raizes, para visualizar as respostas do
sistema de controle, para entrada dos polos e zeros do controlador e para definir das
especificagbes de projeto. O ambiente de projeto pode ser ilustrado nas Figuras 6.6 a 6.8.
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200 w . .
1501 7
100+ 5

) w N

N

Eixo Imagindrio

I
-
=

T

1

~150¢ :

=200 : : _
=500 —-400 -300 =200 —-100 0
Eixo Real

Figura 6.7: Diagrama do LR com o controlador PI.

6.2 O Critério de Nyquist

O objetivo desta secdo é a andlise da estabilidade de sistemas via resposta em frequéncia
incluindo margens de fase e ganho.

Em um sistema de controle a malha fechada, deseja-se que ele seja estavel, e além disso, que
possua boas margens de estabilidade. A margem de estabilidade indica que para uma
determinada faixa de variacdo de parametros o sistema ainda permanece estavel. A variacao de
parametros, por sua vez, pode ser atribuida a incertezas de modelagem ou a ocorréncia de



perturbacoes ou disturbios. O termo margem de estabilidade indica que deve haver um ponto ou
condicdo notavel, ao qual associa-se uma certa relacdo, que definird o grau ou indice de
estabilidade. Essa condicdo notavel pode ser melhor visualizada em funcdo da andlise do sistema
no dominio da frequéncia, através dos diagramas de Bode, Nyquist ou m6dulo-fase.

O critério de Nyquist foi proposto por H. Nyquist na década de 1930 como um método para
determinar a estabilidade com base na resposta em frequéncia. O critério de Nyquist ndo serve s6
para verificar se o sistema é estavel, mas permite calcular as margens de estabilidade. Relaciona
a resposta em frequéncia com o nimero de polos no semiplano lateral direito (SPLD) do plano-s.
Pode ser usado para analisar a estabilidade de sistemas de fase minima, classe de sistemas com
atraso de tempo e sistemas multivariaveis.

O critério de estabilidade é baseado no principio do argumento de Cauchy, um resultado da
teoria de variaveis complexas. O principio do argumento é enunciado a seguir.

Principio do argumento. Sejam um contorno no plano-s denotado I' e s* um ponto neste
contorno. Seja um mapeamento de uma funcdo complexa F (s) em s = s* denotado I'F . Sejam Z
e P o numero de zeros e polos dentro do contorno I'. O mapeamento de F (s) em s = s* envolve a
origem Z — P vezes no sentido horario.
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Figura 6.8: Respostas no tempo e diagramas de Bode das fun¢des de transferéncia T (s) e S(s).

6.2.1 Principio do argumento para analise de estabilidade

Considere agora um contorno especial chamado contorno de Nyquist definido como todo o
semiplano lateral direito (SPLD) do plano-s mostrado na Figura 6.9. Seja



F(s) = 14 L(s)

ds(s)
D(s)

(6.24a)

com &f (s) o polindmio caravteristico. Aplicando o principio do argumento com F (s) definido em
(6.24) tem-se que o mapeamento de F (s) em s = s* com s* percorrendo o contorno de Nyquist
no sentido horario, envolve a origem N vezes com

N=Pf-P} (6.25)

em que P + o numero de polos do sistema a malha fechada no SPLD do plano-s e P + , 0 nimero
de polos da malha aberta no SPLD do plano-s. Observando que o nimero de envolvimentos da
origem por F (s) =1 + L(s) é o mesmo que o envolvimento do ponto —1 + jO por F (s) = L(s) o
critério de Nyquist é enunciado como segue.
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Figura 6.9: Contorno de Nyquist para estudo da estabilidade do sistema realimentado com s* =
Rejo . No trecho I tem-se s* = jw, no trecho Il s* = Rej8 , R — oo, 8 € (11, —m) e no trecho III, s* =

_jw

fechada é dado por:

B = N - F

em que N o numero de envolvimentos do ponto —1 + jO do plano-s. Para estabilidade P + =0 e

tem-se que

Teorema 6.1 (Critério de Nyquist) O numero de polos no SPLD do plano s do sistema a malha

(6.26)



_ +
N=-P; (6.27)
com o sinal menos denotando o sentido anti-horario.

6.2.2 Diagrama de Nyquist para sistemas com atraso

O diagrama de Nyquist é o lugar dos vetores |G(jw)| ejo, com ¢ a fase de G(jw) conforme w (a
frequéncia angular) varia de —c a c. O diagrama de Nyquist para sistemas com atraso simples
pode ser entdo obtido calculando o mdédulo e angulo de fase resultando na Figura 6.10 como
segue:

w = logspace (-2, 2, 1000);
Gjw = K*exp (-L*j.*w)./(T*j.*w + 1);
plot (real (Gjw), imag (Gjw));

grid on

O critério de Nyquist fornece o nimero de raizes caracteristicas do sistema a malha fechada
no semiplano direito em termos do nimero de envolvimentos do ponto —1 + jO, mas este nao €
aplicavel a sistemas com atraso com um ndmero infinito de raizes caracteristicas no semiplano
direito. As condi¢Oes de utilizacdao do critério de Nyquist em sistemas com atraso derivadas em
Xu, Datta & Bhatthacharyya (2003) sdo apresentadas a seguir.
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Figura 6.10: Diagrama de Nyquist para o sistema descrito por (3.55) para K = 0,77,L =33 e 1=
484.
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Teorema 6.2 Considere um sistema com realimentagdo unitdria com uma fung¢do de
transferéncia dada por

N(s)

G(s) = g—bé 6.28

(%) = Biej (6.28)

com N (s) := amsm + am ;sm_; + - - -+ bye D(s) :=ansn+an_ysn_; + - +a,eL um atraso

constante. Entdo,

1. b, |
Sen<moun=me— > 1 sdo os coeficientes de maior grau de N (s) e D(s),
ja,|
respectivamente, o critério de Nyquist ndo se aplica e o sistema é instavel de acordo com

os resultados de Pontryagin (Pontryagin 1955).

by
Sen > moun=me—=<1 o critério de Nyquist é aplicdvel.

|,

6.3 Margens de Ganho e Fase

Os indices que definem o grau de estabilidade de um sistema de controle a malha fechada, sao
chamados margem de ganho (Am) e margem de fase Om . Portanto, deve-se definir uma condicao
de ganho e fase, a qual tomar-se-4 como referéncia. Tal condicdo deve ser, logicamente, uma
condicdo que defina a situacao entre estabilidade e instabilidade do sistema.

Suponha um sistema com funcdo de transferéncia G(s). A analise da margem de fase e ganho
no diagrama de Bode em malha aberta deste sistema, nos traz informacdes com relacdo a
estabilidade deste sistema em malha fechada, resultante de uma realimentacao unitaria. Precisa-
se definir entdo a condicdo critica entre estabilidade e instabilidade deste sistema. Para
realimentacdo unitaria, a fungdo de transferéncia a malha fechada (FTMF) resulta em:

y(s) _ L(s)
r(s) 14+ L(s)

(6.29)

Os polos do sistema a malha fechada sdo as raizes da equacdo caracteristica do sistema a malha
fechada que pode ser rescrita como:

L(s) = —1 (6.30)
Passando para o dominio da frequéncia, s = jw, tem-se:
L(jw) = —1 (6.31)

ou



L(jw) = |L(jw)| £G(jw) = -1 =1/ — 180 (6.32)
que pode ser desmembrada em duas equagoes simples:

|L(jw)| =1 ou 20log G(jw) = 0dB (6.33)

/L(jw) = —180. (6.34)

As duas condigOes acima representam a situagdo critica entre a estabilidade e instabilidade.
No diagrama de Bode, esta situacdo €é representada como na Figura 6.11. A partir da condicao
critica acima, define-se, wg como a frequéncia de cruzamento de ganho (0dB), e we¢ como a
frequéncia de cruzamento de fase (-180°). Os indices de estabilidade relativa como margens de
ganho e fase sdo determinados a partir desta condicdo critica como na Figura 6.11. A margem de
fase é definida como o atraso de fase adicional na frequéncia de cruzamento do ganho, denotada
g , necessario para levar o sistema ao limiar da instabilidade. A frequéncia de cruzamento do
ganho é a frequéncia na qual |G(jw)|, o médulo da funcdo de transferéncia de malha aberta, é
unitario ou 0 dB no caso do médulo da funcdo de transferéncia de malha aberta ser representado
em dB. A margem de fase denotada 6m pode ser obtida como segue:

O = £L(jw,) — 180°. (6.35)

A margem de ganho é definida como o inverso do médulo |(jw)| na frequéncia de cruzamento da
fase denotada we¢ com L = GC. A frequéncia de cruzamento da fase é a frequéncia na qual
Z L(jwg ), o angulo de fase da funcao de transferéncia de malha aberta, é igual a 180°. A margem
de ganho denotada Om pode ser obtida da seguinte forma:

A = —20log |L(jwy] (6.36)

Portanto, calcula-se a margem de ganho na frequéncia de cruzamento de fase (-180°) e a
margem de fase na frequéncia de cruzamento de ganho (0 dB). No Matlab pode-se obter as
margens de estabilidade com o comando:

margin(L)
ou allmargin(L)

com L na forma de funcao de transferéncia ou espaco de estado.

Na andlise da resposta de sistemas no dominio da frequéncia, as margens de ganho e de fase
permitem avaliar a estabilidade relativa do sistema e portanto representam o quanto se pode
variar um parametro do sistema (ganho K por exemplo), de modo que, o sistema ainda
permaneca estavel, ou venha a se tornar estavel. Para sistemas de fase minima, uma margem de
ganho positiva significa que o sistema é estavel, e o contrario que o sistema é instavel. Para um
sistema de fase minima estavel, a margem de ganho indica quanto o ganho pode ser aumentado
antes que o sistema se torne instavel. Para um sistema instavel, a margem de ganho é indicativa
de quanto o ganho deve ser diminuido para tornar o sistema estavel.
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Figura 6.11: Diagrama de Bode da situagao critica.
Margem de ganho e margem de fase no Matlab

A margem de ganho e a margem de fase e respectivas frequéncias de cruzamento, sao calculadas
a partir da funcao de transferéncia em malha aberta pela funcdao “margin”. Indicam a estabilidade
relativa do sistema em malha fechada. Quando o comando é usado sem argumentos, exibe os
diagramas de Bode de médulo e angulo de fase com as referidas margens. As sintaxes possiveis
para esta funcdo seguem

margin(sys) diagrama de Bode com as margens
[Gm, Pm, Wcg, Wcp] = margin(sistema) margens e frequéncias de cruzamento
margin(mag,fase,w) diagrama de Bode com as margens
[Gm, Pm, Wcg, Wcpl=margin (mag,fase,w) margens e frequéncias de cruzamento
allmargin(sistema) todas as margens de ganho e fase

Exemplo 6.6 Considere a seguinte fungdo de transferéncia em malha aberta:

e -+ 08
(s + 50)(s? 4+ 1400s + 1€06)

G(s) =

Para um controlador avango e um avancgo-atraso as margens de ganho e fase podem ser
obtidas como segue (Figura 6.12):



s=tf(‘s’);
Gcl=(8.621 s + 8621) /(s + 8621);
Gc2=(204.79 (s+1000)A2)/( s+1.429e04)"\2
L1=G*Gcl, L2=G*Gc2; margin(G); margin(L1); margin(L2)




A =-10,4 dB (em 1,03e+03 rad/s), Bm =-36,1 graus (em 1,68e+03 rad/s)

m

50— _ RS S
= 0
o
=
& -50
[a+]
=
-'108
@
5 =90+
=
]
z -180
Iy
_270.0 L I Ll - Ll z PSR APl pn e ;
10 10 10 10 10 10
m(rad/s)
Am = 14,4 dB (em 1,37e+04 rad/s), Hm =47,3 graus (em 4,72e+03 rad/s)
50 r :

0

Magnitude (dB)
n
=

Fase(graus)
&
o

-270

: 2 4
10 10 ) 10 10

Figura 6.12: Margens de estabilidade. Sistema instavel wg > w¢ e Ame Om < 0 e sistema estavel
wg < we e Ame Om > ( (direita).

Diagrama de Nyquist no Matlab



A funcdo “nyquist” fornece o grafico de L(jw) em funcao da frequéncia w. O diagrama de
Nyquist permite estudar também a estabilidade relativa do sistema em malha fechada, ou seja, a
margem de ganho e margem de fase. Quando o comando “nyquist” é usado com argumentos

obtém-se as partes real e imagindrias de L(jw) em funcdo de w. As sintaxes possiveis para este
comado seguem:

nyquist (num, den) diagrama de Nyquist

nyquist (num, den, w) diagrama de Nyquist para faixa de frequéncias especificada

[re, im, w] = nyquist (num, den) obtencao partes real e imaginaria de L(jw)

Exemplo 6.7 Considere a seguinte fungdo de transferéncia em malha aberta

28 +5s+1
- 52425+ 3

Para obter o diagrama de Nyquist utilizar os sequintes comandos (Figura 6.13):

G(s)H(s)

num=[251] den=[123];
L=tf(num,den) nyquist (L,r’)
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Figura 6.13: Diagrama de Nyquist do Exemplo 6.7.

6.4 Exemplo de um Sistema de Fase Nao Minima

Denominam-se sistemas de fase ndo minima aqueles que apresentam zeros e/ou polos da funcdo
de transferéncia com parte real positiva para o caso de sistemas continuos no tempo ou zeros
e/ou polos de magnitude maior que 1 para o caso de sistemas discretos no tempo. O nome fase
ndo minima foi dado ao observar que os deslocamentos de fase causados por zeros e polos no
semiplano direito eram maiores que aqueles causados pelos sistemas de fase minima
correspondentes, ao rebater-se 0s zeros e polos em foco para o semiplano esquerdo. Esse
comportamento pode ser melhor visualizado através do diagrama vetorial dos polos e zeros do
sistema no plano-s. Pela Figura 6.14 pode-se observar que, embora tenham o mesmo moédulo, os
vetores do semiplano direito apresentam maior deslocamento de fase. Bode também mostrou que
para um sistema de fase minima, as caracteristica de mddulo e angulo de fase da resposta em
frequéncia estdo diretamente relacionadas. Isso significa que se a curva de médulo de um sistema
for especificada em toda as frequéncias desde zero até infinito, entdo a curva do angulo de fase é
unicamente determinada, e vice-versa. Se o sistema é de fase ndo minima essa relacdo biunivoca
ndo se verifica (Ogata 1995). Para um sistema de fase minima quando w = o, o0 angulo de fase
(p) é igual a —90(q — p), onde p e g sdo os graus dos polinémios do numerador e denominador da
funcdo de transferéncia, respectivamente. Para o sistema de fase ndo minima, quando w = o o
angulo de fase (¢) difere de —90(q — p). Em qualquer sistema, a inclinacdo da curva do log-
médulo em w = o é igual a -20(q-p) [dB/dec]. E portanto possivel verificar se o sistema é ou ndo

de minima fase, examinando-se a inclinacdo da assintota em alta frequéncia da curva de log-

modulo e angulo de fase em w = . Se a inclinagao da curva do log-mo6dulo, conforme a



frequéncia tende ao infinito, for -20(g-p) [dB/dec] e o angulo de fase em w = oo é igual a -90(q-
p), entdo o sistema é de minima fase.

TIm(s)

J@ Plano s

Ljo - p,
P P2 Re(s)

Figura 6.14: Ilustrando angulos de sistemas de fase ndo minima.

Nesta secdo o sistema de suspensdao magnética de uma esfera, em escala laboratorial descrito
na Secao 3.3 é usado aqui para a andlise de estabilidade para uma configuracao de controle do
tipo avanco de fase. O sistema de suspensdo magnética é um sistema que, além de possuir varias
aplicacOes praticas importantes, como em rolamentos magnéticos e transportes de alta
velocidade, apresenta caracteristicas de fase ndo minima e é um sistema instavel, constituindo
assim um bom exemplo para verificar as caracteristicas basicas de sistemas e o resultado da acao
de controle.

6.4.1 Representacao por funcao de transferéncia

Utilizando a transformada de Laplace Nas equacoes 3.45 e 3.46, obtém-se:
ms?z1(s) = kozi(s) — k1z3(s) (6.37)
ko u(s) = Rza(s)+ Lszs(s). (6.38)

Através destas equacgOes, obtém-se o diagrama em blocos da Figura 6.15.

z4(5)

Esfera

Figura 6.15: Diagrama do sistema de suspensao.



Os valores dos parametros do sistema experimental sdo mostrados na Tabela 6.1.

A seguir é apresentada a analise de um sistema de controle para o sistema suspensao
magnética com um controlador avanco de fase. A abordagem utilizada no projeto é a do lugar
das raizes. Através do diagrama de blocos do sistema linearizado apresentado na Figura 6.15,
obtém-se o diagrama de blocos de malha fechada do sistema, exibido na Figura 6.16. Através do
diagrama em blocos, chega-se facilmente a funcao de transferéncia de malha fechada:

Tabela 6.1: Valores dos parametros fisicos

Massa da esfera

Resisténcia da bobina

Indutancia da bobina aproximada
Indutancia da bobina no torno equilibrio
Corrente da bobina no ponto de operacao
Posicdo da esfera no ponto de operacao
Constante a

Constante k1

constante k2

Ganho sensor de posicao

Maxima tensdo aplicada a bobina
Ganho PWM

m [kg] 22,6 x 10-3
R[Q] 19,9

L [mH] 520

Lo [mH] 249

ie[A] 570 x -1
ze [M] 4,50 x 10-3
alm] 6,72 x 10-3
ki [N/A] 7,70 x 10-1
k2 [N/m] 39,6

c1 173,61 x 10
vmax[ V] 24,0

ka 2,1

u(s)

Controlador

d(s)

€]

ol
) PWM §

Bobina

Figura 6.16: Diagrama em blocos do sistema em malha fechada.

T(s) = 248 _

kok1

~d(s)  Lms3 + Bms? —koLs — ko R+ kokic1Go(s)’

O denominador desta funcdo corresponde a equacdo caracteristica do sistema, que pode ser
reescrita como F (s) = 1 + L(s) (6.40), na qual L(s) é a funcao de transferéncia de malha aberta:

—k‘aklclc(s)

L(s) =

Lms3 + Rms? — koLs — ko R

(6.39)



kaklch(s)
Lms3 + Rms? —koLs — ko R’

F(s) = 1 (6.40)

Através de simulagdo, observa-se que um controlador puramente proporcional ndo
estabilizaria, e que um controlador com apenas um zero seria, teoricamente, suficiente;
entretanto, um controlador deste tipo amplificaria de tal forma os ruidos existentes no sistema,
que o controle seria impossivel. Portanto, para anélise escolhe-se um controlador avango de fase,
que possui um polo e um zero

ky(tzs+1)
(tps +1)

em que kp é o ganho, tp € a constante de tempo relativa ao polo e tz é a constante de tempo
relativa ao zero.

C(s)

6.4.2 Simulacao do sistema com o Matlab

Esta secdo descreve a simulacdo do sistema com diferentes controladores através do programa
Matlab, com a finalidade principal de mostrar o desempenho dos controladores. Resumem-se a
seguir os resultados de simulacdes de lugar de raizes, resposta ao degrau e resposta em
frequéncia tipicos para o sistema de suspensdao com um controlador do tipo avanco de fase.

Na Figura 6.17, pode-se observar os polos variando em um intervalo para um sistema com
controlador dado por tz= 0,05 e tp = 0,003. Os polos correspondentes a kp = 0 sdo os de malha
aberta, confirmando a ndo estabilidade do sistema sem compensacdo. Também observa-se que a
faixa de ganho na qual ocorre estabilidade é, aproximadamente, 0,3 < kp < 0,7. Na Figura 6.18,
encontra-se o lugar de raizes do sistema com o controlador avango com parametros dados por tp
=0,004 e tz= 0,04.
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Figura 6.17: Lugar de raizes do sistema compensado com tz = 0,05, tp = 0,003.

Na Figura 6.19, encontram-se as respostas em frequéncia de mddulo e fase do sistema sem e
com um controlador avanco obtido pelos estudantes. Pode-se ver pelos diagramas de modulo e
fase, que o sistema necessita de acréscimo de fase na regido relativa a frequéncia de corte, o que
é conseguido com o controlador avango de fase, como se vé em (d), onde a margem de fase
resultante é positiva. O diagrama de Nyquist do sistema de suspensdo com um controlador
avanco com indicacdo dos pontos correspondentes as frequéncias de cruzamento é ilustrado na Fi
gura 6.20.

Respostas ao degrau para o sistema com controle avango de fase sdo obtidas aplicando um
degrau de —0,1 V na entrada de perturbacdao P (s) (ver Figura 6.16). Algumas das respostas
obtidas sdo apresentadas na Figura 6.21. Comparando (c) e (d) observa-se como o aumento no
ganho do controlador altera a resposta do sistema, mudando a dinamica e a amplitude da
resposta, a qual diminuiu.
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Figura 6.18: Lugar de raizes com tp = 0,004 e tz = 0,04.
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Figura 6.19: a) Sem controlador, b) com controlador avanco.



6.5 Aulas de Laboratorio

A andlise da estabilidade é feita neste experimento via margem de fase e ganho no diagrama de
Bode e Nyquist. Utiliza-se nos experimentos propostos, circuitos com amplificadores
operacionais e um protétipo do sistema de suspensao magnética de uma esfera de aco.
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Figura 6.20: Diagrama de Nyquist e indicacdo das frequéncias de cruzamento de ganho e fase
usadas para obter margens de fase e ganho, respectivamente.
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Figura 6.21: Respostas ao degrau de perturbacgdo. (a) kc = 0,4, p = 0,004, 1z = 0,04, (b) kc = 0,4,
1 = 0,003, 1z = 0,05, (c) ke = 0,5, » = 0,002, 1z = 0,07, (d) ke = 0,7, 7 = 0,002, 1z = 0,07.

6.5.1 Circuitos de primeira e segunda ordens passivos

1.

No Matlab, para Kmax e Kmin faga o diagrama de Bode do sistema mostrado na Figura 6.22.
O bloco de primeira ordem representa o circuito RC da Figura 4.15 e o bloco de segunda
ordem representa o circuito RLC da Figura 4.16. Escolher o valor da resisténcia R para dar
um coeficiente de amortecimento & = 0,7. Por sua vez, o bloco isolador pode ser um estagio
seguidor emissor, como na Figura 2.20. Calcular as margens de estabilidade e frequéncias
de cruzamento para as duas situacdes de ganho K. Utilize os comandos “series”, “bode”,
“margin”.

No Matlab analisar a estabilidade do sistema a malha fechada via lugar das raizes e
diagrama de Nyquist para as duas situacoes de ganho K. Obter a resposta ao degrau.
Quantos polos existem no semiplano direito do plano-s? Utilize os comandos “rlocus”,

) &« »

“nyquist”, “step” ou “lsim”, “pzmap”.
Usando circuitos passa baixa passivos implemente o circuito da Figura 6.22.

Meca as frequéncias de cruzamento para os dois ganhos. Verifique as margens de
estabilidade.

Verifique o que ocorrera em termos de estabilidade absoluta e relativa deste sistema com
Kmax e Kmin, se for realizada uma realimentacdo unitaria no sistema da Figura 6.22.
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Figura 6.22: Representacdo do sistema de terceira ordem.

6.5.2 Estabilizacao do sistema suspensao magnética
6. Considere o sistema de suspensao magnética.

(a) Obter o intervalo de estabilidade para Kc com tp = 0,004 e tz= 0,04. Para alguns valores
de Kc na regido de estabilidade calcular as margens de estabilidade. Use as funcdes do
Matlab: “[mag,fase]=bode(.,w)”; “magDB=20 logl10(mag)”, “plot(w,magDB)”,
“w=logspace(.,.)”.

Observacao 6.1 Utilize a fungdo de transferéncia de malha aberta (6.39).

(b) Analisar a estabilidade do sistema com e sem controlador utilizando a funcdo
“nyquist”. Obter as margens de ganho e fase a partir do diagrama de Nyquist.

(c) Verificar a resposta no tempo, em ambiente Simulink, do sistema sem e com o
controlador de avango de fase. Para o caso com controlador considere alguns valores de
Kc. Analisar a estabilidade variando-se o ganho do controlador Kc.

6.5.3 Questoes a serem respondidas
1. O que significam as margens de estabilidade de um sistema em malha fechada?

2. Quais os valores de indices de estabilidade comumente utilizados e o que representam?

3. Em que condi¢des um sistema de segunda ordem, tipo RLC, com um ganho K variavel (K
> 0) e realimentacdo unitaria, torna-se instavel? O que isto significa fisicamente? E
possivel?

4. Por que a situagdo da Figura 6.11 representa uma condigao critica de estabilidade?

5. Apresentar o critério de Nyquist e comentar a sua aplicacdo na analise da estabilidade do
sistema de suspensdao magnética.



Capitulo 7

Sistemas Amostrados e Discretizacao

A realizacdao de controladores digitais pode ser implementada a partir de microcomputadores,
microcontroladores ou mesmo por microprocessadores. Em geral os microcomputadores sdo
empregados na fase de desenvolvimento e analise e, uma vez finalizado o projeto, transfere-se a
l6gica de controle para um hardware composto por microprocessadores ou microcontroladores.

Neste capitulo sdo tratados os sistemas amostrados caracterizando-se a discretizacao de
sistemas e técnicas de amostragem de sinais e sistemas. A discretizacdo de sistemas permite
proceder a analise e projeto de controladores de sistemas utilizando técnicas digitais, dando
origem aos controladores digitais. As principais referéncias deste capitulo sao Isermann (1989),
Ogata (1997) e Franklin et al. (1994).

As aulas de laboratério tém a finalidade de investigar as técnicas de aquisicdao digital de
sinais analégicos e também verificar o teorema de amostragem.

7.1 Amostragem em Sistemas de Controle

A utilizacdo de microcomputadores para implementacao de malhas de controle teve inicio ja por
volta de 1960. Porém, computadores dessa época nao eram apropriados para aplicacdo industrial,
pois tinham uma arquitetura voltada para gerenciamento de dados, de certa forma lentos e nao se
dispunha de aplicativos adequados para a realizacdo de uma estrutura de controle. Ja na década
de 1970 surgiram os chamados microprocessadores com uma arquitetura digital voltada para um
interfaceamento entre o processo a ser controlado (analégico) e o microprocessador. Desde
entdo, o microprocessador passou a ser um elo integrante da malha de controle. Na Figura 7.1 é
representado um sistema de controle digital com um microcomputador como um elemento da
malha de controle.

Para a implementacdo de controle digital torna-se necessario a compatibilizacdo dos varios
sinais do tipo analdgicos e digitais. Na sua forma digital, opera-se com nimeros ou entidades
numeéricas, os quais podem ser manipulados como se queira através de aplicativos especificos.
Na sua forma anal6gica os sinais representam grandezas fisicas e continuas no tempo e que sé
podem - se necessario - ser processadas por dispositivos ou circuitos analdgicos. A
compatibilizacdo destas formas de sinais é realizada pelo bloco A/D para a conversao Analogico-
Digital e pelo bloco D/A para a conversdo Digital-Analogica. Determinados processos ou agoes
de controle sdo inerentemente do tipo digital, ndo necessitando propriamente de uma conversao.
Nesse caso, os processos sdo ditos naturalmente amostrados.
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Figura 7.1: Diagrama geral de um sistema de controle digital.

A integracdao de um microprocessador na malha de controle possibilita a execucdo de outras
tarefas além do controle propriamente dito, como supervisao do processo, emissao de relatérios,
protecdo, alarmes, coordenacdo etc., permitindo a realizacao de sistemas com um alto grau de
automatizacdo. Outra caracteristica muito importante é o grau de flexibilidade dos sinais digitais.
Isto é, um determinado sinal pode ser redimensionado para fornecer um melhor rendimento ou
desempenho, simplesmente através da reprogramacao do algoritmo de controle ou de supervisao.

Uma primeira implicacdo da incorporacao do microprocessador na malha de controle é que
nos sinais digitais as operacoes matematicas que devem ser realizadas necessitam de um certo
tempo para serem processadas pelo microprocessador. Durante esse periodo o microprocessador
fica “desligado” do ambiente externo analdgico. Desse modo a conexdo efetiva entre o
microprocessador e o processo é realizada apenas em instantes determinados e periodicos, dos
quais surge entdo o conceito de amostragem ou discretizacdo. Entre dois instantes de
amostragem ¢é realizada conversao A/D do sinal a ser processado, o microprocessador processa o
algoritmo de controle e fornece o comando de controle para a conversdo D/A. Todo esse
processo deve ser sincronizado e repetido a cada periodo de amostragem.

Para processar uma grandeza analogica através de um microcomputador, é necessario
introduzir um processo de amostragem da grandeza a ser processada e posteriormente uma
conversao desta amostra em uma quantidade digital. Apds o processamento desta quantidade
digital por um determinado algoritmo de controle, a quantidade processada que ainda se encontra
na forma digital deve ser aplicada ao processo analdgico, através de um processo inverso que a
converte em uma grandeza analogica. Tal procedimento de conversdao pode ser representado
como indicado na Figura 7.2.

O procedimento de amostragem € periodico, com periodo denominado T, para que se possa

estabelecer a descricdao do processo pela transformada Z e por equacdo a diferenca. A saida

processada digitalmente sera fornecida ao processo analogico também de forma periddica com o
mesmo periodo T .



eveeae o ¢

Figura 7.2: Amostragem e caracterizacao de sinais em processos discretos.

Na Figura 7.2 sdo indicadas também a representacao do sinal via processos de conversao em
que os pontos indicam a forma discreta do sinal. Assim, o sinal continuo se transforma em
nlimeros que sao processados iterativamente a cada passo do controlador.

Uma vez que o sinal original, continuo no tempo, é definido para qualquer instante de tempo,
este carrega consigo um certo nivel de informacdo a respeito do comportamento instantaneo
deste sinal. A partir do procedimento de amostragem e conversao A/D, pode-se dizer que apenas
poucas porcoes deste sinal estdo disponiveis, ou seja, na forma discreta apenas poucos pontos do
sinal original estdo disponiveis. Para executar uma estratégia de controle adequada, é necessario
que suficiente quantidade de informacdo esteja disponivel nesta forma discreta. Isso determina
que a amostragem do sinal a ser analisado ou controlado deve seguir algumas regras, de forma
que este possa ser devidamente reconhecido e interpretado dentro da malha de controle.

O procedimento de amostragem, descrito, pode ser representado por um processo de
modulacdo entre o sinal continuo e uma portadora periddica como um trem de pulsos de
amplitude 1 e frequéncia w, . Matematicamente, a modulagdo € representada pelo produto entre o

sinal e a portadora denotada p(t). O sinal continuo denotado u(t) é definido em qualquer instante
de tempo. A portadora considera um trem de pulsos unitarios de periodo T, dado por:

p(t) = [u(t — kTy) — u(t — kT, — hT,)] (7.1)

em que u(t) € a fungdo degrau unitario. Admitindo h << T, o sinal p(t) pode ser aproximado por
uma sequéncia de impulsos dada por:

p(t) =) ot — kTo). (7:2)
k=0

No caso ideal entdo, obtém-se o sinal amostrado como sendo dado pela convolucdo do sinal com
o trem de pulsos:

ur(t) = u(t) * p(t) = i o(t — kTy) (7.3)
k=0



Como resultado do processo de modulacao, verifica-se em (7.3) que do sinal original, resta
apenas uma sequéncia de impulsos de amplitude equivalente aquela do sinal original. Também
como resultado da modulacao, sabe-se que o sinal modulado ira apresentar as caracteristicas do
sinal continuo acrescido das mesmas caracteristicas centradas em frequéncias harmonicas em
+w, . Para que ndo ocorra sobreposi¢do das frequéncias originais com as harmonicas, a

frequéncia de modulacdo, aqui no caso, a frequéncia de amostragem, deve ser elevada o
suficiente. O limite da frequéncia de amostragem, para que ndo haja sobreposicao de espectros é
dado pelo teorema da amostragem (Isermann 1989).

Teorema 7.1 Um sinal x(t) com espectro limitado em banda para |w| > wS ou seja X(w) = 0 para
|| = wS pode ser reconstruido a partir dos seus valores amostrados X(kwS ) se a frequéncia de
amostragem w, for tal que w, /2 > wSou w, = 2wS .

O teorema da amostragem estabelece entdo que a frequéncia de amostragem deve ser pelo menos
o dobro da frequéncia (maxima) do espectro do sinal a ser amostrado.

7.2 Funcao de Transferéncia com Discretizacao

Sejam a sequéncia de entrada {u(kT,)} e a sequéncia de saida {y(kT,)}, com k € Z+e T, o
periodo da amostragem. Para simplificar a notacdo usamos a seguir u(kT,) := u(k) e y(kT,) :=

y(k). Tratando-se de sistemas lineares pode-se descrever a saida como uma sequéncia ponderada
da entrada:

o0

y(k) =Y g(kym)u(m) (7.4)

m=0

com

u(m) = { (1):2 ; 2 (7.5)

Supondo causalidade tem-se g(k,m) = 0 para k < m e portanto:

k
y(k) = > g(km)u(m). (7.6)
m=0
Agora, supondo invariancia no tempo tem-se g(k,m) = g(k — m) para k < m e portanto

k
y(k) = Z gk —m)u(m), k=0,1,... (Fel)

m=0



Considere a sequéncia discreta descrita em (7.3). Utilizando a transformada de Laplace
obtém-se:

ur(s) = L(u(t)*p(t))

= Y u(kT,)e T, (7.8)

k=0

uma vez que

L[5t — kT)] = / . ot — BT, e dt = g4, (7.9)

k=0

Diferentemente do caso continuo, a transformada de Laplace dos sinais discretizados resulta
em uma sequéncia representada no somatério em (7.8). Da mesma forma, considerando o
somatério de convolucdo em (7.7), o uso da transformada de Laplace com auxilio de (7.8)
produz a representacdo discretizada da funcdo de transferéncia dada por:

G*(s) = 38 =3 " g(kTy)e T, (7.10)

A funcdo de transferéncia relacionando entrada e saida discretas é entdo dada em termos de
uma sequéncia infinita descrita no somatoério em (7.10) e ndo na formulacdo algébrica de razdo
de polindmios como no caso continuo. A analise de sistemas discretos, portanto, com o uso da
transformada de Laplace ndo oferece simplificacio do tratamento matematico comum aos
sistemas continuos. A solugado para isso € o uso da transformada Z definida a seguir.

7.3 A Transformada Z

A transformada Z é uma aplicacdo matematica que faz corresponder a cada sequéncia de
nimeros, uma funcdo da variavel complexa z. A variavel complexa z é definida como:

z = el*°, (7.11)
Usando (7.11) em (7.8), obtém-se a seguinte representacao do sinal discreto na variavel z:

u(z) = Zlur(t))

o0

— Zu(kTs)z_k

— uz()) + u(Ty)z~ ! + u(2T,)z72-- - . (7.12)



A transformada u(z) é entdo uma série infinita de poténcias da varidvel z denominada
transformada Z do sinal discretizado em (7.8). Da mesma forma, usando (7.11) obtém-se a
transformada Z da fungdo discretizada em (7.10).

Em muitos casos é possivel obter uma funcdo explicita em z que representa esta série,
utilizando propriedades de séries de poténcias, ou progressoes aritméticas ou geométricas. A
funcdo assim obtida é referenciada como funcdo em z. A transformada Z da sequéncia discreta
u(k) denotada por u(z) é entao definida como:

wz) = Zlulk)

- iu(k)z_k (713)

k=0

Exemplo 7.1 Seja a fungdo degrau unitdrio u(t) = 1(t). Na forma discreta tem-se:
up(t) = u(kTy) = 1(kTs).
Aplicando a definigdo de transformada Z dada em (7.13) obtém-se:
w(z)=1+z2"t4+27%44-..
Observa-se que a fungdo u(z) acima representa uma série geométrica do tipo

fM=a+art+ar2+-..

e para esta série, sabe-se que,




a
No caso acima diz-se que a série f (r) converge para a fung¢do dada por 1—. Assim, fazendo

r
a=1er =z, tem-se a transformada Z da da fungdo degrau:

1 2
wE) =TT o1

Ao final do livro encontra-se no Apéndice A.2 uma tabela contendo as func¢des usuais de
sistemas de controle e suas respectivas transformadas de Laplace e transformada Z.

7.4 Correspondéncia entre Plano-s e Plano-z

A partir de (7.11) tem-se o mapeamento do plano-s no plano-z por meio da definicdo da
transformada Z. O mecanismo inverso pode entdo ser descrito por:

1

S=7 In(z). (7.14)

Desmembrando-se (7.11) através da introducgdo da variavel s = 0 + jow chega-se a:

6TS s

Lo (o+jw)

= 7T | cos(wTy) + jsen(wTy)|. (7.15)

A expressdo entre colchetes em (7.15) representa um circulo unitério cujo raio é multiplicado
pelo fator eTs, . Através de (7.15) verifica-se o mapeamento do plano-s no plano-z pela

equivaléncia dos seguintes trechos:

“Plano-s” “Plano-z”

Eixo Imaginario Positivo: Semicircunferéncia superior de raio 1
0,=00 < jo, < ju/T,

Eixo Imaginario negativo: Semicircunferéncia inferior de raio 1
0;=0—j/T,<jw; <0



Faixa do semiplano esquerdo: Interior do circulo unitario
0, <0 —j/T, < jo, < ju/T

Por meio da mesma expressao (7.15) verifica-se cada trecho do semiplano esquerdo largura
21 do plano-s mapeia um novo circulo unitario no plano-z. Observa-se também que qualquer
valor ponto do plano-s no semiplano direito é mapeado na regido externa ao circulo unitario. Esta
correlacdo entre o plano-s e o plano-z é vista na Figura 7.3.

'y
Im
A
Plano-s T \\ Plano-z
T \\
/ Tv X

Re 1 Re
- / \

T, N\

\\ .

Figura 7.3: Mapeamento do plano-s ao plano-z.

7.5 Métodos de Discretizacao

Os principais métodos de discretizacao sdao os métodos de aproximacao por integracao numerica,
equivaléncia de mapeamento de polos e zeros do planos-s para o plano-z e equivaléncia com
segurador (sample hold em inglés), também conhecido como método da resposta invariante ao
degrau (Castrucci et al. 2011).

7.5.1 Discretizacao por aproximacao numeérica

Os procedimentos de discretizacdo por aproximacdo numérica da integral sdo classificados em
trés diferentes métodos, os quais devem produzir o mesmo resultado quando se adota elevadas
taxas de amostragem ou de discretizagdo, ou seja, quando T, — 0. Na Figura 7.4 sdo indicadas

trés formas de se obter a integral da funcao e(t), a qual corresponde a area sob a curva por meios
da aproximagdo por um somatorio de areas elementares de base ou largura T, . As aproximagoes

nas Figuras 7.4-a e 7.4-b representadas por areas elementares sdao designadas por aproximacao
retangular para a frente e para tras, respectivamente. A forma indicada na Figura 7.4-c é
denominada aproximacao trapezoidal, ou Tustin ou bilinear.



o, ot | |

k-1 k k+1 -] ko kt1 k-1 k k+1 !

Figura 7.4: Aproximacdes de integracdo numeérica. (a) Retangular para a frente. (b) Retangular
para tras. (c) Trapezoidal.

Considerando constante o periodo de amostragem T := tk —tk_; pode-se aproximar a integral

pela area sob uma curva continua como um somatorio de retangulos elementares como indicado
na Figura 7.4-a. Para compreender tais procedimentos, considera-se a aproximacao diferencial ou
de integracdo numeérica em termos da variavel “z”.

Aproximacao discreta da integracao pela diferenca anterior

O calculo da integral é aproximado pela area de retangulos com altura dada pelo valor de e(t) no
instante (k — 1)T e largura dada pelo periodo de amostragem.

s /0 sl (7.16)

Aplicando a aproximacao retangular anterior em (7.16) tem-se

k—1
uy (k) = Z T, e(j). (7.17)

A partir de (7.17) pode-se chegar entdo a seguinte equacao recursiva:
ur(k) =ur(k — 1)+ Tee(k — 1). (7.18)

A aproximacdo (7.18) é também referenciada como aproximacdo retangular para a frente.
Usando o operador atraso unitdrio z_;, aplicando a transformada Z em (7.18), obtém-se:

up(z) = 27 up(2) + Toz " le(2). (7.19)

e chega-se a seguinte funcdo de transferéncia:



- . (7.20)

Finalmente, lembrando que a transformada de Laplace da integracdo ¢ dada por ; , para a

obtencdo da aproximacdo da forma discreta pode-se usar, para o caso da férmula retangular
anterior:

g— 1
= ! 7.21
=2z (7.21)

Através de (7.21) tem-se que o mapeamento do plano-s ao plano-z ocorre como uma simples
ponderagdo dos pontos por T, e deslocamento do ponto 1 do plano-z, ou seja, um semiplano

deslocado no plano-z, como ilustrado na Figura 7.5 e expresso pela relagao (7.22):

z=28Ts+ 1. (7.22)

Embora englobe o circulo unitario, este procedimento pode produzir polos/zeros instaveis (fora
do circulo unitario). Novamente aqui, um mapeamento condizente sé sera possivel para elevadas
taxas de amostragem. Esta proposta de discretizacdo restringe, portanto, a possivel area de
mapeamento dos polos/zeros do sistema continuo no plano-z. Polos ou zeros que estariam no
circulo unitario, mas, fora da regido mapeada seriam, portanto, mal representados e a
discretizacdao provocaria uma distor¢ao do caso continuo.

& I
Plano-s " aeerrrbena . Plano-z

Figura 7.5: Mapeamento plano-s ao plano-z usando a féormula retangular.

Aproximacao discreta da integracao pela diferenca posterior



Um procedimento semelhante ao caso anterior pode ser avaliado para aproximacao da integracao
pela soma das areas de retangulos elementares da Figura 7.4-b também conhecida como
aproximacao retangular para tras. O calculo da (7.16) para a Figura 7.4-b é dado pelo somatério:

ur(k) =Y Ts e(j). (7.23)
De (7.23) pode-se chegar entdo a seguinte equagao recursiva:

ur(k) = uy(k — 1) + Tye(k). (7.24)

Usando-se a transformada Z em (7.24) obtém-se a funcdo de transferéncia relativa a operacgao de
integracao como sendo:

ur(z) T,
= — 2
e(2) 1—2-1 (7.25)
B Ty 2
- g—1

Associando-se expressao

em (7.25) com a respectiva transforma de Laplace da operagdo de
integracao , resulta em:

z—1
s = (7.26)
T, z
ou seja, 0 mapeamento do plano-s no plano-z é obtido como sendo:
! (7.27)
= i
1 - TS S

Considerando a projecao do eixo imaginario por meio da expressao (7.27) resulta que cada

trecho de extensao 2 m descreve um circulo de raio 0,5 centrado no ponto 0,5 do plano-z tal como
indicado na Figura 7.6.



Plano-s Plano-z

T
/T,

Figura 7.6: Mapeamento do plano-s ao plano-z usando a aproximacdo da integracdao pela
diferenca posterior.

Aproximacao discreta da integracao pela formula trapezoidal

Usando-se a aproximacao trapezoidal, também denominada método bilinear ou método Tustin, a
formula pode ser obtida a partir do somatorio dos trapézios elementares formados nos instantes
de amostragem k e k — 1 indicados na Figura 7.4-c resultando no somatério das areas obtidas
com o valor médio das amostras multiplicado pelo valor do periodo de amostragem T, . De

forma similar ao feito anteriormente com retangulos tem-se:

kETs—Ts kET's
wr(kly) = i e(T)dr + o e(T)dr

Usando a aproximacdo trapezoidal para a area entre kT, e kT, — T , tem-se:
T
ur(k) = ur (kTy = KT) + [e(KT:) + e(KT; — kT2)) 5

Assim, a integracao de 0 a k-1 é dada pelo somatorio:

u[(k) :Z_: 6(3T8)+6(]TS _TS) T

2

j=0

A forma recursiva para u(k) é dada resulta em:



wr(k) = ur(k — 1) + %(e(k) Fe(k —1)). (7.28)

Para este caso a representacdo em termos da transformada Z produz a relagdo de funcao
transferéncia como sendo:

ur(2) sl gt
= —— 7.29
e(z) 21—2"1 722)
. Tyatrl
- 21
Desse modo, usando a correspondéncia a (7.29) com ; tem-se a equivaléncia
T, z—1
§ = — . 7.30
2 z4+1 ( )

O mapeamento do plano-s no plano-z sob esta aproximacdo pode ser verificado a partir (7.30)
como sendo:

Mapeando-se o eixo imaginario do plano-s com s = 0 + jw em (7.31) e processando-se a notacao
complexa para o modo polar chega-se a:

_VEPPEE
V@ e \72)

sendo 6 = arctan 2w/T, . Desta forma, verifica-se que o eixo imagindrio é mapeado no circulo de

raio 1. O mapeamento do semiplano esquerdo para essa transformacdo é obtido da seguinte
maneira. Se um sistema € estavel tem-se Re(s) < 0 o que implica Re( zz1 ) < 0 com T, > 0.

Substituindo z = 0 + jw tem-se:

o+ jw—1

R
e(a—l—jw—|-1

) <0 (7.33)

o que fornece 02 — 1 + w2 < 0 e portanto, 02 + @2 < 1. Assim, verifica-se que o semiplano
esquerdo do plano-s é mapeado no interior do circulo unitario, como no caso da definicdo da
transformada Z em (7.11) e correspondente a Figura 7.3.



A discretizacdo de Tustin embora produza distor¢des na resposta em frequéncia, mapeia todo
o semiplano esquerdo do plano-s na totalidade do circulo unitario do plano-z exatamente como
feito pela definicdo e representado na Figura 7.3.

Aproximacao discreta da derivada

Esta aproximacao pode ser obtida de maneira similar ao ja visto para a aproximacdo da integral.
Considere a aproximacao pela diferenca posterior e seja

_de
Cdt

Integrando ambos os lados tem-se:

up(t) (7.34)

e(t) :-/(; up(T)dr. (7.35)

Trocando uD(t) por e(t) e ul (t) por e(t) em (7.18) obtém-se:

e(kT,) = e(kTs — Ty) + Toup(KTs). (7.36)
Assim,
wiilkls) = Ti[e(kTS) + e(kT, — TS)]. (T27)

7.5.2 Mapeamento de polos e zeros

Neste método, faz-se o mapeamento do plano-s ao plano-z pela defini¢do da transformada Z. Isso
equivale a mapear os individualmente os polos/zeros do controlador do plano-s para o plano-z,
tal que:

7z =el=* (7.38)

sendo T, adequadamente escolhido de forma a atender o teorema da amostragem. Portanto, se o
controlador for obtido na sua forma continua, por exemplo,

[Tisi(s+ B5)
H?;(Z + )

através do mapeamento polo/zero chega-se a:

GC(S) — Kc (739)



[Tes(c = <)

[T (z — e Toes)

O valor do ganho discreto KD equivalente deve ser obtido da condicdo de regime permanente.
Para a devida correspondéncia deve-se ter

GD(Z) = KD

(7.40)

|Ge(s)

0 = |GD(2)].51 - (7.41)

Ja que segue a definicdo (7.48), mapeia todo o semiplano esquerdo do plano-s no circulo
unitario.

7.5.3 Método da resposta invariante ao degrau

Os métodos anteriores apresentam as técnicas usuais de discretizacao e fornecem resultados
aproximados. Porém, é possivel obter um modelo discreto exato amostrando o sistema continuo .
A técnica mais usual é aquela que emprega a invariancia ao degrau, pois produz uma resposta
mais proxima a forma continua e independe do periodo de amostragem. Neste caso, ambas G(s)
e G(z) apresentam a caracteristica de que as suas respostas ao degrau y(t) e y(k) sdo iguais em t =
KT, . Isto é conseguido quando

1

z-1 {G(z)ﬁ

J _ gt [G(s)le (7.42)

S

em que o lado esquerdo de (7.42) é igual a y(kT,) e o lado direito € igual a y(t) em t = kT . Todos

os outros métodos tém forte dependéncia do periodo de amostragem. Aplicando a transformada
Z em (7.42) obtém-se

Gz)= (1212 [@] —Z [ﬁG(s)] = Z[Gh(5)C(5)] (7.43)

em que Gh(s) é a funcdo de transferéncia de um amostrador (em inglés, sample hold) de ordem
zero. Um segurador amostrador de ordem zero, como o proprio nome sugere, amostra o sinal e o
retém por um periodo de amostragem. A Figura 7.7 ilustra o procedimento de amostragem. Na Fi
gura 7.7, o bloco D/A representa a conversao digital/analégica e pode ser realizada com um
decodificador e um segurador amostrador. Por outro lado, a conversdao analégica/digital
representada pelo bloco A/D pode ser realizada por um segurador amostrador, um quantizador e
um codificador (Hermely 1996).

u(kT,)
=

5 kT

u@ | UNE

Figura 7.7: Diagrama de blocos de sistema a malha aberta amostrado.



A funcdo de transferéncia do segurador amostrador de ordem zero pode ser obtida a partir da
transformada Laplace de um trem de pulso de peso 1 e duragdo T :

p(t) = 1(¢) —1(t — To) (7.44)
em que 1(t) é a fungdo degrau unitario. Assim, obtém-se

ZOH(s) = £(p(t)) (7.45)
- (1_6_5TS)/37

obtendo o diagrama da Figura 7.8, com §(t) designando a funcao impulso de Dirac.

w1 g oomy | ] sistema

S

O@kT)

y(kT)

Figura 7.8: Diagrama de blocos do procedimento de conversao de sinais.

A funcdo de transferéncia de u(kT,) a y(kT,) na Figura 7.7 incluindo os componentes A/D e

D/A pode ser dada por:
1 — g 5%
Glz) = Z(————)G(5)) (7.46)
- a-nzEY)

S

que € a mesma fungdo de transferéncia obtida em (7.43). A saida amostrada em ¢ = kT, é dada
por:

y(kT.) = 6(t — kT )y(t). (7.47)

Neste método, usa-se a relacdo do plano-s com o plano-z pela defini¢do da transformada Z:

z = el (7.48)

sendo T, adequadamente escolhido de forma a atender o teorema da amostragem. J& que o

método segue a definicdo (7.48), tem-se que uma faixa horizontal no semiplano esquerdo do
plano-s sera mapeada no interior de um circulo unitario no plano-z, como mostrado na Figura
7.3.

Exemplo 7.2 Considere um controlador tipo avango de fase, projetado no dominio de tempo
continuo para um determinado processo. O controlador nesta forma, apresenta a fungdo



transferéncia :

G(s) = %—

10(s + 0,5)
s+ 0,1

As respectivas formas discretas do mesmo controlador segundo os procedimentos de
discretizagdo enunciados e usando um periodo de amostragem de 1 [s] sdo indicados a seguir:

1. Aproximagdo pela diferenga anterior dada por (7.21):
u(k) = 0,9091 u(k — 1) + 13,6364¢(k) — 9,091e(k — 1).

2. Aproximagdo pela diferenga posterior conforme (7.26):

u(k) =0,9 u(k — 1) +10,0e(k) — 5,0e(k — 1).
3. Aproximagéo pelo método trapezoidal conforme (7.30):
w(k) = 0,904762 u(k — 1) + 11,904762¢(k) — 7,142857¢(k — 1).
4. Discretizagdo por mapeamento (s — z) conforme (7.38):
(k) = 0,904963u(k — 1) + 12,093¢(k) — 7,334e(k — 1).
5. Discretizagdo por invaridncia ao degrau conforme (7.42):

u(k) = 0,9048u(k — 1) + 10,0e(k) — 5,2420e(k — 1).

Exercicio 7.1 Em relagdo ao Exemplo 7.2 visto anteriormente pede-se:



Se o erro e(k) se comporta como uma excitagdo degrau, obtenha e plote a resposta degrau

do controlador continuo e discreto em cada uma das formulagbes indicadas no Exemplo

7.2.

2. Repita o Exemplo 7.2 assumindo que o periodo de amostragem seja agora de 4 [s] e

obtenha a resposta ao degrau comparando com o item anterior.

Como no caso da representacdo entrada-saida de sistemas pode-se obter o sistema espaco de
estado discretizado a partir de um sistema continuo via um segurador-amostrador. Considerando

um conversor D/A segurador amostrador de ordem zero, tem-se
u(t) =ul(kT,);, k¥l <t< kT, + T
Seja
t € [kT, kT, + Ts).

Pode-se entdo, escrever a solucdao das equagoes discretas como:

kTa+Ts
e (kT + T,) = e T x(kT,) -l—/ eARTAT=T) By (1) dr.
KT,
Definindo:
n=kly+1T;—T1
tem-se:
dn = —dr.
Para

T — kT,

tem-se:

(7.49)

(7.50)

(7.51)



n =1

e para

T — kT, + T,

tem-se:

n = 0.

Assim, pode-se escrever a representacao espaco de estado discreta do sistema continuo

T
o(kT, +T,) = e Tex(kTy) + f eVdn | Bu(kTy)
0
= Fux(kTy) + Gu(kT}) (7.52)
com matrizes F e G definidas adequadamente por:
F=08T,)=e4T (7.53a)
Ts
H= f &(7)B dr. (7.53b)
0

Exemplo 7.3 Seja um sistema representado pela equagdo diferencial abaixo, para o qual deseja-
se obter uma representagdo no espago de estados discretos com T, = 1[s]:



§(t) 4+ 39(t) + 2y(t) = u(t).

A correspondente representagdo por varidveis de estado continuas serd:
Fa(t) = —3xo(t) — 221 (t) + ul(t)

com

z1(t) = y(t)
Ta(t) = z(t) = 1 (1) (7.54)

Na forma matricial obtém-se entdo:

w50 =12 ][50 ]+ [1]w

y(t) = 1 0][23}[8]1&@)
sendo portanto:
A:[_g _;] B:[‘” c=[10] d=o.

Resolvendo a equacgdo de estados pelo método da transformada inversa de Laplace, tem-se:

[oI-41={5 o |

[SI_A}—lz 1 [(3+3) 1}

59 4+ 35+ 2 -2 s

e finalmente, a matriz de transi¢do ®(t) serd:



O(t) = E—i{ [ s[— A ] } = I: (_(56__:—_‘_62_2?275) (_(66__2162;2_752)1:) ]

e no caso discreto, com (7.53a) tem-se:

— [ (e=Ts — ¢=2T%) (e=Te — ¢=2Ts) ]

(—2e7Ts 4 2e72T5)  (—eTs 4 2e72T%)
e, conforme (7.53b) tem-se:
T, T, - T
0 1/2 —e "= +1/2e ">
H= [ ®(qBdg= | F(q) dg=| T, _ —gTs ).
0 0 1 (e € )
A representagdo deste processo por varidveis de estado discretas serd entdo:

r(k+1)=F z(k)+ H u(k)

y(k) =C z(k)+ D u(u)

e com T, =1 [s] tem-se finalmente:

Fo [ 0,6004  0,2325 ]

0.1998
—0,4651  —0,0972 i = [ ] g=[1 9] d=0b

0,23251

Exercicio 7.2 Obter as matrizes F e H do Exemplo 7.3, pelo método de expansdo em série, com
truncamento no 3 o elemento da série. Comparar os resultados numéricos com os do Exemplo
7.3.

7.6 Aulas de Laboratorio

Como proposta de atividade de laboratério é sugerida a verificacdo do teorema de amostragem
por meio de um experimento simples. Como forma de verificar o teorema de amostragem sao
propostas as atividades a seguir que envolvem a investigacdao de sinais senoidais, de onda
quadrada e triangular. A onda senoidal é de especial interesse, pois possui somente sua
frequéncia fundamental e assim, a eficdcia ou ndo do Teorema de Amostragem pode ser bem
interpretada. Os sinais de onda quadrada e triangular possuem por sua vez um espectro de
frequéncias harménicas, as quais pelo teorema indicado, devem ser devidamente consideradas.



Na realizacdao desta pratica é utilizado um gerador de sinais (senoidal, de onda quadrada e
triangular) com frequéncia de pelo menos 1 Hz. O uso de baixas frequéncias se deve ao fato de
que sinais de baixa frequéncia podem ser facilmente visualizados e interpretados (1 Hz
corresponde a um periodo de 1 seg.) com auxilio de um osciloscopio.

Para a realizacdo do experimento € sugerido que se desenvolva um VI na ambiente do
LabVIEW para executar leitura periddica do sinal senoidal do gerador em um dos canais de
entrada analogica disponivel no modulo de aquisig¢do. O sinal real pode ser monitorado em um
osciloscopio que indicara a senoide do gerador.

O VI de aquisicdao devera processar a leitura da senoide por pelo menos 10s o que
corresponde a 10 ciclos do sinal senoidal de 1 Hz. O loop de aquisicao devera processar somente
a leitura e indicar o resultado no painel do VI apo6s finalizada a aquisicdo. Se a aquisicdo for
bem-sucedida deve se gravar os dados em um arquivo para pés-processamento no Matlab.

T
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Figura 7.9: Painel Labview criado para analise da frequéncia de amostragem.

Com um VI contendo um painel de visualizacdo conforme indicado na Figura 7.9, realizar as
seguintes formas de amostragens:

1. Utilizando um gerador de funcGes selecionar a funcdo de senoide com frequéncia 1Hz e
amplitude inferior a 10 V.



2. Executar o VI de amostragem usando frequéncias de 1 Hz, ou seja, igual aquela do sinal de
entrada, com 2Hz ou seja o dobro que corresponde ao Teorema de Amostragem e ainda
com frequéncias de 4Hz, 8Hz e 10Hz. Em cada caso, gravar os dados das telas graficas em
um arquivo de documentagao do experimentos.

3. Comutar a funcdo do gerador de sinais para onda quadrada e repetir o item 2.

4. Comutar a func¢do de gerador de sinais para onda triangular e repetir o item 2.

7.6.1 Questoes a serem respondidas

1. Utilizando os dados de amostragem no caso senoidal, comentar o resultado da amostragem
aplicando o teorema de amostragem.

2. Com base nos dados obtidos determinar a frequéncia de amostragem a partir da qual a
senoide é reconhecida.

3. Comentar os resultados de amostragem de sinal de onda quadrada e triangular nas
frequéncias de amostragem utilizadas.

4. Suponha uma onda quadrada composta por um espectro harmonico de frequéncias impares
obtidas a partir da fundamental. Suponha também que sdo necessarias 10 harmonicas para
uma razodavel descricdo da onda quadrada. Obter a frequéncia de amostragem adequada
neste caso.
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Capitulo 8

Controladores de Ordem Fixa

A grande maioria dos sistemas de controle industriais operam com controladores de ordem fixa
do tipo PI e PID (Astrom & Hagglund 2006, Bhattacharyya et al. 2009). O projeto de
controladores envolve definir as especificacdes desejadas para a aplicacdo e a classe de
controladores a ser considerada. As especificagdes em geral sdo dadas no dominio do tempo e/ou
frequéncia. No primeiro caso, as especificacoes desejadas podem ser definidas em termos do
maximo sobressinal ou coeficiente de amortecimento, do tempo de acomodacdo para uma
entrada degrau e do erro de regime, as quais podem ser descritas em termos de polos e zeros do
sistema a malha fechada. Pode-se, portanto, utilizar o método do lugar das raizes para determinar
a funcdo de transferéncia do controlador para obter a configuracdo de polos e zeros desejada. No
segundo caso, as especificagcdes podem ser em termos de largura de banda, frequéncia de
ressonancia e margens de estabilidade. O projeto pode ser desenvolvido em termos da resposta
em frequéncia sistema, utilizando-se o diagrama de Bode, diagrama polar ou o diagrama de
Nichols. Assim, compensar é alterar a resposta em frequéncia ou o lugar das raizes do sistema.

Neste capitulo, inicialmente uma revisdo dos métodos de ajuste de controladores PI, PID,
avanco e atraso de fase é feita a qual é seguida por projetos de controle para alguns exemplos de
aplicacdo considerados neste livro.

8.1 Controladores PID

O controlador largamente utilizado em processos industriais € o controlador PID. No caso
continuo, uma acao de controle PID ideal é representada como:

1 B de(t
u(t) = Kp [e(t)—l——/ e(r)dr + Ty e(t) (8.1)
T; Jo dt
e(s
Cpip = UES))
KPTd.S‘2 + Kps+ %
N s
_ qoSQ—l-(hS—I-Q’z (8.2)

S
com T; o tempo de integracdo em segundos e Td o tempo derivativo também dado em segundos e

K
qO:KPTd,qlzKPeqzz?p

1



Para descrever o ganho proporcional, controladores industriais em geral definem a chamada
banda proporcional (BP). A BP corresponde a faixa linear do sinal de controle u(t) para uma
excursdo de 0 a 100% da saida do atuador ou amplificador de poténcia. A banda BP é definida
por:

100

BP = —
Kp

(8.3)

e o sinal de controle dado por:

Uias: 88 Kpell) > tppse
u(t) = ¢ Kp se upin < Kp < tmax (8.4)
Umnin S€ KP6 < Upin

em que KP = 100/BP e u, —umin = KP BP . Observa-se que quanto maior KP menor ¢ a BP e

maior sera o esforco de controle e o sistema responde mais rapido.

O termo derivativo Td corresponde a uma acdo antecipatoria, a qual pode ser entendida
observando a Figura 8.1 que ilustra a antecipacdo para uma situacdo especifica dada por e(t) =
t1(t) e t = 1. Assim, o controlador PD entrega o mesmo valor de u(t) que uma acdao proporcional
entregaria mas Td segundos antes.

A

u(t)

Kp+KpTd

Figura 8.1: Acdo antecipatoria.



Ja o termo integrativo definido pelo tempo de integragdo T; pode ser interpretado como uma

acdo que incrementa (ou decrementa) a saida do controlador proporcionalmente ao valor do erro
e ao seu tempo de existéncia, o que leva a ideia de velocidade de eliminacdo do erro. Ou seja, a
medida que o erro diminui a velocidade também diminui. Como a acdo integral adiciona (ou
subtrai) um valor fixo a saida do controlador, apds a eliminacdo do erro, a acao proporcional é
zerada eliminando-se o desvio existente. Devido a este efeito, a acdo integral também é chamada
de acdo de reset.

Para entender o tempo de integragdo T; , considere uma situagdo especifica com e(t) = 1(1),

com 1(t) o degrau unitario, e t = T; :

u(t =T;) = Kpl(t) + %/0 1(r)dr (8.5)
fornecendo:
u(t=1;) = Kpl(t)+ Kpl(?)
= 2Kpl(t) (8.6)

Assim, a cada T, segundos a saida do controlador é incrementada pelo valor de KP . Na industria

usa-se a chamada banda integral para definir a acdo integral. A banda integral (BI) é definida em
porcentagem e indica o quanto u(t) serd incrementado, ou seja, define o niimero de vezes por
minuto que um valor idéntico ao valor dado pela acdao proporcional no instante t sera adicionado
ou subtraido de u(t). Por exemplo, uma banda BI=0,1 repeti¢cdes/minuto indica que a cada
minuto a saida u(t) sera incrementada de 10% do erro no instante t.

A aplicacdo de um filtro passa-baixa no termo de acdo derivativa é necessdaria para atenuar o
ganho de malha em altas frequéncias que pode levar o sistema a instabilidade, devido ao ganho
crescente que a acdo derivativa introduz nesta regido de frequéncia. Esse filtro corresponde a um
polo e permite que a fungado de transferéncia do controlador PID seja realizavel.

As principais alteracbes a serem consideradas para a implementacao incluem, além da
filtragem do termo derivativo em altas frequéncias, a remocao do termo integrativo quando
houver saturacao do sinal de controle, e a ponderacdo do sinal de referéncia (Hang, Astrom & Ho
1991, Astrom & Hagglund 2006, Bhattacharyya et al. 2009)

K K
Cpip = Kp+ —I—|— —D; (87)
8 1—|—st

em que N é a constante do filtro passa-baixa. Assim, o sinal de controle torna-se:

dys ()
dt

u(t) = Kp [Byr(t) + ifo e(T)dr + Ty (8.8)

i2

emque0<f<le



S g 8.9
o 1—|—%3 (8.9)

8.1.1 Ajuste do PID a partir de respostas do processo

O método de ajuste dos parametros do PID a partir da resposta do processo € atribuido a Ziegler-
Nichols (Ziegler & Nichols 1942)e também a Cohen-Coon (Cohen & Coon 1953). Neste
procedimento, sdao propostos valores iniciais para um ajuste dos parametros do PID, através de
dois ensaios basicos com o processo a ser controlado.

Método de Ziegler-Nichols da resposta ao degrau

Se o processo nao possui integrador e nem polos complexos, a resposta ao degrau pode ter a
forma de uma curva em S, como mostrado na Figura 8.2. Assim, realiza-se um ensaio com o
processo, aplicando-se uma entrada degrau e registrando-se o comportamento transitorio da
saida, do qual sdao obtidos os dois parametros ditos notaveis, L que é o atraso de tempo e a
constante de tempo 7. O atraso e a constante de tempo sdo determinados a partir da intersecao da
reta tangente com o eixo do tempo e a reta y = K, como mostrado na Figura 8.2. A funcdo de
transferéncia do processo pode entdo ser aproximada por um sistema de primeira ordem com
atraso como segue:

e

O método de Ziegler-Nichols sugere os valores dos parametros do controlador PID de
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Figura 8.2: Resposta de ensaio degrau.

acordo com a Tabela 8.1. Observe que o controlador PID ajustado com a férmula dada por
Ziegler-Nichols fornece um polo na origem e um duplo zero em s = —1/L:

C(s) = 1.2% 14 %+0.5Ls (8.11)
S
s+ 142
P i 7 (8.12)
S

Método Ziegler-Nichols a partir da resposta oscilatoria

Neste procedimento, ensaia-se o processo em malha fechada com um controlador proporcional
de ganho denotado KP . O ganho KP é gradualmente elevado até que a saida apresente uma
oscilacdo com amplitude constante. Os valores correspondentes do ganho, denotado Kc e do
periodo da oscilacdo denotada Tc como indicados na Figura 8.3 sdao usados para obter os
parametros do controlador PID. Ziegler-Nichols sugeriu os valores dos parametros de acordo
com a férmula apresentada na Tabela ??. Assim, o controlador ajustado conforme o método da
resposta em frequéncia fornece um polo na origem e um polo duplo em s = —4/Tc:



C(s) = 06K, (1 IS 0.125Tcs)

0.57.s
o 22
= 0.075KCTCM (8.13)
S
. .. 21
No dominio da frequéncia para w = cwc = T tem-se:
C(jwe.) = 0.6K.(1+ 70,4671). (8.14)

Dessa forma, o controlador PID obtido com o método Ziegler-Nichols apresenta uma avanco de
fase de 25 graus na frequéncia cwc.
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Figura 8.3: Resposta da planta no ensaio de oscilagdo constante.

O procedimento descrito para obter Kc e Tc requer aumentar Kc até os polos do sistema a
malha fechada atingir o eixo imaginario. Para evitar isso, Astrom & Hagglund (2006) sugerem o
uso de um relé conforme ilustrado na Figura 8.4. A ideia é gerar uma malha de controle com
oscilacoes limitadas e utilizar estas oscilagdoes para identificar um ponto sobre a curva de
Nyquist, e com este ponto sintonizar um controlador PI. O relé é uma funcdo ndo linear e pode
ser descrito por uma funcdo descritiva. A funcdo descritiva pode ser entendida como a resposta
em frequéncia do elemento relé em relacdo ao primeiro harmonico. Neste caso, a entrada do
elemento relé vai ser do tipo asen(wt) e a funcao descritiva para o relé da Figura 8.4 é da forma:



N(a) = 22 (8.15)

em que a é a amplitude da senoide de entrada no elemento relé e d a amplitude do relé. Obtendo
uma oscilacdo mantida como saida da planta tem-se que:

G(jw)N(a) = —1. (8.16)

Nessa condi¢do obtém-se:

Gl =
1
- = (8.17)
J@(w) = —m (8.18)

Assim, a amplitude e fase da saida fornece Kc e wcsem precisar levar o sistema a malha fechada
para operar proximo a instabilidade.

N

v

Figura 8.4: Esquema de ensaio para o procedimento do Ziegler-Nichols via método do relé.
Método Ziegler-Nichols com decaimento 1/4

Alguns processos podem ser dificeis de atingir uma oscilacdo sustentada, ou podem produzir
danos fisicos a planta caso entre em oscilacdo. Desta forma pode-se realizar o tipo de ensaio do
aumento do ganho do processo a malha fechada, porém o ganho K é elevado gradativamente até
que se atinja uma situacdo na qual as oscilacOes sdo tais que 0s picos consecutivos apresentem

~ 1 . .. . ~
uma razdo de y de amplitude entre estes. Este caso é ilustrado na Figura 8.5. Anota-se entdo o

valor de ganho K% que produziu este resultado e o periodo Ti entre duas oscilacoes.
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Figura 8.5: Resposta da planta no ensaio de oscilacdo com decaimento.

O ajuste de ganhos do método basico de Ziegler-Nichols para a versdao basica de PID

segundo a equacdo continua (8.1) é mostrado na Tabela 8.1. A partir da representacdo do
controlador PID continuo, pode-se obter a versao discreta com um dos métodos de discretizacao

apresentados na Secao 7.5.
Tabela 8.1: Parametros do controlador PID (8.1) pelo método de Ziegler-Nichlols
Kp Ti Td
P t 00 0
L
Meétodo com resposta ao degrau PI 0.9% L 0
’ 3
PID 1.2 T 2L 0,5L
L
P 0,5K % 0
Meétodo com oscilagdo constante PI 0,45K, LT 0
1,2 ¢
PID 06K, 0,5T.  0,125T,
P ol 0 0
4
Pl 0,9K= e 0
4 4
PID

Método com decaimento 1/4



1,2Kl T1 0,25Tl
4 4

Na literatura existem ainda métodos de ajuste que fornecem respostas mais amortecidas ou
outras variantes da configuracdo de PID. Em geral, esses métodos sdo direcionados para
processos especificos, como quimicos, biolégicos, hidraulicos etc. Na maioria dos casos ocorrem
pequenas modificacdes nos coeficientes atribuidos a cada parametro notavel dos ensaios Ziegler-
Nichols. Na Tabela 8.2 sdo indicados os coeficientes de PID bésico (8.1) seguindo algumas
alteracGes sugeridas por alguns autores obtendo-se modificacdes na resposta controlada. As
modificagdes principais se referem a existéncia ou ndo de sobressinal na resposta do sistema
controlado.

Tabela 8.2: Parametros modificados do controlador PID (8.1) pelo método Ziegler - Nichlols via
oscilacdao de amplitude constante.

Kp Ti Td
Bésico 0.6Kc 0.5T¢ 0.125T¢
Integragdo Pessen 0.7Kc 0.4Tc 0.15T¢
Pequeno sobressinal 0.33Kc 0.5Tc 0.333Tc
Sem sobressinal 0.2Kc 0.5T¢ 0.333Tc

Método de Cohen-Coon via ensaio ao degrau

Este método é usado com o mesmo ensaio de entrada degrau do método de Ziegler Nichols,
porém, a resposta é normalizada fornecendo outros parametros de ajustes. A Tabela 8.3 apresenta
o0 ajuste dos parametros de PID basico para o caso continuo (8.1) segundo o método de Cohen e
Coon.

Tabela 8.3: Parametros modificados do controlador PID continuo segundo o método de Cohen
Coon via resposta ao degrau.
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O efeito individual dos termos do controlador PID KP , KI , e KD ja foram discutidos

anteriormente e sao resumidos na Tabela 8.4.

Tabela 8.4: Efeito individual dos termos do PID na resposta

Tempo de Sobressinal Tempo de Erro Estabilidade
subida resposta

Aumento diminui aumenta aumenta diminui piora

K, pouco

Aumento diminui aumenta aumenta diminui piora

K; pouco muito

Aumento diminui diminui diminui pouco melhora

Ky pouco muda

Ajuste manual

Ajuste iterativo de KP, KI = KP /T; e KD = KP Td para eliminar o erro e atingir a saida transitoria

e 0 sobressinal desejado ajustado com a sensibilidade do projetista usando o seguinte

procedimento.

1. Ajuste KD=0eKi=0

2. Selecionar Kp para fornecer a resposta transitoria desejada



3. AumentarKPp e ajustar Kb para reduzir sobressinal
4. Ajustar Kipara eliminar erro de regime

5. Repetir passo 3 até Kp atingir o maximo valor possivel.

8.1.2 Integrador windup

Um problema comum de acontecer na operacao de um sistema de controle é a saturacao do sinal
de controle devido a limitagOes do atuador. Se o controlador possui um termo integrador, por
exemplo, se o controlador for um PI ou PID, em caso de saturacao do sinal de controle, o erro vai
continuar a ser integrado e o termo integral cresce muito (Figura 8.6).

A saturagdo pode retardar o alcance do valor desejado da referéncia, mantendo o sinal do
erro ainda positivo, e aumentando a acdo de controle, devido ao efeito da integracdo do
controlador PID. Tal crescimento s6 para quando o sinal de controle mudar de sinal, o que ocorre
quando a saida atingir o valor desejado por meio da inversdao de sinal do erro, que podera
demorar a ter efeito sobre o sinal de controle, devido ao valor alto alcancado pelo termo integral.
Como consequéncia, o transitério da saida regulada pode se tornar muito longo. Esse efeito é
referido como windup. O fendmeno windup pode ser causado por valores elevados da referéncia
e ocorréncia de distdrbios elevados ou variacdo de carga.

Uma técnica bastante usada para evitar o windup é desligar a acao integral quando o erro
estiver longe do seu valor de regime ou o atuador saturar. Na Figura 8.7, um sinal de
realimentacado é adicionado a Figura 8.6 para reduzir a entrada do integrador quando u < uc.

Para o caso do controlador ser implementado na forma digital, uma logica simples pode ser
usada conforme sugerida em Isermann (1989):

u

Saturacao

Figura 8.6: Saturacdo do sinal de controle.
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Figura 8.7: Remocdo do efeito windup. O ganho do sinal de realimentacdo 1/T, determina qudo
rapido a acdo integral é zerada quando uC—u # 0

* Desligamento do termo integral denotado ur : neste caso faz-se: ui (k) = 0 se u(k) > umax ou
u(k) < umin,

» Integracdo condicional: aqui faz-se, ur (k) = 0 se |e(k)| > emax.

em que u; (k) é a contribui¢do da termo integral na saida do controlador PID discreto. No

segundo caso o valor de emax pode ser determinado por experimentos ou simulacdo a partir da
funcao de transferéncia do processo.

Exercicio 8.1 Simular o sistema do Exemplo 8.1 com os diagramas mostrados nas Figuras 8.6 e
8.7 para ilustrar o efeito do fendmeno windup.

8.1.3 Uso do lugar das raizes

O método do lugar das raizes pode ser utilizado para obter os parametros do controlador PID em
uma forma interativa.

O controlador PID é muito util para zerar o erro de regime permanente e melhorar a resposta
transitdria. A selecdo dos trés coeficientes do PID é basicamente um problema de busca em um
espaco tridimensional. Pontos no espaco de busca correspondem a diferentes escolhas dos termos
do PID. O problema é como relacionar estes termos com as especificacdes das caracteristicas de
robustez desejadas. O procedimento via o método do lugar das raizes pode ser dividido em trés
passos.

1. Selecionar a frequéncia natural wn através da especificacdo do tempo de acomodagéo t, do
modo dominante desejado, este descrito como sd = —&cn + jeon V 1 — £2);

2. Selecionar o sobressinal aceitavel,



3. Usar a interface grafica de projeto ritool para encontrar o polo e zero do compensador para
atender a especificacdo de sobressinal e tempo de acomodacdo desejados para uma entrada
degrau, numa forma de tentativa e erro para considerar a faixa de entrada do amplificador
de poténcia e efeito dos zeros do PID. O Simulink possui uma fun¢do PID que pode ser
utilizada para simular o sistema compensado. Tal fun¢do pode ser encontrada em Simulink

Extras/Additional Linear.

Exemplo 8.1 Considere um sistema com a seguinte fun¢do de transferéncia:

K
(s 4+ 1)3

Fechando a malha com realimentag¢do unitdria e aumentando o K até obter uma oscilagdo
constante obtém-se Kc = 8, fc= 0,276 Hz, fornecendo Tc = 3,623 [s]. Usando a Tabela 8.1 obtém-
se KP=4,8, KD= 2,18 e K; = 2,65 fornecendo t, = 9,37 [s], tr = 0,876 [s] e sobressinal Mp = 41%.

As Figuras 8.8- 8.10 ilustram o efeito de aumentar ou diminuir os pardmetros do PID.

G =

K=l
1,5
5 3
2 1 Z
E E
< 43 <
0 n
0 5 10 15
KP:S
2
3 S
= 2
=1 =
b= =
< <
0 =5
0 5 10 15 0 5 10 15
t(s)

t(s)
Figura 8.8: Efeito do KP.
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Figura 8.11: Sistema de controle com realimentacao unitaria.

8.2 Projeto Controlador PI Baseado em Margens de Ganho e Fase

O projeto de controladores no dominio da frequéncia em geral utiliza especificacdes de margens
de fase e ganho. Dada a simplicidade do projeto PI, a caracterizacdo dos controladores em termos
dos lugares geométricos do ganho e fase pode auxiliar na escolha dos parametros do PI (Alzate,
Oliveira & Bhattacharyya 2015). O polindmio caracteristico do sistema realimentado mostrado
na Figura 8.11 é:

d (s, Kp,Ky) =sD(s)+ (Kps+ K;) N(s) (8.19)
N
G(s) = Dg. (8.20)

Supode-se que G(jw) é conhecida. As frequéncias de cruzamento de ganho e fase do sistema com
controlador C(s), denotadas wg e wb , sao definidas como:

[P (jwg)||C(Jwg)| =1 (8.21)

LP(jwg) + £LC(jwy) = . (8.22)

Assim, pode-se definir analiticamente as margens como segue:

1
An = {Plws)CGws) (8.23)

Om = ZP(jwg)+ £C(jwy) — . (8.24)

A partir das equagOes acima, tem-se



|C(jwo)| = Mo := Ay |G (jws)] (8.25)

AOJw,) = iy 1= By + w—2E( i) (8.26)

que atendem as margens especificadas Am e m. No dominio da frequéncia tem-se:

K jwk
Cljw) = “Lji” 2 (8.27)
Assim,
, K? + w?K?
COw)* = —L——F
w
K2
= K1%+w—; (8.28)
e
—K
/C(jw) = tan™! (wK;) ; (8.29)

M = |C(w)]
6 = LC(jw)

tem-se que (8.28) e (8.29) podem ser rescritas na forma:

K3 K
M?2  M2w?

—Ww tal'l(é)Kp = K[. (831)

1 (8.30)



A equagdo (8.31) representa uma elipse de raio M no eixo KP e M no eixo K; e uma linha reta no
plano (K, , KP ), como ilustrado na Figura 8.12. A intercec¢do do M locus constante com 0 @

locus constante fornece os parametros do controlador para atender as margens dadas por (8.23) e
(8.24). Em particular, se w = wg a interce¢do da elipse com a reta corresponde ao par (KP, K; ) o

qual satisfaz:

~ Constante ¢ I
o Jocus

Constante M locus

Figura 8.12: Constantes loci M e ¢ para controladores PI.

K} K7

1 8.32
YRR Ve 32
_w tan($)Kp = Ki, (8.33)

com Om wg parametros de projeto relacionado a Mg e ¢g por



=
||

|C(Jwg )|
1
|P(ng)|j
¢y = ZLC(jwy)
= Om+ 7 — LP(jwy).

Adicionalmente, é possivel calcular a margem de ganho correspondente Am para o par (kp, k; ),
resolvendo (8.22) para w6 e substituindo em (8.23). Dessa forma, dado que KP, K; esta na regido
estabilizante, I' (Mg ,@g ) atende as margens 6m and Am.

Exemplo 8.2 Considere um sistema de 2a ordem dado por:

1
(s+1)(s+2)

em cascata com o controlador PI, fornecendo:

Pe) =

Kps+ K7
s(s2+3s+2)’

L(s) = C(s)P(s) =

O polinémio caracteristico do sistema realimentado é entdo:

5(s, Kp,K;)=s>+3s*+(Kp+2)s+ K.

Assim, aplicando o critério de estabilidade de Routh-Hurwitz, obtém-se as seguintes
desigualdades:



K1>0; KP>%~I——2.

O conjunto establizante S no plano (KP , K; ) foi mostrada na Figura 4.1. Também, a
margem de ganho Am é finita quando:

K7 > K p.

Assim, tem-se a sequinte regido de estabilidade:
Ky
Sf — {(KP,K[) Ky > O;Kp = ? —2K7 > 3Kp}

Valores infinitos para a margem de fase Om ndo sdo considerados no plano de projeto. A Figura
4.1 illustra o subconjunto estabilizante Sf .

Considere agora a superficie de projeto mostrada na Figura 8.13, a qual contém as margens
de estabilidade e frequéncias de cruzamento de fase para o sistema (8.34) com controlador PI.
As Figuras 8.14 e 8.15 apresentam o plano de projeto para a margem de fase 6m e margem de
ganho Am, respectivamente. Os grdficos sdo obtidos para valores constantes de K; escolhidos a

partir da Figura 4.1 apresentada anteriormente. A Figura 8.17 mostra as respostas ao degrau
para 4 pares de ganhos escolhidos na regido de estabilidade.
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Figura 8.13: Superficie de projeto para o Exemplo 8.2 para K; constantes dispostos em uma grade

a partir da Figura 4.1.

8.3 Controladores Avanco e Atraso

Os controladores avanco e atraso sdo controladores de ordem fixa com um polo e um zero. A
denominacdo avango e atraso estdo relacionadas as suas respostas em frequéncia. As fungdes de
transferéncia do controladores avanco é da forma:

k(s +2)
Cs) = Frw (8.34)

emquek >0,z>0,p>0ez<pcomko ganho, -z a localizacdao do zero e —p a do polo. O
controlador atraso tem também um polo e um zero, mas p < z e sdo localizados em baixa
frequéncia, ou sejap < 1 e z < 1 de forma que o polo da malha fechada préximo da origem possa
ser cancelado pelo zero do controlador atraso (zeros da malha fechada coincidem com os zeros
da malha aberta). A Figura 8.18 mostra os diagramas de polos e zeros para cada caso.
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Figura 8.14: Regido de projeto para o Exemplo 8.2, relacionando a margem de fase Om com a
correspondente frequéncia de cruzamento de ganho wg .
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Figura 8.15: Regido de projeto para o Exemplo 8.2, relacionando Am as respectivas frequéncias
de cruzamento de fase w6 .

O controlador avancgo adiciona fase na vizinhanga da frequéncia de cruzamento de ganho wg
e aumenta a estabilidade. Rescrevendo (8.34):



Ts+1

C(s) = T <! (8.35)
%> \
2
1,5 1
| ]
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Figura 8.16: Pontos na regido de estabilidade S do Exemplo 8.2, mostrados como uma
interceccao de locus contantes M e ¢ .
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Figura 8.17: Resposta ao degrau para 4 diferentes pares de KP,K; para o sistema do Exemplo 8.2.
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Analisando a resposta em frequéncia de (8.40) obtém-se

£C = tan 1 (Tw) — tan 1 (oTw) (8.36)
1 l—« (8.37)
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Figura 8.18: Diagrama de polos e zeros. Controlador avanco (esquerda) e atraso (direita).

com



1— Senquax
o =
1 + Sengbmax

(8.38)

em que w_,. corresponde ao valor de w que fornece o maximo avango de fase dado por ¢_...

O controlador avanco desempenha o mesmo papel do controlador PD, ou seja, adicionar fase
ao sistema proxima a frequéncia de cruzamento de ganho para melhorar o desempenho
transitorio do sistema realimentado.

O controlador atraso desempenha o mesmo papel do controlador PI, ou seja, aumentar o
ganho de baixa frequéncia e para entradas de referéncias constantes reduzir o erro de regime e o
efeito de perturbacdes. Rescrevendo (8.34) na forma de ganho e constantes de tempo, tem-se:

Ts+1

1 1 . g .
em que z = — 7 p = ——e ausado para fornecer o erro de regime especificado. Para um sistema
o

do tipo 1 (um polo na origem) tem-se:

1
i t) =
i elt) lim, 0 sKC(3)G(s)
d
— T A
s—0 sKang(s)
KI
- 8.40
7 (8.40)
KN(s) . dg(s) . .
com G(s) =——=e K =lims-0 7 ). Na Figura 8.19, encontram-se os diagramas de Bode do
sn (s

controlador avango de fase e de um controlador PD. Esse ultimo, ndo pode ser implementado
sem a adicdo de um polo pelo fato de apresentar ganhos elevados na regido de altas frequéncias,
0 que ampliaria o ruido na saida do controlador. Pelo mesmo motivo, o controlador PID ideal
ndo pode ser implementado. Assim, o controlador avanco de fase é uma alternativa ao PD.

Na Figura 8.20, sdao mostrados os diagrama de Bode do controlador atraso e do controlador
PI. O controlador atraso, tem um polo préximo a origem e consequentemente um ganho alto em
baixa frequéncia e é uma alternativa ao PI.
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O projeto do controlador avanco pode utilizar a regidao desejada para os polos dominantes e
escolher a localizacdo do zero —z na vizinhanca da frequéncia wn desejada e a localizacdo do polo



—p a uma distancia de 5 a 20 vezes do valor da posicdo do zero —z. Por outro lado, o projeto do
controlador atraso envolve a escolha de valores de z < 1 e p < 1 pequenos para nao afetar o LR
proximo aos polos dominantes escolhidos. O zero do controlador vai entdao cancelar o polo de
malha fechada préximo a origem.

8.3.1 Procedimentos de projeto

Os parametros de projeto sao dados em termos de:

1.

Frequéncia de cruzamento de ganho wg, a qual determina a largura de banda, o tempo de
subida tr e o tempo de acomodagao ts.

Margem de fase, a qual determina o coeficiente de amortecimento £ e sobressinal.

Ganho de baixa frequéncia, o qual determina o erro de regime especificado. Note que se o
ganho de baixa frequéncia for mantido constante wg cresce com a adi¢cdo do controlador
avango.

Controlador avanco

1.
2.

3.

Determinar o ganho de baixa frequéncia para satisfazer a especificacdo de erro de regime.

Selecionar a razdo 1/a e valores do zero em 1/T para fornecer a margem de fase aceitavel
na frequéncia de cruzamento de ganho wg .

Determinar a locacao do polo dada por 1/(aT ).

Controlador atraso

1.

Determinar a frequéncia de cruzamento de ganho wg para satisfazer a especificacdo de
margem de fase deslizando o grafico de magnitude de Bode.

Calcular o ganho de baixa frequéncia necessario para tornar o wg escolhido a frequéncia de
cruzamento de ganho.

Determinar o valor de o para atender a especificacdo de erro de regime ess.

Determinar a locacdo da frequéncia de corte do zero do controlador 1/T como sendo uma
década abaixo da frequéncia wg escolhida no item 1 e a do polo como sendo 1/(aT ).

Ajustar a locagdo do polo, zero e ganho de baixa frequéncia, se necessario, para atender
todas as especificacoes de projeto.

Exemplo 8.3 Considere o problema de regular o sistema:

K

M Py

(8.41)

para atender as especificagdes Mp < 25% e erro de regime permanente ess < 0,1.



As especificagdes podem ser atendidas por um controlador avango. Da especificagdo Mp <
25% obtém-se Om = 45% para os polos dominantes do sistema realimentado e da especificagdo
de erro de regime permanente obtém-se K > 10. Usando K = 10 pelo diagrama de Bode obtém-se
Om = 18°. Para completar a margem de fase especificada deve-se adicionar fase. Adicionar 40°
para conseguir uma folga e atender a margem de fase especificada uma vez que o controlador
vai aumentar wg . Um controlador avango com a = 0,2 fornece essa fase. Escolhendo uma
frequéncia wg = 5,0 rad/s obtém-se o controlador avancgo de fase dado por 1/T =2 e 1/aT ) =
10. Via a ferramenta sisotool pode-se conferir que o sistema realimentado com K = 10 e o
controlador avanco projetado fornece Om = 50°,

Exemplo 8.4 Para o mesmo sistema do Exemplo 8.3, projetar um controlador atraso para
reduzir o erro de regime permanente ess = 0,01.

Usando o mesmo controlador projetado no Exemplo 8.3 verifica-se que o ganho K tem que
ser aumentado de 10 para 100. Para fazer isso, o controlador atraso vai ser adicionado para
fornecer um ganho de baixa frequéncia de 100. Neste caso, esse aumentado de ganho dever ser
dado pela relagdo z/p. Escolhendo p = 0,05 e z = 0,5 obtém-se um controlador atraso dado por
/T = 0,05 e 1/aT ) = 0,005. Via a ferramenta sisotool pode-se conferir que o sistema
realimentado com K = 100 e o controlador avango e atraso projetados fornecem 6m ~ 53° com
wg = 4,8 rad/s, Mp = 19,3%. Atendem portanto as especificacbes requeridas.

8.4 Aplicacoes de Controle

Neste topico sdao abordados dois exemplos de sistemas para os quais serdao desenvolvidas as
estruturas de acionamento e de controle a serem desenvolvidas no item de experimentos de
laboratério 8.5. Os dois casos estudados sdo: o motor de corrente continua de ima permanente, o
motor brushless e o sistema de suspensao magnética.

8.4.1 Acionamento e controle do motor de corrente continua

A utilizacdo do motor CC em aplicacdes que requerem velocidade variavel é largamente
difundida devido as caracteristicas de operacdo do motor CC em velocidade variavel. Estas
caracteristicas sao relacionadas com a flexibilidade de atuacdo sobre a velocidade do motor CC,
facil modelagem, simples alimentacdo, eficiéncia e alto desempenho tanto em alta como em
baixa velocidade. As desvantagens do uso do motor CC relacionam-se com o alto custo, alto
nivel de manutencgdo e com sua limitacdao de uso em ambientes com perigo de explosao.

O controle de velocidade de um motor CC pode ser conseguido variando-se a corrente de
armadura ou de campo ou ambas. O controle pela corrente de armadura geralmente é mais usado
por apresentar uma resposta dinamica mais rapida. Os métodos de controle de velocidade de um
motor CC evoluiram desde os mais elementares limitadores resistivos de corrente até os atuais
conversores estaticos.



Atualmente, no controle de motores CC, empregam-se conversores a tiristores ou
transistores, permitindo-se o acionamento de motores com poténcia da ordem de centenas de
kilowatts.

Porque o acionamento PWM

O acionamento do motor de corrente continua para controle de velocidade, ou seja, o controle de
alimentacdo do motor pode ser realizado através de amplificadores lineares ou do tipo classe A,
em que o motor e amplificador sdo conectados em série com a fonte CC. Nesse caso, por
exemplo, se a tensdo da fonte é de 50 V, a tensdo do motor igual a 10 V e a corrente de 20 A, a
poténcia desenvolvida pelo motor sera 200 watts, enquanto que a poténcia dissipada (perdida) no
amplificador sera de 800 watts, ou seja, 40V x 20A. Algumas aplicacOes industriais utilizam
motores CC com poténcia muito maior (laminadores, sistemas transportadores etc.) e, portanto,
tais amplificadores sa impraticaveis.

A solucdo para estas aplicagdes sdao os amplificadores chaveados CC-CC (choppers) ou o0s
conversores CA-CC (retificadores controlados). No experimento de laboratério a ser realizado
serdo empregados os amplificadores chaveados CC-CC, os quais operam em corte e saturacdo. A
poténcia dissipada no amplificador CC-CC para acionamento de um motor CC com um transistor
de poténcia pode ser estimada pelo produto da tensdo entre coletor e emissor VCEsat pela corrente
de armadura e tensdo entre coletor e emissor VCEcut vezes a corrente de corte ICcut . Como a
tensao VCEsat é aproximadamente 0,6V a 0,8V e ICcut é praticamente nula garante-se baixa
dissipacdo de poténcia no amplificador chaveado. O diagrama esquematico de um amplificador
deste tipo é mostrado na Figura 8.21, cujo amplificador é representado por uma chave ideal.

(44

Figura 8.21: Esquema de conexdes de um amplificador chaveado.

Supondo que a chave S da Figura 8.21 é operada periodicamente com um periodo T , de
modo que seja mantida fechada por um periodo TON , e aberta por um periodo TOFF , e T = TON +
ToFF , a forma de onda da tensdo instantanea vo(t) nos terminais do motor é como mostrada na Fi
gura 8.22.
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Figura 8.22: Tensdo instantanea v, (1).

Da forma de onda da Figura 8.22, é facilmente deduzido que o valor médio VM é dado por

T
Vi = % (8.42)

onde V é a tensdo da fonte de alimentacdo e TON /T é a relagdo ciclica dos pulsos de tensao.
Observa-se entdo, que o valor médio pode ser alterado atuando-se em TON , em T ou em ambos.
Atuando-se sobre T , com TON fixo, tem-se a estratégia de controle de VM designada por
modulacado de frequéncia dos pulsos (do inglés, PFM). Porém, atuando-se sobre TON com T fixo
(frequéncia fixa), tem-se a estratégia designada de modulacao por largura de pulso (PWM) .

Considerando-se que a implementacdo da chave S da Figura 8.21 é feita com dispositivos
semicondutores (tiristores ou transistores), a transicdo do estado “conduzindo” para o estado
“ndo conduzindo” (e vice-versa) ndao € instantanea, de modo que cada etapa de transicao
caracteriza uma perda de poténcia por dissipacdo no proprio dispositivo. Neste caso, fica claro
que a estratégia PFM implicara globalmente em maior dissipacdo de poténcia de chaveamento
para abranger uma grande variacdo de VM. J4 com a estratégia PWM, toda faixa de valores de
VM pode ser conseguida com uma unica e determinada quantidade de poténcia dissipada em
transicoes, definida pela frequéncia do PWM. As perdas relacionadas com os semicondutores em
estado de conducdo serdo substancialmente as mesmas. Logo, pelas razdes aqui mencionadas, a
estratégia PWM se mostra superior a PFM.

Uso do PWM no controle de velocidade de motor CC

Uma variacao na tensdo de armadura do motor de corrente continua (com campo independente)
acarreta uma variacdo na velocidade do mesmo. Através de uma estratégia PWM pode-se
conseguir o mesmo efeito através da variagdo do valor médio VM , atuando-se na variagdo da
largura do pulso TON. Seja v, a forma de onda da tensdo instantanea do motor como a da Figura

8.22. Usando série de Fourier pode-se escrever:



va (5) = a0(@) + 3" an(0) cos(nz%rt) + bn(é)sen(n?;t) (8.43)

n=1
_Ton . PR | g P B
em que § := —— é a relacado ciclica, T é a frequéncia fundamental, ay(6), an(d) e bn(6),n =1, - -
T

- ,00 sdo os coeficientes de Fourier:

g = l/@%@ﬁ (8.44)

T
2 [T o

Gy = ?/0 fua(t)cos(nTt)dt (8.45)
2 (T 21

- Tﬂf%@%mwfﬂw (8.46)

Pela expressao (8.43) pode-se assumir que o motor é alimentado por uma componente CC de
valor VM = a,(6) e mais uma série de componentes senoidais das frequéncias dos harmonicos.

Uma vez que cada componente harmonico ndo tem valor médio, nenhuma contribuicao de torque
existira devido aos harmonicos, e o torque efetivo sera proporcional ao valor VM .

Os componentes harmonicos contribuirdo somente com perdas do tipo histerese e correntes
de Foucault. Ha que se ressaltar que a eficiéncia global do sistema, mesmo computando-se as
perdas devido aos harmoOnicos, sera muito maior do que a eficiéncia do sistema com
amplificadores lineares.

Escolha da frequéncia de chaveamento

Em geral existe alguma liberdade na selegdo da frequéncia de chaveamento f, . As principais
consideracoes nesta escolha devem atender aos seguintes requisitos:

1. A frequéncia de chaveamento fs deve ser alta o suficiente de modo que a indutancia L, do
motor resulte em uma grande impedancia nesta frequéncia, desta forma

27 foLo > Ra. (8.47)

Este critério é equivalente a limitar o ripple ou ondulacdo da corrente do motor.

2. A frequéncia de chaveamento fs deve ser alta o suficiente de modo que o sistema nao
responda a essa frequéncia. Portanto, se o sistema exibe uma largura de banda fBw, deve-se
ter



fs > 10fBw. (8.48)

3. A frequéncia fs deve ser maior que todas as frequéncias de ressonancia fr do sistema de
controle

fi> fo (8.49)

Os trés critérios acima sugerem que € sempre desejavel um aumento de f, , entretanto
existem limitacoes.

4. Como ja mencionado, um aumento na frequéncia de chaveamento implicarda um aumento
da poténcia dissipada nos elementos semicondutores devido ao tempo finito de transicdao
dos mesmos.

5. Em virtude de permitir que os semicondutores de chaveamento completem a transi¢cdo de
um estado a outro, é necessario introduzir um certo atraso no periodo de chaveamento.
Usualmente, este atraso situa-se entre 5 a 20us e limitara a maxima frequéncia de
chaveamento.

Em resumo, alguns critérios requerem aumento de f, e outros uma diminuicéo de f, . A selecdo
final sera um compromisso entre as restricoes.

Principio de operacao do PWM

Neste topico é estudado como se processa a operacdo de um modulador de largura de pulso.
Como ja visto, o valor médio da forma de onda de saida de um modulador PWM é funcdo da
largura de pulso para uma dada frequéncia fixa, e é relacionado com o valor do ciclo de trabalho
em inglés duty cycle dado por TON /T (8.42).

O principio de operacao do modulador de largura de pulso entdo deve ser tal que, para um
dado valor de um sinal de entrada, o modulador deve proporcionar na saida uma forma de onda
pulsada com um determinado periodo TON . Esta forma de onda pulsada comandard, portanto, o
chaveamento de um transistor de poténcia que ira chavear uma fonte CC externa a qual
alimentara o motor. Assim, o transistor substitui a chave S mostrada na Figura 8.21 e o
modulador representa o sinal de comando da chave S.

A operacdo de um modulador de largura de pulso pode ser explicada através da Figura 8.23 a
seguir. Através de uma comparagao do sinal em forma de dente-de-serra s(t) com um sinal de
controle u(t) obtém-se na saida uma forma de onda pulsada em funcdo desta comparagdo, de
modo que, para u(t) > s(t) a saida produz um pulso de amplitude V e para u(t) < s(t) a saida
produz um valor nulo.
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Figura 8.23: Descricdo da operacao de um PWM.

Teoricamente, portanto, para um sinal de controle u(t) variando entre 0 e S, tem-se na saida
uma forma de onda pulsada com largura de pulso variando entre 0 e T . No experimento deve-se
restringir o valor de u(t) entre um minimo maior que 0 e um maximo menor que S.

Utilizacao e operacao de um modulo PWM analogico

O moédulo PWM utilizado é constituido por um circuito eletronico montado em uma placa de
circuito impresso que sera descrito na sequéncia. O funcionamento de um PWM foi descrito na
Secdo 8.4.1. O modulo sera utilizado para gerar os pulsos de chaveamento de um transistor de
poténcia, e é descrito a seguir.

O médulo PWM gera internamente um sinal do tipo dente-de-serra com uma amplitude
constante igual a 10V e frequéncia ajustavel entre 2kHz e 20kHz. No mesmo mddulo esta
montado um circuito que processa a comparacdo do sinal dente-de-serra com um sinal CC
fornecido como entrada do médulo PWM. O resultado desta comparagdo, que sdao os pulsos
modulados em largura e periodo fixo, é fornecido como sinal de saida.

Na sequéncia, é indicado uma representacao da disposicdao de componentes no médulo PWM
com énfase nos elementos que poderdo ser ajustados pelo usuério (Figura 8.24). O diagrama
elétrico completo do circuito eletronico do médulo PWM pode ser visto na Figura 8.25. Os
circuitos integrados U1l e U2 geram o sinal dente-de-serra enquanto que o circuito integrado U3
realiza a operacdo de comparacgao dos sinais dente-de-serra e entrada u(t) a ser aplicado no borne
JP0. Somente o potenciometro P1 podera ser ajustado pelo usuério para estabelecer o valor da
frequéncia de operacao desejada de acordo com os critérios de selecao dados na Secao 8.48. O
sinal dente-de-serra pode ser obtido a partir do terminal JP0, como indicado na Figura 8.24 . O
borne “ Ent JP1-1” indica a localizacdo onde deve ser conectado o sinal a ser comparado com o



sinal dente-de-serra. O borne indicado como “ Sai JP1-2” fornece o sinal pulsado de acordo com
a comparacao representada na Figura 8.23.
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Figura 8.25: Circuito do médulo PWM: R, = 3k3, R2 = R6 = R7 = 1k, R3 = 2k, R4 = 100k, R5 = R9
= 10k, R8 = 5k6, R10 = 4k7,R11 = 100, P 1 = 2k, P, = 20k, C; = 2.2nF, C2 = 100nF, Q, é um
BC327, U,, U2, U3 sdao LM311’s.



Amplificador de poténcia

O modulo PWM descrito na subsecdo anterior é composto por circuitos integrados convencionais
e ndo é capaz de fornecer um nivel de poténcia suficiente para acionar o motor CC em uso no
laboratorio. Por isso, faz-se necessario a implementacdao de um circuito adicional que possa
elevar o nivel de poténcia dos pulsos do médulo PWM e acionar o motor em quaisquer
condicoes.

A solucdo a ser implementada sera utilizar os pulsos de saida do médulo PWM para acionar
um transistor de poténcia ligado a uma fonte externa que forneca os niveis de corrente
necessarios para acionar o motor CC. O transistor de poténcia ira operar em modo de
chaveamento, com os pontos de operacdo alternando entre os pontos de corte e saturacao. Neste
modo de operacao, o transistor faz o papel da chave S indicada na Figura 8.21 .

O moédulo PWM a ser utilizado neste experimento é capaz de fornecer niveis de corrente
suficiente para saturar e cortar o transistor de poténcia TIP 120 (vide htpp:// www.farchildsemi.c
om/ds/TI/TIP120.pdf), tendo um motor CC como carga.

Desde que os motores CC apresentem um elemento indutivo (L, ) em sua configuracdo

elétrica, faz-se necessario a ligacdo de um diodo de roda-livre conectado ao motor CC como
indicado na Figura 8.26. Na auséncia desse diodo, ao interromper o fluxo de corrente nos
periodos TOFF do chaveamento, conforme a Figura 8.22, a energia magnética armazenada na
indutancia induziria um pulso de tensdo elevado sobre o transistor capaz de danifica-lo. Com a
ligacdo indicada, a energia magnética pode-se descarregar através do diodo.

y N ).

Alimentacao

_|,_

Figura 8.26: Configuracao do estagio de poténcia do PWM.
Ganho do amplificador de poténcia chaveado

O motor no experimento em realizacdo no laboratério serd acionado por um amplificador

chaveado segundo uma estratégia PWM. Este amplificador é constituido por um estagio


http://www.farchildsemi.com/ds/TI/TIP120.pdf

comparador PWM, isto é, um modulador de largura de pulso e mais um amplificador. O
amplificador é constituido, por sua vez, de um transistor Darlington operando como um chopper
ou recortador. O chopper chaveia uma fonte externa que alimenta o motor com um trem de
pulsos de tensdo, cujo valor médio é dado pela modulacdo da largura de pulso do comparador
PWM, e é dado por 8.42. A seguir na Figura 8.27 é mostrada a configuracdo do sistema com o
amplificador chaveado a ser modelado.

Para efeito de andlise, considera-se toda a regido englobada pela linha tracejada como um
unico bloco, designado amplificador de poténcia chaveado. Necessita-se entdo determinar a
funcao transferéncia deste bloco cuja entrada é u(t) e saida VM.

Este amplificador ird fornecer em sua saida uma forma de onda pulsada, porém, para o
acionamento do motor de corrente continua, deve-se analisar o comportamento do valor da
componente continua desta forma de onda, o qual é exatamente o valor médio da mesma. Desse
modo, este amplificador pode ser classificado como um amplificador CC, pois o sinal de entrada
u(t) também ¢é uma tensdo continua. Portanto, este amplificador deve ter um ganho K, a ser

determinado.
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Figura 8.27: Diagrama esquematico do amplificador PWM.

Experimentalmente, pode-se obter o valor desse ganho através do levantamento de uma
tabela de valores de u(t) e respectivos valores de VM, sendo

Vs
K, =—2. (8.50)

U

Analiticamente, pode-se também deduzir o valor de K, em funcdo dos pardametros do

amplificador PWM. Para isso, considere o principio de funcionamento do PWM, tal como
ilustrado na Figura 8.23. O ganho do amplificador a ser determinado, como se sabe, é a relacao

T,
entre o valor de saida VM e o valor de entrada u. Sabe-se ainda que VM é dado por: VM= 9Ny |
T

T
onde —9N ¢ resultante da comparacio entre s(t) e u(t).
T

O valor de K, pode ser obtido em fungdo dos parametros do PWM. Para tanto, observando

que na Figura 8.23 que o triangulo (O — Si — ToN ) é semelhante ao tridangulo (O - S —-T), a
seguinte relacdo pode ser obtida:



e (8.51)
Como
Ton
Vvy = —V
T
v
= —u
S
Vs V
— — = K{I
U 5
-
K, =2 (8.52)

em que S é o valor maximo alcancado pela forma de onda dente-de-serra. Portanto, para se obter
o valor do ganho K, do amplificador basta conhecer os valores de V e S que sdo pardametros do

PWM.
Quando se opera 0 PWM com frequéncia muito alta (f, > 10kHz), os atrasos inerentes ao

chaveamento do transistor e do circuito comparador poderdo se tornar bastante significativos.
Em caso de ndo se conseguir implementar o amplificador de poténcia com transistores mais
rapidos, ha que se acrescentar também este atraso no modelo completo do sistema motor CC e
amplificador. Como normalmente a frequéncia de modulacdo do PWM é elevada, ocorre que o



valor de 7, = T/2 poder ser muito pequeno em comparagdo com a frequéncia dos polos do motor
CC. Neste caso, a fungao transferéncia do amplificador chaveado sera simplificada para

Ga(s) = K,. (8.53)

Desde que o modulo PWM e o transistor de poténcia sdo partes integrantes do acionamento,
estes blocos passam a integrar o sistema de controle. A Figura 8.28 ilustra uma representacao em
forma de diagrama de blocos do motor acrescido do acionamento.

Os blocos indicados em linhas cheias representam o sistema em malha aberta enquanto que
os blocos indicados em linhas tracejadas representam a realimentacdao para obter o sistema de
controle a malha fechada.

Amplificador
Referéncia de poténcia
_Q_[ Controlador PWM _K ! ﬁ
4= /5/
" ;,f:',//Alimentac;ﬁo
= J/ 12V
//
Condicionador (1)
~ desinal _
Tacogerador

Figura 8.28: Diagrama esquematico do sistema realimentado incluindo acionamento e
controlador.

Projeto de controle de velocidade do motor CC

O objetivo deste experimento é a implementacao de um controle de velocidade de um motor de
corrente continua cuja funcdo de transferéncia foi obtida na Secao 3.1.2. Para a implementacao
do controle de velocidade, necessita-se conhecer a funcdo transferéncia dos outros elementos que
compdem o sistema de controle, ou seja, do amplificador chaveado e do tacogerador. A seguir, é
apresentado o modelo completo do sistema.

Sistema com amplificador de poténcia e realimentacao

De acordo com os procedimentos de obtencdao de parametros dados na Secao 3.1.2, a funcao de
transferéncia do motor de corrente continua é dada por



Km
Cia(s) = (r1s4+1) (25 + 1) (8:54)

em que Km é o ganho global do motor e 1/1; e 1/, representam respectivamente dois polos do

sistema relacionados com as constantes de tempo elétrica e mecanica. Devido a magnitude dos
parametros inerentes ao motor, estes dois polos sdo reais, distintos e situam-se no semiplano
esquerdo do plano-s. A configuracdo desses polos no plano-s é mostrado na Figura 8.29.

A

Jo
Plano s
o
X% X g
]/'[j ]/1'2

Figura 8.29: Polos do motor CC no plano-s.

Nessas condicoes, para uma entrada degrau gerada por uma fonte de tensdo ideal, a resposta
transitoria da velocidade do motor tera a forma de uma resposta sobre-amortecida, na qual devera
predominar o transitorio da dinamica mecanica do motor. Com base na funcao de transferéncia
(8.54), a resposta transitoria da velocidade para

o
va(8) = — (8.55)
S
pode ser expressa por:
W(t) = k1 + koer + ksez (8.56)

em que

ki = VK (8.57)



VKmT1

ke = (8.58)
i — 12
V Ko

by = ——2 (8.59)
T2 — T1

Forma espaco de estado

Definindo-se o vetor de estado do motor como x = [w @’ ] tem-se utilizando (8.54)

r = Azxz+ bu

) = er

com
0 1 0
A= —1 ntn |,b= Ky |,e=]1 0],u =wv,.
T172 T172 T1T2

A funcdo de transferéncia do motor incluindo o amplificador de poténcia pode ser entdo dada
por;

Gma(8) = Ko(8)Gpn(8) (8.60)

com

Ky,
Gnls) = o D e T T (8.61)

Deve-se levar em conta aqui que o motor ndo mais sera alimentado com um degrau de tensao
fixa, mas por uma onda pulsada, como a da Figura 8.22.

Sistema a malha fechada

A realimentacdo do sistema sera realizada através de um tacogerador ligado ao eixo do motor, o
tacogerador fornece o sinal de realimentacdo, que é uma tensdo, proporcional a velocidade do
rotor. O tacogerador é um gerador CC que possui um enrolamento de armadura e um ima
permanente que fornece um campo constante. Quando o eixo do motor CC é rotacionado é



gerada na saida do tacogerador uma tensao CC proporcional a velocidade do rotor em rad/s.
Definindo como vtg a saida de tensdo e w a velocidade do rotor, pode-se entdo escrever:

Vtg = thw (862)

em que o ganho Kig (V/rad/s) é a relagdo entre a tensao CC de saida e a velocidade do rotor em
rad/s. Para obter Ktg pode-se um tacometro digital ou um encoder 6ptico.
Definindo:

Vig(s) _ 2] i
w(s) = H(5] = R,

com Kat denotando o ganho do amplificador a ser adicionado para equiparar a referéncia de
velocidade a saida do tacogerador. A configuracdo do diagrama de blocos do sistema de controle
assim caracterizado é mostrado na Figura 8.30.

Figura 8.30: Configuracao final do sistema em malha fechada.

Observe que ao fechar a malha, a variavel moduladora u(t) no sistema a malha aberta, passa a
ser a variavel de erro denotada e(t). Do diagrama da Figura 8.30, observa-se que sera este sinal
de erro e(t) que comandara a largura de pulso. Entretanto, como a tensdo proveniente dos
terminais do tacogerador tem a forma de uma senoide retificada, apresentando um nivel elevado
de ripple, usa-se colocar um filtro passa-baixa nos terminais do tacometro. Desse modo, tem-se a
configuracao da Figura 8.31.

Equacionado-se o circuito da Figura 8.31, chega-se que a funcdo de transferéncia entre vtg (t)
e w(t) dada por:

vig(s)  KatKig
w(s)  RyyCs+1

H(s) = (8.63)



C Vtg( Z)

Figura 8.31: Configuracdo do tacogerador.

Com relacdo a Figura 8.30, H(s) é dada por (8.63), e observa-se que H(s) pode atuar como
um tipo de compensacao por realimentagcdao. O objetivo agora é realizar o projeto do controlador
K(s). O amplificador de poténcia chaveado pode ser simulado usando as bibliotecas do Simulink:
“ Repeating Sequence” e “ Relational Operator ”, como ilustra a Figura 8.32. De modo
alternativo, a velocidade em motores rotativos pode ser avaliada por meio de encoders opticos.
Encoders sdo dispositivos Opticos (sensores de posicao) que convertem a posi¢cdo angular
(rotacdao mecanica) do eixo em um sinal elétrico (trem de pulsos)(Kilian 1996). Um disco
plastico ou de vidro, ou ainda metalico com aberturas interrompe ou ndo a passagem de luz entre
uma fonte de luz e um fotosensor.
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Figura 8.32: Diagrama Simulink para acionamento do motor.

Encoder incremental fornece um pulso para cada interrup¢ao da passagem de luz. Pode ser
realizado de varias maneiras sendo que as mais usuais é a 6ptica. Em ambas as técnicas objetiva-
se registrar a rotacao de 3600 do eixo do encoder. O encoder incremental dptico contém uma
fonte de luz em geral um diodo emissor de luz (LED, das iniciais em inglés), um fotodetector
que pode ser uma célula fotoelétrica (LDR, das iniciais em inglés), um fototransistor ou um
fotodiodo e um circuito eletronico para contar os pulsos de forma a determinar o angulo de
rotacao do eixo do encoder. A geracao do pulso indica uma variacdo incremental da posicao e
ndo a posigao real.



No encoder 6ptico, a cada passagem da ranhura pela fonte de luz ocorre o disparo do
fototransistor. No restante do trecho do disco o fototransistor permanece cortado. Dessa forma é
gerado um sinal elétrico pulsante na saida do encoder que entdo pode ser processado
digitalmente. Em geral, para n ranhuras igualmente espagadas, um pulso de largura T, € gerado:

T, = 360°/n. (8.64)

Havendo n ranhuras, havera n pulsos por volta, e se o disco gira N voltas por segundo, verifica-se
um sinal com nN pulsos por segundo, ou seja, com uma frequéncia dada por fe = (n N )[Hz]. A Fi
gura 8.33 mostra o trem de pulsos de frequéncia fe fornecido nos terminais do encoder.

T,

e

Figura 8.33: Trem de pulsos gerado nos terminais do encoder.

Para um encoder optico de 1024 linhas, o periodo T de rotacao do eixo do motor, ou seja,
uma rotagdo de 360° , é dado pelo periodo de duragdo do pulso T, vezes as 1024 linhas do

encoder:
T =T, x 1024. (8.65)

Em termos de frequéncia, tem-se:

1/T = fe/1024 (8.66)

em que fe é a frequéncia dos pulsos nos terminais do encoder. Convertendo em velocidade
angular (rad/s), tem-se w, = 2 11 fe.

Projeto do controlador

Analisando a funcdo de transferéncia Gm(s), Equacdo 8.61, verifica-se que o sistema a ser
controlado se comporta como um sistema de segunda ordem. Dado que todos os elementos
restantes da malha de controle, quais sejam: o amplificador chaveado e o conjunto tacogerador-
filtro possuem respostas mais rapidas que o motor, pode-se desprezar suas constantes de tempo e
atraso e representar o seu comportamento somente por seus ganhos K, e Ktg, respectivamente.

Um controlador do tipo PI ou um controlador baseado no modelo interno podem ser
utilizados com sucesso para regular a velocidade do motor CC. Como o modelo do motor pode
ser facilmente obtido, o controlador PI pode ser ajustado interativamente via lugar das raizes
conforme descrito na Secao 6.1.2. O projeto do controlador pode ser também realizado via uma



estrutura de controle conhecida como modelo interno no qual K(s)G(s) contém r(s), permitindo a
saida w(t) seguir r(t) assintoticamente (Dorf & Bishop 2000).

Projeto baseado no modelo interno

Para acompanhar uma entrada degrau sem erro de regime permanente o sistema deve ser do tipo
1, isto é, o sistema contém um integrador. Defina o estado do motor CC x = [i w]T e escreva as
suas equacoes

R K R

y = [0 e]w

em que i é a corrente de armadura, @ velocidade do motor, u tensdo de armadura, J/B constante
de tempo mecanica e L, /R, constante de tempo elétrica, c2 ganho tacogerador e

acondicionamento de sinal, Kt, K, e B constante de torque e for¢a contra eletromotriz e

amortecimento, respectivamente.
Para abrigar um integrador considere o seguinte modelo interno mostrado na Figura 8.34, no
qual o erro de seguimento é dado por e = r — w, com ¢ a saida do integrador. Redefina o estado

xr= | w | esaida medida y = [ (g ] e saida regulada 2z = w.

Tem-se entdo o sistema aumentado

T R .
= 1 0
T = k—%O:ﬂ—FOU—i—OT
. B -1 0 0 1
[0 1 0
7 loo 1"
z = [0 1 0z

e entdo de acordo com a estrutura do modelo interno, a lei de controle é da forma



Figura 8.34: Estrutura do modelo interno para o controle de velocidade.

A teoria de controle linear quadratico fornece uma ferramenta andlitica para o projeto do
controlador com a lei de controle u. O problema basico envolvido resume-se na obtencao do
ganho K que minimize um indice de desempenho quadratico. Como a lei de controle u envolve
realimentacdo da saida, a solucdo do problema de minimizagao pode ser formulada em termos de
uma solugdo iterativa de duas equagdes de Riccatti acopladas (Dorato, Abdallah & Cerone
1995).

8.4.2 Acionamento e controle do motor brushless

O modulo de acionamento de poténcia do motor BLDC é formado por uma ponte inversora com
o numero de bracos dado pelo nimero de fases do motor. No caso de motor BLDC trifasico usa-
se entdo uma ponte inversora convencional de trés bracos e de uso comercial. As pontes
inversoras em muitos casos ja incorporam a légica de comando dos transistores de poténcia em
cada braco. Em outros casos, usam-se entdo circuitos integrados especificos que realizam esta
légica e comando dos transistores. A configuracdo de ligacdo do acionamento de uma ponte
inversora com um BLDC trifasico é mostrada na Figura 8.35. Um conjunto de opto acopladores
é usado para realizar o isolamento elétrico entre o circuito 16gico e o de poténcia, protegendo o
circuito loégico contra sobrecargas e retornos de tensdao. A Figura 8.36 mostra um diagrama de
blocos simplificado do sistema incluindo um conjunto de isoladores.
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Figura 8.36: Diagrama geral do sistema de controle e acionamento indicando as conexdes e
realimentacdo em que HS_V, HS_W e LS_V, LS_W sdo estados logicos das chaves altos e
baixos, respectivamente.

A comutacdo do motor BLDC é baseada no sensoreamento da posicao do rotor e na
energizacao das fases que irdo produzir a maior quantidade de torque. O rotor caminha 60°
elétricos por passo de comutacdo e os trés sensores de posicao estdo instalados no estator a cada
120° elétricos. O acionamento e controle da velocidade do BLDC é obtido por meio do ajuste da
tensdo média nas fases em conducdo, as quais sdo selecionadas de acordo com os sinais
provenientes dos sensores Hall que indicam a posicao dos polos de rotor. Os sensores Hall sao
fixos no estator e geram uma forma de onda quadrada indicando a passagem dos polos norte e
sul do ima do rotor. A tensdo média é aplicada a duas das trés fases ficando sempre uma em
modo flutuacdo ou sem conexao. O ajuste da tensdo desejada ou determinada pelo controlador de
velocidade é obtido com a técnica PWM ja estudada para o caso dos motores CC convencionais.

A Figura 8.37 representa a forma tipica de sinais do acionamento de um BLDC comandado
por um processador digital como, por exemplo, uma DSP (do inglés, Digital Signal Processor )
em funcdo dos sinais dos sensores Hall e cuja razdo ciclica é calculada no algoritimo de controle
digital implementado no processador DSP.
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Figura 8.37: Sequéncia de comandos de sinais PWM para acionamento de um BLDC usando a
configuracao mostrada na Figura 8.35.

Os sinais de onda quadrada dos sensores Hall além de informar a posicdo do ima para efeito
de sequenciar o acionamento da ponte inversora, também pode ser usado a fim de indicar a
velocidade do BLDC de forma semelhante a um encoder 6ptico ja discutido no caso dos motores
convencionais. No caso do BLDC, os trés sinais dos sensores podem ser combinados em um
circuito integrado especifico e gerar uma tensdao CC proporcional a velocidade do BLDC. No
caso do CI MC-33039, a configuracao usual é a mostrada anteriormente na Figura 3.9 (pagina
57). O sinal de saida fout no pino 5 do CI MC-33039 poder ser usado na forma analdgica, ou seja,
um valor continuo ou na forma digital para os propositos de avaliacdo da velocidade. Na forma
analogica, o sinal de comportamento continuo pode ser processado por um circuito de controle
analogico. No caso digital, o sinal poder ser usado em uma logica digital tipo counter e prover
uma informacgao digital relativa a velocidade do BLDC.

8.4.3 Estabilizacao de um sistema de suspensao magnética

A modelagem do sistema de suspensao eletromagnética é baseada em suas equacoes dinamicas:
eletromecanica, mecanica e elétrica (Wong 1986, Oguchi & Tomigashi 1990). As equagoes do
sistema de suspensdo podem ser encontradas na Sec¢do 3.3. O diagrama de simulacdo do sistema
a malha fechada em ambiente Simulink com controlador avanco de fase é mostrado na Figura 8.5
0. O modelo linearizado em torno do ponto de operacao (he,ie) pode ser obtido na forma espaco
de estado (3.48) ou na forma de funcao de transferéncia (6.39). A seguir descreve-se o prototipo
do sistema de suspensao a ser utilizado na aula de laboratério proposta.

Bobina, realimentacao e circuitos



O sistema de suspensdo é constituido pela bobina, estrutura de madeira, esfera de aco e circuitos
de acionamento e isolacdo. A bobina possui um niicleo de material magnético com fio de cobre
de 0,75 mm de didmetro enrolado com, aproximadamente, 2400 voltas. Uma fonte de
alimentacdo foi projetada para os circuitos com capacidade de 1 A e saidas de voltagem: +15 V,
-15V, +8 V, -8 V e +5 V. Foram usados reguladores de tensao dos tipos LMs 7815, 7915,
7808, 7908 e 7805. As saidas de +15 V e —15 V alimentam os circuitos integrados LM311,
TLO082 e uA741. Ja a de +5 V é usada para alimentar o emissor de infravermelho. Em todos os
circuitos implementados, foram usados filtros de linha: 2200 uF e 470 uF para a alimentacdo
+Vcec e —Vee, respectivamente.

Sensor optico e fonte de luz

O circuito de deteccao de posicdo usado consiste de um emissor de luz e um sensor 6ptico. A
fonte de luz usada foi um emissor de infravermelho de 5 V. A dimensdo da “janela” do emissor
de infravermelho foi determinada experimentalmente, observando-se a sombra da esfera no
sensor e procurando-se uma boa definicdo sem comprometimento da intensidade de luz
incidente.

O sensor otico usado na realimentacdo foi o fototransistor MRD-300. O fototransistor foi
colocado dentro de um tubo PVC dimensionado para melhorar a precisdo. Também a camara do
fototransistor foi colocada em uma capa de latdo torneada ligada ao terra do circuito para
proporcionar blindagem. Um tubo também de PVC, foi dimensionado para alojar o emissor de
infravermelho e para ajustar o foco. Este tubo também foi fixado na estrutura de madeira de
forma a possuir grau de liberdade na horizontal para possivel ajuste de foco. Sua altura de
fixacdo na estrutura de madeira é a mesma do fotorreceptor, o fototransistor.

Uma blindagem foi feita em circuitos préximos a bobina e a fonte de alimentacdo. Assim, o
fototransistor foi blindado com uma capa torneada de latdo ligada ao terra do circuito. Os cabos
de transporte de sinais chegando ao sensor de posicdo sdo blindados, com sua malha também
ligada ao terra do circuito. Igualmente acontece com os cabos de alimentacdo. Um isolador
optico TIL 111 foi necessario para isolar o circuito de chaveamento da bobina do circuito de
controle, pois havia grande influéncia de um sobre o outro no sentido de geragao de ruidos.

A posicao do sensor dentro da camara deve ser escolhida de forma a levar em consideragao,
0s seguintes pontos: quanto mais proximo da esfera o sensor estiver, maior sera o intervalo de
variacdo de posicdo no qual ele atuara, entretanto, quanto mais distante estiver, maior sera a
amplitude do sinal para uma mesma variagdo da posicdo, melhorando a relagdo sinal-ruido. A Fi
gura 8.38 ilustra este raciocinio.
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Figura 8.38: Efeito do posicionamento do sensor.



A posicao escolhida (indicada na Figura 8.39a, com valores em centimetros), foi determinada
na pratica, obtendo-se atuacdo linear do sensor numa faixa de posicao de aproximadamente 1,5
mm, correspondendo a uma variacdao na saida do sensor de cerca de 2,2 V, com um ruido em
torno de 50 mV, o que representa 2,27 % da variagao total na saida do sensor.

Sensor Led

b, O

8

vl

(a) (b)

Figura 8.39: a) Médulo do sensor 6tico e fonte de luz, b) escala de posicao.

O sensor 6tico, assim como a fonte de luz, foram fixados em uma estrutura de madeira que se
encaixa na estrutura da bobina. Na estrutura foram fixadas também duas réguas para a medida de
posicdo da esfera, como visto na Figura 8.39b. O posicionamento vertical do sensor foi
determinado na pratica procurando-se a maior distancia da bobina sem que a corrente i
necessaria para estabilizar a esfera (dentro do intervalo em que o sensor atua) ndo superasse
aproximadamente 0,7 A, o que causaria aquecimento excessivo da bobina.

Sensores de posicao e de corrente

Sensor de posicao Foram testados o fotoresistor e um fotodiodo como sensores de posicao. O
fotoresistor de sulfeto de cddmio apresentou um tempo de resposta de cerca de 80 ms,
demasiadamente lento para a aplicacdo desejada, ja que as constantes de tempo do sistema
eletromagnético sdo da ordem de 20 ms nao sendo adequado a essa aplicacdo. Um fotodiodo
testado também mostrou ineficiéncia devido ao fato de apresentar um nivel de sinal na saida
bastante baixo, o que acarretou aumento da influéncia do ruido.

Dentre os sensores considerados, o fototransistor MRD-300 exibiu ampla superioridade:
apresentou tempo de resposta desprezivel (sendo indicado até mesmo para aplicacbes como
leituras de cartdao e sistemas de contagem, entre outras), nivel de sinal na saida de grande
amplitude (cerca de 2,2 V na configuracdo utilizada). Além disto, dispensou a necessidade de
compensacao de nao linearidade. A Figura 8.40 exibe o esquema completo do sensor de posicao,
incluindo um amplificador operacional com a fungdo principal de proporcionar isolamento.

Esta configuragdo foi obtida através de ensaios praticos, testando-se diferentes valores de R,

e observando-se a variacdo maxima na tensdo V, quando da incidéncia ou obstrugdo total do

feixe de luz no sensor. Também observou-se a influéncia do ruido no sinal. Assim, obteve-se um
sinal V, com amplitude maxima de aproximadamente 2,2 V e um ruido de 50 mV, significando

cerca de 2,27 % do sinal, como antes descrito.



Sensor de corrente Um sensor de corrente de efeito Hall com circuito de amplificacdo do tipo
NW-SC-50, que possibilita ajuste de nivel e ganho, pode ser usado para implementacdo de
controle por realimentacdao de estado. Na Figura 8.41 encontra-se o circuito comercial completo.
Observacao: as tensoes +9 V e -9 V foram obtidas, respectivamente, através de um CI 780 e seu
complementar, lembrando que as fontes de alimentacdo (do circuito global) trabalham em 15
volts. Os potenciometros do circuito devem ser ajustados de forma que a tensdo na saida fosse
nula para corrente nula e apresentasse um ganho de 10 V/A. O sensor escolhido é adequado para
a aplicacdo, pois testes do sensor revelaram as seguintes caracteristicas: alta linearidade de
resposta (caracteristica de tensao de saida versus corrente), resposta em frequéncia elevada para a
aplicacdo, com frequéncia de corte da ordem de 30 kHz e tempo de subida da ordem de poucos
microssegundos. Os valores numéricos dos parametros do sistema experimental sao mostrados
no Capitulo 6, na Tabela 3.1.
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Figura 8.40: Configuragdo do sensor de posigdo e isolagdo com R; = 680, R2 = 10k, R3 = R4 =
22k.
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Figura 8.41: Circuito comercial do sensor de corrente. R2 = 680, R3 = R4 = 100k, R5 = R6 = 1M,
R7 = 330, R8 = 20k, R9 = 16k9, R11 = 1k, P, = 10k, P2 = 2k, C; = 3,3pF

Ganbho e faixa do sensor de posicao

O ganho e a faixa dos sensores de posicdo sdo obtidos a seguir. Primeiro encontra-se a curva
caracteristica do sensor de posicao Vh X h com Vh representando a tensao de saida do sensor e
entdo escolhe-se uma regido linear, fornecendo os intervalos [Vh min Vh ] e [hmin h____] como

visto na Figura 8.42. Finalmente, o ganho do sensor de posi¢do denotado como c;, € obtido a

max max

partir da derivada da curva caracteristica em he a qual fornece c¢; = tan(a). Note que a montagem

do sensor de posicdo € tal que h = h, corresponde a Vh= (Vhmin + Vh __ )/2 como pode ser visto

max

pela Figura 8.42. Note também, que a saida do sistema y,; (3.48) € igual a Vh — (Vh min + Vh
max)/z_
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Figura 8.42: Curva caracteristica do sensor de posicao.

Para implementar a técnica de controle de realimentacdo de estado é necessario além de
medir y, também medir y, e y3. Neste caso, a matriz de saida C em (3.48) toma a forma:

C1 0 0
C=|0 ¢ 0|. (8.67)
0 0 C3

Desde que h™ é estimado a partir de h, o valor de c2 (8.67) é igual a ¢;. Para medir a corrente,

pode-se utilizar um sensor de efeito Hall, que é quase linear. Assim, o ganho do sensor ¢3, pode
ser caculado pela taxa de variacdo da tensdao de saida pela variacdo da corrente na entrada.
Similarmente as saidas y; e y, (3.48), a saida y3 é o valor do sensor de corrente escalonado.

Ganho do amplificador de poténcia

O amplificador de poténcia utilizado é um amplificador chaveado com PWM do tipo utilizado no
Experimento 8.5.1 com isolador oOptico e estagio de saida como mostrado na Figura 8.43
acionando um transistor de poténcia da familia TIP 120 da Texas Instruments para a alimentacao
da bobina L. Mais detalhes sobre o amplificador de poténcia, ver Secdo 8.4.1.

1%
K, = % (8.68)

em que u é o sinal de controle (entrada) e VM é o valor médio da forma de onda na bobina.
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Figura 8.43: Circuito do estagio de saida PWM e isolagdo Optica com R; = 4k7, R2=1k8, Q; = C
= BC547, Q, = TIP 122.

8.5 Aulas de Laboratorio

8.5.1 Controle de velocidade de motor CC
Obtencao do modelo do motor CC

Considere o problema de controle de velocidade de um motor CC. A partir da analise dos
modelos do motor CC (ver Secdo 3.1), as constantes de tempo e ganho podem ser obtidas com
base nos dados obtidos em um ensaio de excitacao degrau. O ensaio deve ser realizado de acordo
com o indicado no diagrama da Figura 8.44. O que se necessita é o registro simultaneo do
comportamento transitorio da corrente de armadura e da velocidade angular.

Na Figura 8.44, a resposta de velocidade é obtida com um tacogerador acoplado ao eixo do
motor usando um osciloscépio de aquisicdo e memoria digital. O tacogerador é um transdutor
que converte uma grandeza mecanica em uma grandeza elétrica.

O objetivo da primeira parte das aulas de laboratorio é obter as contantes de tempo e ganho
do motor CC a partir de um unico ensaio. A Figura 8.45 mostra a resposta degrau tipica da
corrente e da velocidade referente ao modelo 8, isto é, de um modelo linear de segunda ordem
completo.
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Figura 8.44: Diagrama esquematico do ensaio de tensao.
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Figura 8.45: Resposta de corrente e velocidade.



Simulacao da velocidade do motor CC com ruido

Considere a resposta do sistema obtida no ensaio ao degrau. Sem controlador, usando o modelo
do motor CC obtido e valores obtidos para o modelo do motor CC adicionar um sinal de ruido no
dominio do tempo na saida do tacogerador. Pode-se estimar as componentes de frequéncia do
ruido usando a transformada rapida de Fourier (FFT, das iniciais em inglés). Para isto, selecionar
um intervalo da saida do tacogerador apds o transitorio, seja tempo = [0,4s, 1s], e calcular o valor
médio do sinal no intervalo usando a tabela a seguir:

novosinal=sinal-mean(sinal)
L = size(tempo,1)
NFFT = 2" nextpow2(L)

definir sinal subtraido da média
obter a transformada de Fourier discreta (DFT)

NFFT da o nimero de pontos a ser usado para calcular a FFT e

nextpow?2 da a menor poténcia de 2 que é maior ou igual a L
usada para determinar o niimero de pontos para calcular a FFT
calcular a FFT

y = fft(novosinal, NFFT)

Pyy=y*conj(y)/L

f = 1/Ts*(0:NFFT/2-1)/NFFT

obter a densidade de poténcia

obter o vetor de frequéncias [Hz], Ts é o periodo de
amostragem

plot(f,Pyy(1:NFFT/2)),’r-’,‘LineWidth’,2) plotar a densidade de poténcia
[m i]=max(Pyy)
obter a frequéncia fundamental do ruido

sinalruido=sen(2*pi*f(i))+
sqrt(var(novosinal))*randn(NFFT,1)

ruido a ser adicionado na saida do tacogerador

Experimento de identificacao

Neste experimento, podem ser realizados diversos ensaios para determinacdo dos parametros do
motor e tacogerador ou um unico ensaio da resposta ao degrau. Os motores utilizados sdao um
motor Eletrocraft de 60 V com corrente maxima 5 A, velocidade maxima 6000 rpm e torque
maximo 0,353 Nm e um motor Faulhaber de 48 V com corrente maxima 1,9 A, velocidade
maxima 8000 rpm e torque maximo 0,110 Nm. Para ambos, a velocidade usada na realimentagao
é obtida com um tacogerador. A Tabela 8.5 fornece os parametros nominais desses motores.

Tabela 8.5: Parametros

R(Q) L(H) J(Nms2/rad) Ke(V s/rad) F (Nm) B(Nms/rad)
Motor Electrocraft

1,63 3x1073 367,20 x 1077 6,78 x 1072 2,15 x 1072 1,3 %1076
Motor Faulhaber

2,47 5x1074 1,1 x 107 6,73 x 1072 8,1 x1073 1,8 x 1073

1. Obter a constante Kig do tacogerador utilizando um encoder 6ptico. Para isto, com auxilio
de um osciloscopio medir a frequéncia fornecida nos terminais do encoder, a qual chama-
se fee a tensdo de saida do tacogerador para pelo menos 4 valores de Va. Para um encoder



optico de 1024 linhas, a frequéncia de uma rotacdo do motor é dada por fe/1024. Obter
também as frequéncias em rad/s. Apresentar os valores obtidos como na Tabela 8.6.

Tabela 8.6: Determinacdo de K,

\% f, Vig w Ky

W) (Hz) V) (rad/s) (V s/rad)

2. Aplicar um degrau de tensdo conectando a chave S como indicado na montagem dada na Fi
gura 8.44 com R « 1Q e Va= 12V e capturar a corrente e tensao.

3. Construir um vetor de tempo utilizando a taxa de amostragem e numero de amostras
capturadas. Organizar os valores de velocidade e tempo em um arquivo .dat para utilizar a
interface grafica “ident” (ver Secao 8.5.1) e obter a funcdo de transferéncia do motor CC
utilizando os dados obtidos no Item 2.

4. Obter a representacdo espaco de estado a partir da funcao de transferéncia obtida.

5. Construir o diagrama Simulink para o motor CC usando a funcdo de transferéncia dos
modelos obtidos ou a representagdo espaco de estado.

6. Repetir o item 5 adicionando um ruido na saida (sinal tacogerador). Considerar um sinal
ruido como a soma de um sinal senoidal com um sinal aleatério. Ajustar valores para a
variancia do sinal aleatério (ver Subsecao 8.5.1).

Experimento de controle de velocidade

Acionamento com PWM Nesta parte sera implementado o amplificador de poténcia com PWM
para o acionamento do motor CC. Os fundamentos bdsicos da utilizacdo, operacdo e da
construcdo deste amplificador devem ser consultados. Na Secdo 8.4.1 serd feita a identificacdao
da funcdo de transferéncia deste amplificador.

Os sinais do amplificador devem ser estudados por partes no protoboard e somente deve-se
passar adiante quando estes sinais estiverem de acordo.

1. Fixar o médulo PWM no canto de um protoboard e realizar as conexdes necessarias para a
devida alimentacao do médulo. Ver Figura 8.24.

2. Ajustar o potenciometro P1 do médulo PWM para estabelecer a frequéncia de operacdao do
PWM. Monitorar a forma de onda dente-de-serra no borne indicado na Figura 8.24.

3. Verificar o funcionamento do médulo PWM aplicando diferentes niveis de tensdao CC no
borne de entrada Ent JP1-1 deste e observando a saida pulsada correspondente no borne Sai
JP1-2 (Figura 8.24).

4. Conectar um transistor de poténcia da familia TIP 120 e o motor de acordo com o indicado
na Figura 8.26, obedecendo a indicacdo de polaridade na ligacdao do diodo com a fonte
externa.



Utilizando diferentes niveis de tensdo de entrada no borne Ent JP1-1, verificar o
5. funcionamento do motor.

Controle de velocidade Nesta secdo sera implementado o sistema de controle a malha fechada
através da realimentacdao da velocidade do motor CC via um tacogerador ligado ao eixo do
mesmo. O controlador PI deve ser implementado em um protoboard utilizando 3 estagios de
amplificadores operacionais. A Figura 8.46 ilustra os equipamentos utilizados e a Figura 8.28
mostra o diagrama esquematico do sistema a malha fechada, incluindo o controlador PI.

S |

Figura 8.46: Bancada do experimento controle de velocidade de servomotor CC.

1. Utilizando o motor como carga, obter o ganho do amplificador de chaveamento. Lembrar
que a fonte externa é de 12 V. Indicar o procedimento e resultados como na Tabela 8.7.

Tabela 8.7 Obtencdo experimental de K,

v Ton Vi, K,

2. Indicar como o valor de Ka pode ser obtido analiticamente.
3. Comparar o valor de Ka obtido experimentalmente com o valor obtido analiticamente.

4. Encontrar a FTMA, incluindo o ganho do tacogerador denominado Kt e o ganho do
estagio atenuador adicionado ap6s o tacogerador denominado Kat.

5. Utilizando a FTMA obtida no Item 4, obter a velocidade do motor usando o Simulink.
Incluir o PWM como um ganho. Fazer uma analise quantitativa do valor de regime de w(t).

6. Ainda no Simulink, considerar o sistema a malha fechada com controlador tipo
proporcional K(s) = Kp . Verificar o valor maximo de KP permitido, considerando a



limitagcdo de entrada do PWM (a amplitude da dente-de-serra ndo deve ultrapassar o valor
de 10V). Prever no diagrama de simulagdao um elemento ndao linear do tipo saturacao (0 —
10V).

7. Indicar o diagrama de blocos do sistema a malha fechada e dar sua funcdo de transferéncia
para Kp = 1 e Kp maximo, explicitando o valor dos polos do sistema a malha fechada.
Utilizar [A,B,C,D]=linmod(‘diagrama’) com diagrama o nome do arquivo.mdl contendo o
diagrama de blocos do sistema a malha fechada e T=ss(A,B,C,D).

8. Projetar um controlador PI, adotando & = 0,7, tempo de acomodacgdo (ts) do sistema
controlado como sendo 50% do mesmo tempo para o processo ndo controlado e erro de
regime nulo utilizando a fato de que apenas a velocidade é disponivel para medida. Utilizar
a interface de projeto ritool do Matlab para o projeto do controlador via o método do lugar
das raizes. Rever o método do lugar das raizes (Franklin, Powell & Worman 1990, Dorf &
Bishop 2000, Ogata 1995).

9. Implementar o controlador PI em um protoboard. Ver Figura 2.21 para uma sugestdao de
circuito usando amplificadores operacionais.

10. Realizar a realimentacdo para acionar o motor com o sistema a malha fechada.
11. Verificar o sinal de erro quando ocorre uma perturbagao de torque.

12. Obter a resposta transitoria da saida do sistema controlado. Medir alguns valores de tempo
e velocidade destacando tempo de pico, tempo de acomodacdo e o valor de regime da
velocidade.

13. Obter o sinal de controle u(t). O sinal de controle deve ser constante em regime
permanente.

Questodes a serem respondidas
1. Comparar as respostas de velocidade e erro simuladas e obtidas de modo experimental.

2. Verificar se a especificacdo de tempo de acomodacdo e de erro de regime nulo foram
atendidas.

3. Comentar sobre o efeito da realimentacdo na reducao do erro de regime.

4. Apresentar a funcdao de transferéncia do sistema com controlador a malha fechada,
explicitando o valor dos polos do sistema a malha fechada.

8.5.2 Controle de velocidade do motor brushless

A acgao de controle proporcional atua na resposta transitoria do sistema, enquanto a acdo integral
atua no erro de regime permanente de modo que a saida possa acompanhar uma referéncia
constante com erro nulo. A partir do modelo matematico do motor identificado utilizar a
interface de projeto toolbox “SISO Design Tool” (rltool) para obter os ganhos KP e K; . O ganho



total de realimentacao calculado para o motor usado é KV T x Kr= 37,3 x 0,097 = 3,9181. A Figur
a 8.47 mostra o diagrama de blocos do sistema em malha fechada. O ganho de entrada KV T
transforma a referéncia dada em rad/s em volts tendo em vista que sinal de realimentacdo é dado
em volts. O ganho do amplificador de poténcia denotadoKP WM pode ser obtido da mesma forma
que no caso do motor CC mas considerando o intervalo [0 1] para o ciclo de trabalho do PWM.

1. Ajustar o ganho e a posicao do zero do controlador PI de modo que o sistema responda
com tempo de acomodacdo ts menor que 0,6s. A referéncia a ser seguida é a velocidade
desejada, neste caso normalizada de 0 a 100, sendo O a velocidade minima e 100 a
velocidade méaxima de rotacao conforme os dados apresentados anteriormente na Tabela
3.4.

2. Simular a resposta e verificar se o tempo de acomodacao especificado foi atendido.

3. Simular o sinal de controle de controle e verificar se esta dentro do intervalo [01].

Controlador P1

Kyr

Figura 8.47: Diagrama de blocos do sistema em malha fechada.

8.5.3 Estabilizacdao e componentes da realimentacao do sistema de suspensao
magnética

Componentes da realimentacao

1. Utilizando a configuracdo do sensor de posicdo, faca o esbogo da curva caracteristica de
transferéncia do sensor (posicdo da esfera hx tensdo de saida do sensor vh), vh(V)).

Figura 8.42. Construir uma tabela com pelo menos 5 valores para o par (h(mm)

2. Obter o ganho do sensor de posicao c1. Para isto, considere a linearizacao da curva tracada
no item 1 em torno de um ponto de equilibrio he escolhido entre os extremos da regido da
curva em que o sensor atua mais linearmente tracando uma reta tangente a curva passando
por este ponto.



3. Obter o ganho Ka a partir de medidas de VM e u (ver 8.4.1).

4. Apresentar o diagrama de blocos, o diagrama de simulacao no Simulink e a funcdo de
transferéncia do sistema de suspensao magnética.

Estabilizacao

Nesta secdao é apresentado o controle do sistema de suspensdo magnética, o qual possui a
configuracdao de controle de avango de fase. Para obter os parametros do controlador ke, tp e tp
pode-se utilizar a fungdo rltool do Matlab. A partir dos parametros de GMA(s) (6.39) fornecido na
Secdo 3.3.2 e com C(s) substituido pela funcdo de transferéncia do controlador de avango de fase
(6.4.1), pode-se tragar o diagrama de lugar de raizes para o ganho do compensador variando em
um intervalo definido para analisar a estabilidade do sistema. O circuito a ser utilizado na
implementacdo do controle avango encontra-se esquematizado na Figura 8.48 e o diagrama de
blocos do sistema realimentado completo é mostrado na Figura 8.50.
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Figura 8.48: Configurac¢do do controlador avango analdgico com tz = R,C; e tp = R2C2 e CI’s 741
(o valor de R8 fornece a corrente de equilibrio).
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Figura 8.49: Diagramas de simulacdo do sistema de suspensao magnética.




A bancada utilizada neste experimento é mostrada na Figura 8.51 e o diagrama esquematico
do sistema a malha fechada na Figura 8.52.
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Figura 8.51: Bancada do experimento de controle sistema suspensdao magnética.

1. Apresentar na forma de fungdo de transferéncia e espaco de estado o modelo do sistema de
suspensao magnética.

2. Projetar um controlador de avanco de fase utilizando o sistema linearizado para estabilizar
o sistema ndo linear via a ferramenta rltool. Verificando a estabilidade para uma faixa de
valores de tz e tp e valores de kc (obter valores de kc correspondentes aos pontos de
cruzamento no eixo imaginario no plano complexo s). Obter o diagrama do lugar das
raizes.

3. Usando os diagramas de simulagdo Figura 8.50 com o controlador projetado comparar a
resposta do sistema linearizado com a do sistema ndo linear. Verificar o efeito das
condicdes iniciais. Os diagramas da bobina e da esfera sdo também mostrados na Figura 8.
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Figura 8.52: Diagrama esquematico do sistema de controle.

4. Para os casos considerados acima, obter a resposta em frequéncia da malha aberta e as
margens de estabilidade. Incluir resposta sem o controlador. Obter também o diagrama de
Bode do controlador.

5. Obter a resposta a um degrau de perturbacdo do sistema para diferentes configuracdes do
controlador avancgo de fase.

6. No circuito da Figura 8.48, ajustar os potenciometros R1, R2 e R4 para corresponder a
funcdo de transferéncia C(s) escolhida e, o potenciometro R8 para que o nivel médio de
tensdo na saida acarrete uma corrente ie na bobina para a esfera na posicdo de equilibrio he
desejada.

7. Na bancada, estabilizar a esfera para os valores de kc encontrados no item 2 e diferentes he
e verificar o comportamento transitorio da posicao h e do sinal de controle u variando-se o
ganho Kc do controlador.



Capitulo 9

Controladores Digitais

Neste capitulo, controladores do tipo PID, tempo minimo (dead-beat em inglés) e a
realimentacdo de estado na forma digital incluindo controladores H» sdo considerados. Para o
projeto sao consideradas técnicas de sintese com o Matlab/Simulink e para a implementacdo
digital o uso do LabView e microcontroladores da familia PIC e dsPIC.

As aulas de laboratério inicialmente sdo dirigidas a implementacdo digital das acdes de
controle basicas tipo P, PI e PID associadas a uma planta simples e linear. Também sdo
consideradas a implementacdo digital de controladores de tempo finito e por realimentacdo de
estado. A seguir, outras aulas de laborat6rio visam a aplicagdo desses controladores na regulacao
de velocidade de motores elétricos, na estabilizacdo de um sistema de levitagdo. As principais
referéncias deste capitulo sdao Isermann (1989), Ogata (1997) e Franklin et al. (1994).

9.1 Sintese de Controladores Digitais

Para a sintese de controladores digitais pode-se utilizar uma abordagem paramétrica ou
estrutural. No primeiro caso, a estrutura e a ordem do controlador sdo conhecidas e os seus
parametros sao obtidos usando um critério de otimizacdo ou regras de sintonia. Na abordagem
estrutural, tanto a estrutura quanto os parametros do controlador sdao obtidos. Nessa ultima classe
inclui-se o controle por realimentacao de variaveis de estado. Os controladores paramétricos
englobam por sua vez os controladores P, PI, PID, avanco, atraso e avango-atraso, por exemplo.
A estrutura tipica de controladores paramétricos € indicada a seguir na Figura 9.1, na qual a
estrutura do controlador aparece em cascata com o processo. Eventualmente o controlador pode
ser colocado no ramo da realimentacao.

Controlador Planta

Figura 9.1: Estrutura de um sistema de controle de malha simples.

As metodologias de sintese de controladores digitais, em geral seguem aquelas utilizadas
para o caso de controladores de tempo continuo. Alguns controladores digitais, entretanto, sao
projetados por técnicas discretas nao aplicaveis ao caso continuo, como é o caso dos
controladores de tempo minimo.



A obtencdo de controladores digitais a partir da sua representacdo continua pode seguir
diversos procedimentos como sera visto nesta secdo. Em alguns casos, se o tempo de
amostragem for suficientemente pequeno, o projeto ou sintese do controlador pode ser realizado
no dominio de tempo continuo e discretizado em seguida para a obtencdo da lei de controle
discreta ou digital.

Os controladores sdo descritos de duas maneiras tipicas, ou seja, pela equacao diferencial-
integral ou pela respectiva fungdo transferéncia no dominio da variavel s. Partindo-se da equacao
diferencial, usa-se os métodos de aproximacdo das derivadas ou das integrais, e partindo-se da
descricdo na variavel s, substitui-se a variavel s por sua aproximacdo em z. As diferencas basicas
de procedimentos sdao relacionadas com o método de aproximacdo utilizada. Os principais
métodos de aproximacdo foram descritos na Secdo 7.5. Na sequéncia serd exemplificado a
aplicacdo dos métodos de discretizagao.

9.2 Controlador PID-Basico Discreto

No caso continuo, uma agdo de controle PID-basica ou fundamental é representada como:

ult) = Kp le(t)+% /0 e('r)dT—l—TddZ(:) (9.1)
_u(s)
Gpip = e(s)
2 Kp
_ KPTdS —|—KPS —+ T, (92)

S

No caso discreto, supondo um tempo de amostragem pequeno, (9.2) pode ser descrita em
forma de uma equacdo a diferencas, aproximando-se a integral e a derivada pelas aproximacdoes
vistas no Capitulo 7, obtendo-se pela aproximacdo da integral pela férmula retangular anterior
como segue:

u(k) = Kp |e(k) + % Z_: e(j) + % (e(k) —e(k—1))] . (9.3)

e uma forma recursiva correspondente para u(k) pode ser obtida partir de (9.3):
u(k) — u(k —1) = qoe(k) + qre(k — 1) + qre(k — 2) (9.4)

com



J T
q = —Kp (1 + Qi — T@) ] (9.6)
T,
= Kp—. 9.7
42 PTS (9.7)

A respectiva fungao transferéncia para o controlador PID discreto (9.4) é da forma

u(z)  qo+ gzt + gaz?
GPID(Z) = 6(2) = 1 — 21 : (98)

Uma funcdo de transferéncia diferente pode ser encontrada quando se usa a aproximacao da
integral pelo método trapezoidal, ou por aplicacio de um dos outros procedimentos de
discretizacdo descritos anteriormente. Os controladores PID sdo utilizados em cascata como
indicado na Figura 9.1.

O controlador PID digital pode ainda ser obtido através de analise/sintese diretamente no
dominio de tempo discreto. Desta forma parte-se da respectiva forma discretizada do processo a
ser controlado e agregando-se a estrutura do PID, por exemplo, obtém-se a funcdo de
transferéncia em malha fechada. Com base nos requisitos de projeto tipo, resposta transitoria e de
regime, estabelece-se procedimentos de ajuste dos parametros q,, q; e g, do PID.

Através de solucao analitica, deve-se estabelecer trés condi¢oes de desempenho para obter os
trés parametros do PID. Como, em geral, as condicoes de desempenho do processo como um
todo ndo sdao independentes, a solucdo analitica pode ser trabalhosa. Neste ponto, a utilizacao de
ferramentas computacionais de andlise/sintese como o Matlab é de grande valia. A funcao rltool
das versdes recentes do Matlab permite o estudo e verificacdo simultdnea de desempenho de
diversas formas e estruturas de controladores.

A funcao rltool utiliza a descricao do processo/controlador a partir do lugar das raizes e
também a partir do diagrama de Bode, onde se pode entdo estipular indices de desempenho em
termos da frequéncia. Esta funcdo opera para descricdo do processo tanto na forma continua
como discreta e ainda permite a conversao de uma descri¢ao para a outra.

9.2.1 Ajuste de ganhos para controlador PID discreto

Os métodos de ajuste por tabelas sdao indicados para processo com comportamento do tipo passa-
baixa contendo ou ndo elementos de atraso puro. Além das tabelas de sintonia de PID continuo
que pode ser discretizado, existem as tabelas para a sintonia de PID discreto, ou seja, levando-se
em conta o intervalo de amostragem T . Para o caso do PID bésico segundo (9.3), os coeficientes

discretos q, q, e g2 sdo calculados com as férmulas (9.5) a (9.7) com os parametros da Tabela

9.1 e usando (9.4).
A Tabela 9.1 refere-se a resposta a entrada degrau e normalizada. Para o caso de utilizacao

AL - . 1
da resposta em frequenc1a com oscﬂa(;ao constante ou decaimento Z usa-se 0S mesmos

parametros da Tabela 8.1. Em todos os casos deve-se garantir que o intervalo de amostragem



seja menor ou igual a um décimo da constante de tempo dominante. Para o caso do método da

. Ts
resposta ao degrau, recomenda-se ainda que — < 0,1.
T

9.3 Controlador de Tempo Minimo

Controladores de tempo minimo (TM), chamados muitas vezes pela sua denominacao em inglés,
controladores dead beat, sdao projetados quase que exclusivamente no dominio discreto e
permitem impor que a resposta do sistema controlado seja extremamente rapida. De outra forma,
define-se o controlador de tempo minimo, tal que o sistema controlado reproduza exatamente a
entrada, embora com um atraso puro. Pode-se formular o problema de obter um controlador de
tempo minimo fazendo com que a relagao saida-entrada seja dada por:

y(2) _ -n
i (9.9)

Tabela 9.1: Parametros do PID discreto segundo o método Ziegler-Nichols pela entrada degrau
normalizada.

Parametros do PID discreto para (9.4)

KP Ti Td
Método com resposta P 7 _Z T, i}
ao degrau normalizada | PI O79L j T 3,33(L - 35)
2
T (L+ %) 51E
PID 12 2 = 9— =
" L4 T, T 2

para um processo de ordem n. Isto representa que para um processo de ordem n, apos n-periodos
de amostragem, a saida segue exatamente a entrada. Para este tipo de controlador ndo se estipula
como deve se comportar o sistema controlado entre os instantes 0 e n — 1. Os controladores de
tempo minimo sdo utilizados em cascata como indicado na Figura 9.1.

9.3.1 Projeto do controlador de tempo minimo

A partir de procedimentos analiticos que imponham as condi¢oes de desempenho de tempo
minimo, encontra-se para este tipo de controlador a seguinte funcdo de transferéncia

Q(»)
Cruz) = 1750,
g+ @zt g4 gz (9.10)
L—ppg ] —pp 2 — - - —ip T '

em que os coeficientes ou parametros do controlador sdao obtidos diretamente da formulagado
discreta ou discretizada do processo a ser controlado. Dessa forma, se o processo é descrito pela



sua funcdo de transferéncia em z

B(z)  bo+ biz Y pbyz% sim o bz

- 9.11
A(Z) 1—|—a1z_1—|—a22—2+...+anz—n ( )
os parametros do controlador sao obtidos como sendo
g1 = aig p1=biqo
@2 = axqp p2=baqo
g3 = asqo p3 = aszqo
n = Qanqo Pn = anO
(9.12)
n n
sz' = Qo Z bi=1 (9.13)
que fornece
: (0) (9.14)
Q= 75— = U ;s 1
Zi:l bi

Substituindo os coeficientes do controlador tempo minimo dados em (9.12) na funcao de
transferéncia (9.10), GTM (z) pode ser rescrita como:

u(z) | @A()
e(2)  1-wBE)

A partir de (9.15) obtém-se entdo a lei de controle digital denominada controle TM(n) a ser
executada na estrutura de controle digital.

Grum(z) =

(9.15)

Consideracoes sobre a sintese do controlador TM

1. Da deducdo realizada acima, observa-se que os parametros (coeficientes) do controlador
TM(n) sdo obtidos diretamente a partir dos coeficientes da funcdo de transferéncia do
processo discreto ou discretizado.

2. Através de (9.14), observa-se que a primeira acdo de controle TM, u(0) = qo para k = 0,
sera inversamente proporcional a soma dos coeficientes bi do processo discretizado.

3. Desde que os coeficientes bi do processo discretizado serdo tanto menores quanto menor
for o intervalo de amostragem Ts, deve-se ter um estreito compromisso na escolha de Ts
para este tipo de controlador.



Exemplo 9.1 Calcular um controlador DB(v) para o processo indicado, sendo T, = 4s.

1,0
G) = Qs T DT hs + D05 £ 1)

A discretizag¢do do processo pelo método de invaridncia ao degrau produz a versdo digital
dada por:

s = —2 gl SPl)

z—1 s

blz_l -+ 622_2 -+ b32_3
14+a1z7t +asz=2%2 +azz—3

com a; = —1,7063 a2 = 0,9580 a3 = -1,1767, b; = 0,0186 b2 = 0,0486 b3 = 0,0078. Com auxilio

das expressoes deduzidas em (9.12) e (9.14) obtém-se a fungdo transferéncia do controlador DB
desejado como sendo:

Cpp() = 13,3258 — 22,7378 21 + 12,7665 22 — 2,3546 =3
BB 0,2478 =1 10,6480 2—2 40,1042 z—3 '

A respectiva resposta a um entrada degrau do sistema em malha fechada com o controlador
DB obtido é vista na Figura 9.2. Para a obten¢do da resposta com comportamento DB do
processo é necessdria a agdo de controle mostrada na Figura 9.3. Observa-se que para a devida
resposta DB ocorrem variagées bruscas e intensas da agdo de controle que deve estar disponivel
e que o processo deve suportar tais variagoes.




i : ? 1)=10,2478
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- 1(2)= 0,8958
1(3) = 1,000
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Figura 9.2: Resposta do sistema controlado.
4 u(k)
13,3258
33546) | u(0)= 13,3258
u(l)=-9,4119
; ko w(3)= 1,000
I 12 3 4 u#=1,000
o N[ ] P—

Figura 9.3: Comportamento da acdao de controle necessaria no sistema controlado.
Deducao do controlador TM com limitacao da acao de controle

Com base em (9.14), nota-se que a primeira agdo de controle € igual ao coeficiente q,, u(0) = q,,

a qual geralmente resulta muito elevada. Por questdes de realizacdo pratica ou limitacdes fisicas
do processo, é usual impor-se uma certa limitacao da acao de controle. Isto pode ser conseguido,
permitindo-se um tempo maior para que a saida acompanhe a entrada.

No caso do controlador TM(n+1), adota-se para um processo de ordem n que somente a
partir do instante n + 1 a saida acompanhe a entrada. Utiliza-se a notacao controlador TM(n + 1)
para o controlador TM com esta caracteristica. Com um procedimento analitico equivalente ao
realizado na dedugdao do TM(n), obtém-se que os parametros do TM(n + 1) sdo dados pelas
Equacoes (9.16) e (9.17):



go = u(0) condigao imposta pelo projeto

R pr—
q = 4qo \a1 — n
Zi:l b
1
@ = q (a2 —a1) + =
Zi:l bi
az
3 = qo(as—a2) + =x
Zi:l bi
- Gy
an = QO(an - an—l) S Zn 1b'
=1 Y8
1
— — 9.16
4n+1 an( qo =+ Z?zl b@) ( )
P1 = qob
b
P2 = Qo (b2—bl)+zn—1b
=1 "7
by
P33 = qo (bs—bz)-l-zzngb
i=1 %
b,,_
Pn = qolbn —bp_1)+ Zn—lb
i=1Y%
1
Pnti = bp(—@+ =) (9.17)
Zi:l bi

A formulagdo do controlador TM(n + 1), tal como no caso anterior sera descrita por:

go+az @z 24 gz + gugprz~ (P

1 —piz=! — paz—2

@A) - 20)
1—qB(z"1)(1 - 27)

a

— o — P8 — P e O

(9.18)

com



1 1

A i

. 4o Zé:l bi

No caso do controlador TM(n + 1), a primeira acao de controle sera imposta por u(0) = qo.
Porém a segunda acao de controle u(1), para k = 1, pode ser equacionada como sendo

1
—_—
Zfa=1 bi
Caso se exagere na reducdo da primeira acdo de controle em k = 0, pode ocorrer que a segunda,

em k = 1, extrapole os niveis desejados, ou se esta ndo for executavel, o desempenho esperado
ndo serd atingido. Para se ter u(1) < u(0), deve-se escolher q, = u(0), tal que

u(l) = g + q1 = aqu(0) + (9.19)

1
— < :
=TS b

i=1

u(0)

(9.20)

Exercicio 9.1 Calcular um controlador DB(v + 1) para o Exemplo 9.1, tal que u(0) = u(1).

9.4 Controle por Realimentacao de Estado Discreto

O problema de controle por realimentacdo de estado pode ser formulado da seguinte maneira.
Dado um processo descrito por variaveis de estado discretas

x(k+1) = Fx(k)+ H u(k)
y(k) = Cx(k) (9.21)
com F € Rnxndeseja-se obter uma lei de realimentacdo de estado da forma u(k) = —Kx(k) para o
estado e/ou a saida y(k) atendam a requisitos de desempenho ou de projeto. A representacao

esquematica em diagrama de blocos do sistema a malha aberta e do sistema com realimentacao
de estado sao mostradas nas Figuras 9.4 e 9.5.

x(k+1)

) 4

o

Figura 9.4: Diagrama de blocos sistema na forma espaco de estado.



Figura 9.5: Diagrama de blocos sistema a malha fechada com realimentacdo de estado.

Para o caso monovariavel (SISO de single-input single-output em inglés), o sistema
controlado com u(k) = —Kx(k) tem a representacao

z(k+1) = (F—-HK)x(k)+ H r(k)
y(k) = Cx(k) (9.22)

com equacao caracteristica dada por:
det(z — F + HK) =0 (9.23)

e sendo

K = [kyp kn1 -+ ko ki].

A sintese do controlador via realimentacdo de estado, resume-se entdo na escolha adequada
do ganho de realimentacao K.

9.4.1 Posicionamento de polos

Supondo (9.22) um sistema SISO, a forma candnica controlavel possui a forma

0 1 0 0
(_an _kn) (_an—l _kn—l) (—(11 _kl) 1

(9.24)

Com u(k) = —Kx(k) a equagao caracteristica para a representacao (9.24) pode ser obtida como:



det(zI — F+ HK) = (@n+kn)+ (@n_1+kn_1)z4---+ (a1 + k1)2"!

= Qntani1z+-+az"+2" (9.25)
= (2 —201)(z — 2a2)(z — 2a3) " - (2 — zan)
= 0

cujo polindbmio em a(z) é um polindmio com as caracteristicas de desempenho dinamico
desejado para o sistema de controle. Este polinomio é definido, imposto ou previamente
calculado pelo projetista para atender as especificacdes de controle desejadas.

A solugdo para o vetor de ganhos do controlador pode, entdo, ser encontrada a partir das
igualdades:

k'@' = ; — CL@',’IZ = 1, MR N (926)

Caso o sistema nao esteja na forma candnica controlavel a obtengdo dos ganhos kis ndo sera
tdo trivial como em (9.26). O procedimento envolve a obtencdao de uma matriz de transformacao
de equivaléncia. Utilizando o Matlab, este problema é resolvido com o comando acker ou place
que resolvem exatamente este problema, bastando especificar as matrizes F , G e o vetor com 0s
polos desejados, que é denotado z' ;s para o sistema controlado.

Exemplo 9.2 Considere o processo descrito no espago de estado (continuo) a sequir e investigue
uma solugdo de controle de realimentagdo de estado. Nesse caso, um tempo amostragem de 0,5
seg deve ser usado e os polos desejados do processo controlado foram escolhidos para garantir
uma reposta dindmica com sobressinal de 15% em 2,6 seg.

0 1 0 0
A= 0 0o 1 |, B=|0|, c=[10 0], D=0
-01 -2 -3 1

e polos escolhidos como:
sips=|—05%£022 -2,

Para este caso, o ideal é processar toda solu¢do no dominio do tempo discreto. Tomando-se
todos os dados com devidas discretizagdes, obtém-se:

0,0985  0,4707 00,0774 0,0146
F=| -00077 08438 0238 |, h=|0074 |, C=[1 0 0]
—0,0239 —0,4848 0,1282 0,2385

e os respectivos polos desejados, mapeados no plano-Z resultam em:



2193 = |0,4208 +0,6553i 0,8896|.

Para o processo com uma simples realimenta¢do de estado, alocando-se a dindmica de
acordo com os polos desejados, obtém-se com o comando place ou acker, o ganho de
realimentagdo dado por:

K =place(F h, Py) = [7,6767 5,6483 0,8896]

Para este caso a resposta obtida da saida e da devida agdo de controle é indicada nas Figuras
9.6e09.7.

Observa-se neste caso que a saida apresenta a dindmica desejada, porém com elevado erro
de posigdo ou erro de regime para entrada degrau. Uma solugdo para o erro de regime é a
utilizagdo de um ganho de pré-filtro. A correcdo automdtica desta situagdo é conseguida com a
inclus@o de uma agdo integrativa atuando sobre a saida em forma de uma realimentagdo
adicional.

4 (1)
0.16 |

0,14
0,12
0,1
0,08
0,06 |
0,04 }
0,02
0,0h4 — — : : —
0O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 9.6: Resposta do processo com realimentacdo de estado.
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Figura 9.7: Acdo de controle da realimentacdo de estado.

9.4.2 Regulador quadratico
Horizonte de tempo finito

O problema do regulador quadratico pode ser formulado da seguinte forma. Obter a sequéncia de

controle uyN = {ug,uy, - * + ,uy _1} para minimizar a fungdo de custo quadratica
i 1
Jrp(m) = 5 Z riQuy, + ul Ruy + 5:5%52:]\[ (9.27)
k=0
sujeito a

Tp+1 = Azgp + Buy, k=0,1,.., N e zp conhecido

em que S e Q sdo matrizes simétricas semidefinidas positivas e R é uma matriz simétrica definida
positiva.

Uma estratégia de controle 6timo tem a propriedade de que qualquer que seja a condicao
inicial e a lei de controle dos estagios iniciais, a lei de controle dos estagios remanescentes deve
formar uma lei de controle 6timo, com respeito aos estado resultantes das leis de controle dos
estagios iniciais. A seguir o principio de otimalidade de Bellman €é apresentado.



Sejam uk = wk,y = Wk, u*,, ..., u¥y ; a sequéncia que minimiza Jy(u) e x*¥,,x*,, ..., x¥y_; a
trajetoria de estado correspondente a u¥,,

Principio da Otimalidade de Bellman. Se a sequéncia de controle u*,, é otima para o
problema de controle completo, entdo, u*; oy = (W%, g, ., Wy ;) € uma sequéncia Gtima para
os ultimos N — j estagios partindo-se de x* > o seja, para o problema de controle intermediario.

Teorema 9.1 A lei de controle 6tima u*, k=0, 1, 2, ..., n — 1 tal que a fung¢do custo JN (u) sujeita
a xk+1= Axk+ Buk, k=0,1, - - -, N e x(0) conhecido

seja minimizada é dada por
uf = —(R+BTP3i+1)"'BTP(i + 1) Az} (9.28)
em que
Pi)=Q+ATPi+1)A— (BTPE+1)AT(R+BTPGE+1)B)"Y(BTP(i +1)A).

Prova: (indugdo) Seja Jy 7 (x/ ),j =0, 1, 2, ..., N o valor da fungdo custo no intervalo [j, N]:

In—j(z;) =

[\DIH

N-1
Z ri Qxy + up, Ruy, + %x%SxN (9.29)
k=j
e defina:
fN—j (.CCJ) = H&IAH JN—j (R?j)?] = 0,, 13 2? vavs N
J

A equacgdo acima é referenciada como equacgao de Bellman. Paraj= N :

1

fo(JJN) — Qir%SJEN

Paraj=N-1:



filen-1) = Tglvi_ﬂlJ1(xN—1)

1 1

= mln[ﬁx%SxN e ﬁ[x%Q:cN_l o' urf\}_lRuN_ﬂ]
: 1 T T

= InlIl[fo(CCN) + §[$N_1Q5'3N—1 + UN_1RUN—1H-

Apos substituicoes e manipulagoes algébricas tem-se
fl(xN_l) = min Jl(xN_l)

UN -1

1 il
= Wiy, [51:%_1(@ + ATSA)zn_1 + 51'7]:,_1ATSBUN_1 +

%uﬁ_l (R+ BTSB)un_1 + %uﬁ_lBTSAxN_l].
Pode-se entdo encontrar a lei de controle 6tima minimizando J;(xy _;) em relagdo a uy _;:
uwh_1=—(R+BTSB) 'BTSAxzY_,. (9.30)
Usou-se aqui o fato de que (R + BT SB) é simétrica. Defina agora

P(N) = S
P(N—-1) = Q+AYSA—(BTSA)Y(R+BYSB)"}(BTSA).

A equacdo acima é conhecida como a equagdo discreta de Riccati. Pode-se obter os custos
otimos associados a lei de controle 6tima para os estagiosj=Nej=N — 1:

folen) = ZERP(N)zy (9:31)
filanot) = 5@k PN~ Dawo. (9.32)
Faca agoraj=N -2
folzn—2) = minnJs(zy_s)

. .1 il
= 521112[593%_2Q$N—2$N_2 + §u%_gRuN—2 + filzn-1)].

Da mesma maneira que no caso anterior, obtém-se a lei de controle 6tima para os dois ultimos
estagios:

uy_o=—(R+BTP(N-1)B)"1BTP(N —1)Az}_, (9.33)



e 0 custo o0timo associado

1
folzn_2) = §$%_2P(N — 2)zN_2

com
P(N-2)=Q+ATP(N-1)A—(BTP(N-1)A)T(R+BTP(N-1)B)"1(BTP(N -1)A).

Assuma paraj =1i— 1 que

u'_y = —(R+BTP()B)"'BTP(i)Az}_, (9.34)
e

fN—(i—l)(fEi—l) = §$¢—1P(@ — 1)z (9.35)
com

Pi—1)=Q+ ATPH)A— (BTP(H)A)T (R + BTP(#)B)"1(BTP(:)A).

Aplica-se agora o principio de optimalidade partindo-se de j = i—1 com custo fy ~(; "D(x; _;) dado
por (9.35), obtendo:

fN—i(xi) = miﬂnJN—i(xz')
1

1
5:::?@3:@ + ui Ru; + fy——1)(zi-1))]-

2

= min]|
u;

Substituindo fy ~(; "D(x; ;) e minimizando Jy 7; (x; ) com respeito a u; tem-se a lei de controle

para j =i como:
uf = —(R+BTP(i+1)B)"'BTP(i +1)Ax? (9.36)
com a equacao de Riccati fornecendo a lei de obtencao de K(i):

P(i)=Q+ATP(i+1)A—(BTP(i+1)A)T(R+BTP(i+1)B)"Y(BTP(i+1)A). (9.37)

O



O custo 6timo da lei de controle u* é obtido como segue: Para j = 0 tem-se J* | T  (X,, Up) :=
fn (o) =2 xy P (0)x, que € o custo minimo para o problema de controle total, come¢ando em x,,.

Resumo das equacoes do regulador. As equacdes do regulador quadratico podem ser
resumidas da seguinte forma

u; = —K ()] (9.38)

em que K(i) = (R+ BTP(i + 1)B)"!BTP(i + 1)A) com P(i) = Q + ATP(i + 1)A —
(BTP(i + 1)A)T(R + BTP(i + 1)B)"(BTP(i + 1)A) e Jy_;(z:) = Ao P(i)a:.

9.4.3 Horizonte de tempo infinito

Para o problema de horizonte de tempo infinito, N = o, quando o desempenho desejado é ao
longo do tempo, a funcdo custo torna-se:

Ju) =

| =

> o Qi + uf Ruy (9.39)
k=0

uma vez que a condicdo final ndo é mais necessaria desde que xN converge para zero. Uma
importante condi¢do é que o sistema a malha fechada seja assintoticamente estavel. Deseja-se
portanto J(u) < oo levando a condicdo de que (A, B) seja estabilizavel.

Condicoes do problema de horizonte infinito
a) O par (A, B) estabilizavel por realimentacao de estado
b) O par (A, C) detectavel onde C é uma matriz n x n tal que CCt = Q.

As equacgdes do problema do regulador podem ser obtidas fazendo P (i) = P nas equagdes do
problema de horizonte finito, fornecendo

uf =—Kagz} (9.40)
K=(R+B'PB)"'BTPA (9.41)

com a equacao algébrica discreta de Riccati definida como segue:
P=ATPA+Q— (BT"PAT(R+ BTPB)"Y(BTPA) (9.42)

e com o custo 6timo dado por:

T (xo) i= fn (o) = %xg”Pxo. (9.43)



Observacao 9.1 No problema de horizonte infinito a solu¢do da equagdo de Bellman estd
relacionada a solugdo da equacgdo algébrica de Riccati.

Para o problema regulador de tempo finito (N é finito) ndo é necessario que o processo seja
controlavel, observavel ou mesmo estavel. Assim, o objetivo do regulador de tempo finito é levar
x(0) para o mais préximo possivel do equilibrio 0, mas x(N ) ndo é especificado. Sob as
condicoes de estabilizabilidade e detectabilidade (condi¢des menos conservadoras que
controlabilidade e observabilidade) pode-se mostrar que existe uma tnica matriz P ndo negativa
definida satisfazendo a equacdo de Riccati. Um sistema a malha aberta estabilizavel ndo implica
que o sistema a malha fechada projetado pelo método do regulador quadratico seja um sistema
assintoticamente estavel.

Exemplo 9.3 Seja o sistema de primeira ordem

Tk4+1 = Tk T Uk

o qual é instavel mas controladvel e portanto estabilizavel. Com uk = —Kxk , para |1-K| < 1 o
sistema € assintoticamente estdvel. Para o problema de tempo infinito, escolhendo

y
Joo(u) = 5 kAl
k=0

2
tem-se uk, P x*,, P, é a matriz de Riccati P = P — il cuja solugdo é P = 0. Portanto, uk =0
1+P 1+P

para todo k e a malha fechada ndo é assintoticamente estdvel. Razdo: Q = 0 e x é ndo observdvel
por Jo(u), Q positiva definida é suficiente para assegurar observabilidade do par (A, C).

9.4.4 Controlador com observador de estado

Dado que em muitos processos o acesso a medicao de determinadas variaveis de estado é muito
dificil e ou resulta em um sensoriamento muito caro, torna-se interessante o uso de um
observador de estado, que utiliza informagOes apenas da entrada e da saida do processo. A
combinagdo do observador com um controlador de realimentagdo de estado é indicada na Figura
9.8. O procedimento de obtencdao do observador de estado sera indicado a seguir tomando-se
como base o diagrama desta mesma Figura 9.8. Considerando



Observador
de estado

Figura 9.8: Planta com observador de estado.

o processo descrito por (9.21) e admitindo u(k) e y(k) exatamente conhecidos ou mensuraveis
pode-se definir o erro de observacao como e(k) = y(k) — y"(k), com y"(k) = Hx (k). Da Figura 9.8,
tem-se as equacoes do observador de estado

#(k+1) = Fa(k)+ Gu(k)+ Le(k)
Fa(k) + Gu(k) + L(y(k) — Hi(k)). (9.44)

Definindo o erro de estimagdao como

#(k) == x(k) — &(k) (9.45)

tem-se que a escolha da matriz L do observador deve ser feita tal que o erro de estimacdo x(k) —
0 a medida que k — oo. A partir de (9.21) e (9.45) obtém-se,

F(k+1) = (F — LO)#(k). (9.46)

Para ter o erro de estimagao de estado nulo assintoticamente estavel, ou seja, que as raizes da
equacdo caracteristica:

det[z] —(F—LC)] = (z—#)(z—23) - (2—2,)=0
= Y+ Yp1z+--+2"=0 (9.47)

estejam localizadas no interior do circulo unitério |z; | < 1, i = 1,...,n. Para o par (A, C) observavel
tem-se que existe L tal que F — LC seja estavel.



Obtencao da matriz L do observador de estado

Dado que o determinante de uma dada matriz W é igual ao determinante de sua transposta W T,
vale entao

det[z] — F + LC)] = det[z] — FT 4+ CTL™]. (9.48)

Comparando o lado direito de (9.23) com (9.48), observa-se que se F for substituido por F T, H
por CTe K por LT a obtencdo da matriz do observador de estado pode seguir o procedimento de
obtencdo da matriz de realimentacdo de estado K. Com base em (9.44) pode-se escrever

i(k+1) = (F—LC)2(k)+ Hu(k)+ Ly
= Fi(k) + Hu(k) + L(y — C%). (9.49)

Supondo o sistema dado na forma candnica observavel, e considerando as substitui¢cées F por F T
, Hpor CTe K por LT, segue que

0 0 <2 0 [—@n—4) ‘,
10 -0 (_an—l - gn—l) gn—l

sk+)=1| . . . . a(k) +Gu(k) | " | (9.50)
0o o0 --- 1 (—al—ﬁl) 51

Igualando a equacao caracteristica de (9.50) a (9.47) obtém-se
bi=v—a,t=1,..,n (9.51)

onde y; , i = 1,..n sdo escolhidos para estabelecer o desempenho do observador de estado.

No Matlab basta novamente usar os comandos place ou acker tendo como parametros, as
matrizes F Te CTindicando os polos desejados para o observador.

Exercicio 9.2 Obter um observador de estado para o caso do Exemplo 9.2 impondo trés
dindmicas para matriz L: Dindmica igual ao do controle proposta neste exemplo e com
dindmica mais lenta e mais rdpida. Testar o observador inicialmente em malha aberta e
posteriormente em malha fechada. Indique os grdficos das varidveis de estado no caso de malha
aberta e da saida controlada e agdo de controle no caso de malha fechada.

9.4.5 Problema de servomecanismo

O problema de controle de posicdao quando se deseja erro nulo entre a referéncia tipo degrau e a
saida controlada é geralmente referenciado como problema de servomecanismo. Aqui o termo
posicdo ndo necessita ser a grandeza posicao fisica (escalar ou angular), mas o estado fixo de
referéncia.

Sabe-se que todo sistema tipo-0 (sem polos na origem em malha aberta) responde com erro
de regime de posicdo finito e proporcional ao reciproco do ganho CC de malha aberta. Ja um



sistema tipo-1 (um polo na origem em malha aberta) apresenta erro nulo de posicao e erro finito
de velocidade, ou seja, erro finito para entrada rampa. Este raciocinio se estende para os demais
tipos de sistemas. Portanto, se o sistema em malha aberta ndao possui um polo na origem, o
controle via realimentacdo de estado ndo fornece erro nulo para a saida em resposta a entradas
tipo degrau. A solucdo neste caso € adicionar a malha de realimentacdo de saida um termo
integral. Este termo integral, caracterizado por um polo na origem, para um sistema estavel,
garante erro nulo de posicdo. Esta estrutura de controle com o termo integral € ilustrada na Figur
a 9.9, na qual a saida realimentada é comparada com a referéncia de posicdo desejada. O erro
desta comparacao € entrada da agdo integrativa em cascata com a planta.

(k) 01 x| 7Oy
o—iL =
Planta

Figura 9.9: Representacao da planta com realimentacdo de estado e acdo integrativa.

A insercdo da acdo integrativa ira aumentar a ordem do sistema e do ponto de vista de
controle havera um estado a mais a ser processado na etapa de projeto do controlador. Com base
na Figura 9.9 e na acdo de controle obtida pela realimentacdao de estado, uma componente
adicional da acdo de controle é obtida pela realimentacdo de saida com ponderagdo k; . A

obtencdo deste termo de ganho adicional é conseguida através da formulacdo do novo sistema
descrito por:

z(k+1) = (F — HEK)z(k) + Hu(k) (9.52)
ak+1) = Iq(k) + r(k) — Ca(k). (9.53)

Associando o novo estado q(k) ao processo original, obtém-se:

[Z((EIB]:[F:(IEIK H[kHZéZHﬂL[HT(/ﬂ) (9.54)

O processo controlado (9.54) pode ainda ser reescrito de forma a evidenciar a acdao de
controle em fungdo dos ganhos de realimentacdo. Com isto, esta nova formulacao permite aplicar
o mesmo procedimento de obtencdo do ganho de realimentagdo tal como usado na Figura 9.5 e
(9.21).

[ZEZIR ] N [ F:é{K ” [ZEZ; ]Jr[lg]“(’fH[Hr(k). (9.55)



Assim, tem-se:
o' (k+1)=F'a2"(k) + Hu(k) + G'r(k) (9.56)

com

P e T P T P

e a acao de controle dada por: com
u(k) = K'z' (k) (9.57)
com

K' = [K k). (9.58)

Portanto, a partir do sistema (9.55) obtém-se com auxilio dos comandos acker ou place do
Matlab, a matriz de realimentacao de estado Ki.

A lei de controle a ser implementada deve ser aquela expressa por (9.57) enquanto que a
saida do processo permanece a mesma. Este procedimento pode ainda ser utilizado associado a
um observador de estado, tal que somente as variaveis observadas sejam realimentados através
do ganho K e as saidas sejam realimentadas pelos ganhos KI .

Exercicio 9.3 Obter para o Exemplo 9.2 o controle de realimentagdo de estado argumentado
para produzir uma agdo integrativa e corrigir o erro de regime a entrada degrau.

9.5 Aulas de Laboratorio

Para as aulas de laboratério cada grupo de dois alunos devera apresentar uma lista com a solugdo
e procedimentos de resolucdo dos problemas tedricos e experimentais. Cada grupo recebe um
conjunto de critérios de desempenho diferentes a serem atingidos pelos diferentes controladores.
Nos topicos a seguir sao enumerados alguns itens obrigatorios de execugdo e apresentacao e que
deverdo ser descritos na ordem indicada. Os processos a serem utilizados sdo uma rede passiva
analdgica de segunda ordem, um motor CC, um motor brushless e um protétipo de suspensao
magnética utilizados anteriormente.

O LabView ¢ utilizado em varias aulas. £ um aplicativo largamente empregado em sistemas
industriais de automacdo, supervisdo e controle de processos. Todo arquivo gerado no LabView
é designado como Instrumento Virtual, ou VI da notacao em inglés e apresenta a extensao VI.
Um instrumento virtual consiste de uma sequéncia de comandos de programacdo em uma
linguagem especifica que determina a acao de aquisicdo/geracdo de sinais em uma atividade
especifica. O aplicativo LabView disponibiliza portanto uma série de comandos em linguagem
grafica, chamada interface de usudrio, possibilitando a implementacdo de uma enorme



diversidade de instrumentos de medi¢do ou geracdo de sinais. Outra importante carateristica do
LabView é a possibilidade de se gerar painéis ou telas graficas de entrada e saida dos dados
adquiridos ou fornecidos ao Instrumento Virtual. Através da combinacdo da aquisicdo, geracao
de sinais e de modulos de entrada e saida, obtém-se entdo os mais diversos dispositivos de
comando e ou controle de processos.

A bancada de experimento com a plataforma LabView deve inclui um médulo de aquisicao e
uma interface entrada-saida, podendo ser do tipo ilustrado na Figura 9.10. Para gerar um arquivo
VI o usuario dispde de duas janelas distintas, mas pertencentes a0 mesmo programa/arquivo ou
VI, e portanto com mesmo nome. Estas janelas sdao designadas por janela diagrama e janela
painel. Na janela diagrama sao realizadas as operac¢ées/fungdes matematicas, conexdes ou fiacao
entre os varios blocos operacionais, gerenciamento dos sinais, pré e pos-processamento do
programa com extensao VI. Na janela painel sdao alocados as telas de resultados (numéricas ou
graficas) e de indicacdo de sinalizacdao. Aqui também sdo programados e definidos as entradas de
dados, por meio de botdo ou rotatoria e teclado.

o e o o

e e

Figura 9.10: Gabinete de conexdes para controle digital.

9.5.1 Planta RC passiva

A planta descrita a seguir é realizada, com pequenas diferencas nos valores em placa de circuito
impresso. A Figura 9.11 apresenta a configuracdo da rede.

K2 20(0)




Figura 9.11: Rede passiva de 2, ordem.

Um circuito isolador para a conexdo da rede foi implementado com amplificadores
operacionais e tem a configuracao mostrada na Figura 2.4.

Para o devido tratamento de sinais, o circuito real é montado a partir de varios estagios
isoladores de impedancia de modo a adequar os sinais ao equipamento de aquisicdo. Desta
forma, lembrar que os sinais na placa operam na faixa [-15 V, 15 V]. Todo memorial de calculo,
etapas de projeto e procedimentos experimentais devem ser descritos na apresentacdo final. Os
tépicos estabelecidos a seguir determinam as etapas minimas necessarias a serem avaliadas. Os
procedimentos tedricos podem ser apenas indicados e resumidos no relatério do experimento,
porém devem ser indicados. A seguir sdao apresentadas sugestdes para os parametros da rede e
especificacOes de projeto.

Grupo 01
R1 = 470kQ, R2= 470kQ; C1= 2.2u F; C2= 2.2uF; erro regime caso P 50%; sobressinal no caso
PID 4%; controle TM(m) com T e (0.75T)

Grupo 02
R1 = 560kQ;R2 = 560kQ; C1 = 2.2uF; C2 = 2.2uF; erro regime caso P 60%; sobressinal no caso
PID 5%; TM (m + 1) com u(0) TM(m + 1) = 0.7u(0)TM (m)

Grupo 03
R1 = 390kQ;R2 = 390kQ; C1 = 2.2uF; C2 = 2.2uF; erro regime caso P 75%; sobressinal no caso
PID 6%; TM(n) com T e (0.8T)

Grupo 04
R1 = 390kQ; R2 = 470kQ;C1 = 2.2uF; C2 = 2.2uF; erro regime caso P 55%; sobressinal no caso
PID 4,5%; TM (m + 1) com u(0)TM (m + 1) = 0.6u(0)TM (m)

Grupo 05
R1 = 470kQ; R2 = 390kQ; C1 = 2.2uF; C2 = 2.2uF; erro regime caso P 80%; sobressinal no
caso PID 5.5%; TM (m) com T e (0.7T)

Grupo 06
R1=560kQ; R2 = 470kQ; C1 = 2.2uF; C2 = 2.2uF; erro regime caso P 70%; sobressinal no caso
PID 6%; TM(m + 1) com u(0)TM (m + 1) = 0.8u(0)TM (m)

Preparacao do experimento

Nesta secdo propoem-se 0s procedimentos de preparacao dos experimentos para analise do
processo sob estudo, modelagem e simulacio do mesmo através do Matlab/Simulink e
implementacao com o LabvView.

1. Descrever o processo descrito na Figura 9.11 por uma fungao de transferéncia continua e
também por sua respectiva representacao espaco de estado continua. Indicar a configuragao
completa do sistema e valores dos componentes RC.

Observacao 9.2 Na obtengdo da representacdo espago de estado, respeitar a designagdo
das varidveis de estado tal como indicado na Figura (9.11). Para o caso de formulagdo
por fungdo de transferéncia, atentar para o estdgio isolador entre os dois capacitores.



2. Elaborar um diagrama de simulacdo no Simulink com o processo a malha aberta na
formulagdo por funcdo de transferéncia e variaveis de estado.

Observacao 9.3 Lembrar que o processo na prdtica ndo se tornard discreto com o fato de
se realizar um controlador discreto.

3. Investigar uma taxa de amostragem adequada para o processo em malha aberta, gerar os
respectivos modelos discretos do processo em formulacdo por funcdo de transferéncia e
variaveis de estado e implementar simulagdes com os modelos discretos e comparar com
os modelos continuos em fungdo de suas resposta ao degrau.

Observacao 9.4 Avaliar no sistema em malha aberta o desempenho dindmico em termos
de tempo de resposta, sobressinal, localizagdo dos polos e valor de regime.

4. Implementar no LabView um instrumento virtual (VI) que gere um sinal degrau e faca a
aquisicdo da resposta do sistema em malha aberta semelhante ao estudado no Simulink no
item anterior. Apresentar os resultados de simulacdo e experimentais. Indicar o VI usado
para acionar e medir a resposta no LabView.

Observacao 9.5 Na simulagdo observar que o processo deve ser representado pela sua
descri¢do no tempo continuo.

5. Sugere-se que o VI seja implementado com trés estagios: inicializacdo, programa principal
e registro de dados. Salvar os resultados em um arquivo texto de extensao .dat. Como
exemplo de um VI com estas caracteristicas é apresentado na Figura 9.12 um controlador
PID.

Lei de Controle PID

utkl = ulk-1) + gl elk) + ql elk-1) + g2 elk-2)

| Analog DBL
1Chan 1Samp

Analog DBL ;
{Chan 15amp |

Figura 9.12: Diagrama LabView do programa principal.

Controlador proporcional



1. Realizar uma realimentacdo unitaria sem ganho (ganho = 1) e investigue o desempenho do
sistema em malha fechada.

2. Investigar tedrica e experimentalmente o desempenho com ganhos 5 e 8. Observe que a
acdo de controle ndo pode ultrapassar 10 V. Se isso ocorrer, reduza o nivel de referéncia de
entrada.

3. Avaliar e realizar um controlador proporcional que reduza o erro do caso ganho=1 de
acordo com o indicado para o seu grupo de estudo. Avalie ainda se a taxa de amostragem
inicialmente estabelecida para a malha aberta ainda é adequada para a malha fechada.

4. Apresentar os resultados simulados e experimentais, bem como o VI de execucdo. Os
resultados deverdo conter a resposta de saida, da acao de controle e do erro em fungdo do
tempo. Se necessario, reavalie e justifique uma alteragcdo da taxa de amostragem.

Observacdo 9.6 Faca os cdlculos analiticos inicialmente e avalie os resultados via
simulagdo no Simulink. Use este procedimento para todos os topicos seguintes e sO passe a
fase de preparagdo de experimento quando tiver os dados simulados prontos.

Avaliar, ja na fase de simulacdo, se a acdo de controle determinada pelo controlador sera
possivel de ser realizada. As limitacdo principais sdao com relacao ao médulo D/A que sé
fornecem valores de saida analégica entre +10 V. Muito provavelmente as taxas de amostragens
irdo se alterar em funcdo do tipo de controlador. Indicar e justificar esses casos. Apresentar
sempre o diagrama Simulink utilizado nas simulaces. A taxa de amostragem final deve ser
adequada para a resposta do sistema em malha fechada. Avaliar a partir do processo continuo em
malha fechada ganho=1, qual o desempenho dindmico em termos de tempo de resposta,
sobressinal, coeficiente de amortecimento, localizacdo dos polos, etc. Estes dados serdo
necessarios para o desempenho em malha fechada discreto.

Controlador PID

Visto que um controlador P ndo resolve o problema de erro de regime, neste item sera
investigado um controlador PID que proporcione portanto erro de regime nulo.

1. Obter um controlador PID que proporcione além de erro de regime nulo, um tempo de
subida semelhante daquele em malha fechada ganho =1 e sobressinal maximo de acordo
como indicado para seu grupo (¢ % 0.7). Investigue inicialmente no Matlab com auxilio da
funcao rltool .

2. Verificar o desempenho em termos de simulacdo através do Simulink e entdo passe a etapa
de execucao, implementando um VI que execute a lei de controle PID obtida.

3. Apresentar os resultados simulados e experimentais, bem como o VI de execucdo. Os
resultados deverdo conter a resposta de saida, da acdo de controle e do erro em funcdo do
tempo. Se necessario reavalie e justifique uma alteracdo da taxa de amostragem.

Observacao 9.7 Avaliar o PID diretamente no plano-z com o comando rltool usando a
formulacdo discretizada do processo continuo. Lembrar de verificar se a agdo de controle



inicial é realizavel, ou seja, q, = u(0) < 10, ou entdo use excitagdo degrau inferior a 1.

Controlador tempo minimo

1.

Investigar com auxilio do Matlab um controlador que possa ser realizado com a técnica
dead-beat seguindo os critérios indicados para seu grupo. Lembrar que o processo sera
sempre analogico e que portanto o desempenho sera aproximado.

Investigar o desempenho do controlador através de simula¢des com o Simulink.

Realizar um VI com o LabView para executar a lei de controle TM investigada no item
anterior. Apresente os resultados simulados e experimentais, bem como o VI de execucdo.
Os resultados deverdo conter a resposta de saida, da acdo de controle e do erro em fungao
do tempo. Se necessario reavalie e justifique uma alteracdo da taxa de amostragem.

Observacao 9.8 Lembrar sempre que o processo ndo é naturalmente discreto e deve ser
mantido continuo nas fases de simulag¢do, ou entdo os resultados ndo serdo coerentes.
Lembrar que neste caso, a taxa de amostragem deve ser reavaliada para que o
controlador seja realizavel. O controle TM s6 ird funcionar corretamente se as condiccoes
iniciais forem coerentes. Neste caso, mantenha os dois capacitores da placa com carga
nula até o instante de aplicar o ensaio.

Controlador por realimentacao de estado

1.

A partir da representacao de estado da planta, obtenha um controle por realimentacdao de
estado de forma que os polos em do sistema controlado sejam os mesmos (dominantes) da
Secdo 9.5.1, ou seja, do sistema com controlador PID em malha fechada.

Investigue o controlador com auxilio do Matlab (rltool, place, acker) e Simulink.

Obtenha um observador de estado para o processo seguindo os mesmos procedimentos do
item anterior e execute as simulacdes devidas.

A partir do observador do item anterior, refaca o projeto de controle por realimentagao de
estado a partir do estado observado. Simule e avalie os resultados.

Prepare a etapa de execucdo experimental para os itens investigados acima. Apresente 0s
resultados simulados e experimentais, bem como o VI de execugdo. Os resultados devem
conter a resposta de saida, da agdo de controle e do erro em fungdo do tempo. Se necessario
reavalie e justifique uma alteragcdo da taxa de amostragem.

Observacao 9.9 Lembrar que para que este controlador opere corretamente, deve usar a
representacdo de estado como indicada na Figura 9.11, que representa as tensdes nos
capacitores, as varidveis de estado medidas.

Repetir os itens acima mas para o problema de servomecanismo e regulador quadratico.

9.5.2 Controle de velocidade motor brushless CC via dsPIC



Para a realizacdo do controle digital do motor brushless no dsPIC, o controlador continuo
desenvolvido na Secdo 8.5.2 deve ser discretizado de modo que seja possivel sua implementacao
no microcontrolador. A rotina de controle pode ser realizada dentro de uma interrupgao do timer
do microcontrolador. A taxa de 50 ms foi escolhida de modo que a interrup¢ao ndo afetasse as
outras interrupcdes de notificacdio de mudanca de estado (CN, das iniciais em inglés)
responsaveis pela comutacao do motor. Através da simulacdao do sistema pela toolbox Simulink
do Matlab, pode-se obter a resposta do sistema com o controlador discretizado.

A implementacdo no microcontrolador é geralmente realizada com o controlador no formato
de equacdo de diferencas, o que facilita a obtencdao das varidveis do erro e sinal de controle
recursivamente. A equacdo implementada foi obtida a partir da funcdo de transferéncia em Z
dividida por z, isolando a varidvel de erro e de saida do controlador u o que fornece:

u(n) = are(n) + age(n — 1) + u(n — 1)

em que n € o instante atual. No programa, a cada 50 ms € acionada uma de interrupcao do Timer
que executa a rotina de controle. Os termos em n— 1 caracterizam um deslocamento no tempo,
assim, a cada interrupcdo no Timer, as varidveis que representam tais coeficientes sdo atualizadas
com o valor da variavel na interrupcao anterior. A rotina de interrupcao do Timer e de controle
dada por uma equacao a diferenca podem ser vistas no Apéndice A.2 e o fluxograma do controle
em malha fechada na Figura 9.13.

1. Discretizar o controlador obtido na Secdo 3.5.2 usando a transformacdo bilinear (ou
método de Tustin). Escolher uma taxa de amostragem de cerca de 50 ms.

2. Para uma referéncia de velocidade fixa, comparar as respostas simuladas com o
controlador continuo e discreto.

3. Implementar em um microcontrolador o controlador no formato de equagdo a diferencgas. A
equacao implementada foi obtida dividindo o controlador discretizado por z e isolando a
variavel de controle no instante atual.

4. Obter as respostas de velocidade para um degrau seguido de outros dois de amplitude
maior e menor.

Questoes a serem respondidas
1. Analisar o efeito de uma taxa de amostragem menor e maior.
2. Verificar se a amplitude do sinal de controle esta entre 0 e 1.
3. Verificar se a especificacdo de tempo de acomodacao e erro de regime especificadas foram

atendidas.

9.5.3 Controle motor CC via interface PIC/Matlab



Para o desenvolvimento desta aula foi utilizado um microcontrolador PIC da familia 18
(Microchip, 2013). O motor CC foi acoplado a um encoder incremental com resolucao de 1024
linhas. O controle utilizado foi um controlador PID o qual foi implementado com ferramentas
bastante utilizadas.

A implementacdao do controlador de velocidade do tipo proporcional mais integral mais
derivativo (PID) é feita com uma interface Matlab/PIC formada por um supervisorio
desenvolvido utilizando a ferramenta Matlab Guide, um sistema de comunicagdo e acionamento
chopper/Pulse Width Modulation (PWM). O controlador é implementado no microcontrolador
em linguagem de programacdao C (Pereira 2003). Os resultados sdo enviados para um
microcomputador hospedeiro via protocoloco RS-232.

O sinal gerado pelo encoder é enviado para o pino de interrupgao externa do PIC, atrelada ao
Timer 1, a cada pulso no pino os registradores do timer (TMR1L e TMR1H) sdo acrescidos
enquanto um registrador monitora um tempo da interrupcdo, definido pelo tempo de
amostragem. O tempo de amostragem € controlado por outra interrupcao, essa atrelada ao Timer
0, assim, com base na quantidade de pulsos registrados no periodo de 1 ms €é calculada a
velocidade do motor. A operacao é feita até que um total de 500 amostras sejam obtidas,
totalizando um tempo de 500 ms. Esse valor foi determinado experimentalmente para que a
resposta nao fosse prejudicada. Os dados de velocidade sdo armazenados em um vetor para que
posteriormente possam ser enviados ao microcomputador via interface Guide do Matlab. O
fluxograma exibido na Figura 9.15 exemplifica o procedimento.
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Figura 9.13: Fluxograma do sistema de controle (Moraes 2015).

O acionamento do motor é composto por um transistor TIP122, um modulo PWM do
microcontrolador e uma fonte de tensdo de corrente continua com tensdao nominal de 12 V (ver
Secdo 8.4.1). O sistema de controle detalhando a conexdao com o PIC pode ser visto na Figura 9.1
4.
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Figura 9.15: Fluxograma do algoritmo para acionamento e calculo de velocidade.

O processo é controlado e monitorado pelo supervisério, que pode ser visto na Figura 9.16.
Composto de poucos botdes e uma area grafica, o usuario pode obter a resposta do sistema sem
maiores problemas.



O microcontrolador fica em modo latente aguardando até que o usudrio envie um comando
pelo supervisorio, feito isso o PIC analisa o mesmo e executa a tarefa correspondente, acionar
motor ou enviar o vetor contendo os resultados ao supervisorio.

1. Obter a resposta ao degrau de velocidade usando a interface PIC/Matlab apresentada.

2. Identificar as constantes de tempo e ganho do motor utilizando a ferramenta Ident do
Matlab.

3. Obter o ganho do amplificador de poténcia.

4. Sintonizar um controlador PID utilizando a interface grafica rltool do Matlab descrita na
Secao 6.1.2.

5. Discretizar o controlador e obter a equacgao a diferenca.
6. Elaborar a rotina em C e implementar o controle.

As mesmas questoes a serem respondidas se aplicam aqui.
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Figura 9.16: Supervisorio desenvolvido para rdpida verificacdo da resposta utilizando a
ferramenta Matlab Guide.

9.5.4 Estabilizacao do sistema de suspensao magnética

1. Obter a versao discreta do controlador avancgo de fase projetado usando os procedimentos
apresentados na Subsecao 10.8.

2. Utilizando o arquivo avango.vi mostrado na Figura 9.17 (disponivel no endereco http://ww
w.sel.eesc.usp.br/lac/disciplinas/sels/sel328.htm) implementar o controlador discreto.


http://www.sel.eesc.usp.br/lac/disciplinas/sels/sel328.htm
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Figura 9.17: Diagrama LabView desenvolvidos para implementar o controlador avanco.

O diagrama da légica de controle para o controlador avango de fase, introduzida no local
indicado na Figura 9.17, descrita por

x(k) = wu(k)—>byxz(k—1)
y(k) = apxx(k)+ayxx(k—1)
(k) = wu(k)—>by*xz(k—1)

em que x(k) é a varidvel do shiftregister. Usando transformada Z a tultima equacdo pode ser
reescrita como

r(z) = u(z) /(14 by * 27 1).

Agora, substituindo x(z) = u(z)/(1 + b; * z_;) em y(z)/u(z) obtém-se

y(2)/(x(z)« (L +bixz" ) =(ap+ a1 *x27 ) /(1 4+ by %271

cancelando (1 + b; * z"1) em ambos os lados tem-se



y/r = ag + aq %z 1

usada para calcular a saida y(k) mostrada na Figura 9.17.
Questoes a serem respondidas

1. Considerando a técnica de projeto usada, verifique analiticamente se o controlador
encontrado estabiliza o sistema.

2. Compare a resposta de posicdo do sistema de controle simulada e experimental. Verificar
se a resposta € satisfatoria e se apresenta erro de regime.

3. Analisar o sinal de controle. Ha saturacdao? Lembrar que o amplificador de poténcia
restringe a entrada a ficar no intervalo [0 10 V].



Capitulo 10

Controle Robusto

Resultados satisfatorios de aplicacoes de controle robusto tém sido relatados na literatura e,
muitos livros de controle ja incluem técnicas de controle robusto (Dorf & Bishop 2000,
Paraskevopoulos 2002). A técnica de controle robusto utiliza resultados tedricos
matematicamente envolventes e é um desafio balancear teoria e pratica em cursos de graduacao.
A teoria de controle robusto é encontrada em Zhou, Doyle & Glover (1996) ou Zhou (1998), e o
ultimo indica fun¢des do Matlab para controle robusto.

Neste capitulo, os conceitos e ferramentas principais do problema de controle robusto sdao
apresentados. Enfase é dada na modelagem e formulacdo do problema de controle para descrever
as especificacdes de projeto em uma abordagem unificada usando fungdes de ponderacao e
transformacoes fracionarias lineares. O basico é apresentado com exemplos resolvidos no
Matlab/Simulink. Como os estudantes sdao em geral motivados por aplicacdes em diferentes
areas, nesta secao considera-se a aplicacdo de controle H, ao sistema de suspensdo magnética

apresentado anteriormente utilizando Matlab e Lab- View. A técnica de controle H, mais

utilizada é a técnica padrdo com realimentacio da saida y. E utilizada a analise p para verificar a
estabilidade e o desempenho das solucdes. O problema de controle a ser resolvido é em geral
multivariavel e portanto o valor singular de matrizes de transferéncia é usado para generalizar a
aplicacdo de ganho de sistemas. No Apéndice C uma revisao de valores singulares junto com a
sua interpretacdo como ganho de sistemas sao resumidos.

Para suavizar o conteido matematico, os conceitos sdo introduzidos com a ajuda de
diagramas de blocos e fungdes de transferéncia. Atividades de aula sdo organizadas com a
participagdo dos alunos para aumentar a interacdo entre alunos e entre o professor e aluno. O
aluno contribui com a aula apresentando solu¢des dos exercicios propostos relacionados aos
topicos sendo estudados. Para chegar a solugdo, o aluno recebe orientacdao do professor ou
monitor da disciplina fora da sala de aula. As tarefas a serem desenvolvidas pelo aluno em geral
envolve a realizacdo de simulagao.

As aulas de laboratério propostas no final do capitulo abordam a implementacdo do
controlador H em plataforma LabView e comparacdio com o desempenho do controlador

avanco-atraso. Andlise da robustez a variagGes na massa da esfera é realizada.

10.1 Estabilidade e Desempenho

Nesta secdo, os principais conceitos em controle robusto sdo resumidos. Conceitos como
decomposicao por valores singulares e normas de matrizes sdo utilizados.

10.1.1 Funcoes de sensibilidade e sensibilidade complementar



Considere o diagrama tipico formado pela interconexdo da planta G e controlador K como na Fig

ura 10.1. Com r entradas de referéncia, d; perturbagdes entrada planta, d perturbagdes saida da
planta e n ruido de sensores.

Figura 10.1: Diagrama tipico de um sistema realimentado.

A matriz de sensibilidade é definida como a fungdo de transferéncia entre d; e up para o caso

em que a malha KG é obtida abrindo-se a entrada da planta e como a funcao de transferéncia
entre d e y para o caso em que a malha é obtida abrindo-se a saida da planta.

Si = (I-KG@™, u,=Sid; (10.1)
5, = [@—@EI, wp—Ed (10.2)
A matriz sensibilidade complementar T é definida como segue
T, = I-8=KGI-K@)! (10.3)
T, = I-8S,=GK(I-GK)™! (10.4)

com T; obtida para a malha aberta na entrada da planta e To obtida para a malha aberta na saida
da planta. As relacdes entrada-saida abaixo podem ser obtidas a partir configuracao tipica:

y = Ty(r—mn)+ S,Gd; + S,d

(10.5)
r—y = So(r—d)+Ton—S,Gd; (10.6)
v = KS(r—n)—KSd—Tid; (10.7)
up = KSi(r—n)—KS8id+ Sid;, up=u-+d; (10.8)

A partir do diagrama de realimentacao mostrado na Figura 10.1 obtém-se r —y = Sr, y = Tr, u

= KSr as quais fornecem as funcdes de transferéncia entre r e 0o erro e := 1 — y, y e u,
respectivamente, com:

S(s) = (I+G(s)K(s))™? (10.9)



T(s) = G(s)K(s)(I+G(s)K ()™t =1—5(s) (10.10)

em que G(s) é a planta nominal e K(s) o controlador. As matrizes S e T sdo referenciadas como
matrizes sensibilidade e matriz sensibilidade complementar, respectivamente. No caso
monovariavel, S e T sdo funcdes. A matriz sensibilidade S determina o comportamento em
regime permanente do sistema realimentado. A relagdes y = Sd e y = SGd, obtidas a partir da Fig

ura 10.1 indica que a matriz sensibilidade S também determina a atenuacdo de disttrbio ou
perturbacdo. Assim, nas especificacdes de atenuacdo de perturbacdo e erros de regime,
geralmente usa-se um limitante superior para a norma de S(jw), isto é:

5 (S(jw)) < Wi (jw)l, Voo (10.11)

em que 0 (S(jw) é o maximo valor singular de S(jw), e W; uma ponderacdo para o (S(jw) que
reflete a atenuagdo desejada para cada frequéncia w. Assim, boa rejeicdo de distirbio requer a
satisfagdo de (10.11), particularmente em baixa frequéncia onde d and d; sdo usualmente

insignificantes. Se o(GK) » 1 entdo S ~ (GK) ™!, e de (10.11) obtém-se o(GK) = |W,| com 0o(GK) o
valor singular minimo. A matriz de transferéncia entre a entrada r e o controle u é dada por R(s)

= K(s)S(s). Sendo assim, uma restricao ao controle u pode ser introduzida com um limitante
sobre 0 (K(jw)S(jw)) especificado por:

(K (jw)S(jw)) < [Wy ' (jw), (10.12)
em que W2(jw) é uma funcdo de ponderacgdo a ser especificada.

10.1.2 Requisitos de desempenho

Tendo em vista a andlise das relacdes fundamentais apresentada, os requisitos tipicos de bom
desempenho sdo resumidos a seguir. Em baixa frequéncia [0, wf] requer-se:

o(GK)>1louo(KG)>1
(10.13)
e, em alta frequéncia [wh, o) requer-se:
F(GK) < 1;6(KQG) < 1
(10.14)

onde M ndo deve ser tdo grande. As condicdes de projeto acima podem ser graficamente
ilustradas como na Figura 10.2.



Figura 10.2: Limitantes da malha aberta

Observacao 10.1 No caso multivaridvel, o tamanho de GK é especificado via valores singulares,
por exemplo, fazendo-se 0 (GK) » 1 em uma faixa de frequéncia significa que neste intervalo o
sistema rejeita o efeito da perturbagdo d na saida da planta.

10.1.3 Rejeicao de ruido e estabilidade

Pode-se observar agora que existe um conflito entre rejei¢do de perturbagdes d e d, e rejeicdo de
erro de medida (tipicamente grande em alta frequéncia)

y=T(r—n)+ SGd; + Sd,
~r—n para|KG| > 1 (10.15)

Esta situacao é piorada fora da faixa passante da planta: d(KG) » 1 e 0 (G) « 1 quando u torna-se
inaceitavel, podendo provocar saturacao do atuador, desde que

u = KS(r—n—d)—Td;,=SK(r—n—d)—Td,
~ G llr—n—d)—d; (10.16)

Amplificam-se, portanto as perturbacdes e erros de medida uma vez que nesta faixa de
frequéncia o (G) « 1. Pelo mesmo motivo ndo se pode fazer ¢(K) muito grande quando o (GK) «
1, pois,

u=KS(r—n—-d)—Td;, = K(r —n—d) (10.17)

Sistemas de engenharia, em geral, operam sob incertezas na planta e portanto um teste de
robustez de estabilidade é necessario (Zhou 1998). O teste deve indicar o pior caso de operacao
associada com incertezas tipicas. Se o sistema da Figura 10.1 com a planta nominal G(s) for
estavel, o tamanho da menor perturbacdo A descrita por uma incerteza multiplicativa (a ser
definida a seguir) que instabiliza o sistema realimentado é entdo dado por:



(A(jw)) = m

O resultado (10.18) é dado em termos da incerteza multiplicativa e sensibilidade
complementar (Chiang & Safonov 1996). Um pequeno o(T (jw)) corresponde a um valor grande
para a incerteza desestabilizante e portanto uma margem maior de estabilidade. Como
consequéncia, um limitante superior é especificado por IT (s)I como segue:

(10.18)

7(T(jw)) < W3 (jw)] (10.19)

em que W3 é uma funcdo de ponderacdo usada para garantir o atendimento a condicdo de
estabilidade. Entdo, boa robustez e rejeicio de ruido requer a satisfacio de (10.19),
particularmente em altas frequéncias quando o ruido e erros de modelagem usualmente sdo
significantes. Se 0 (GK) « 1 entdo T # GK, e de (10.19) obtém-se ¢ (GK) < W, L.

10.2 Modelagem da Incerteza

Sistemas reais estdo sujeitos a perturbacdes de diferentes tipos. Incertezas no sistema podem ser
modeladas como perturbacdes no modelo nominal . A incerteza é chamada ndo estruturada se
conhecida apenas em termos de limitantes e estruturada quando seu modelo detalhado é
conhecido. Existem diversos modelos de incerteza e os mais comuns sdao os seguintes:

Pa(s) = G(s)+W(s)A(s) (10.20)
Pa(s) = [I+W(s)A]G(s) (10.21)
Pa(s) = G(S)[I+W(s)A(s)] (10.22)
Pa(s) = [T+W(s)A(s)7G(s) (10.23)

Na forma de diagrama de blocos, as representacdes de incertezas sao dadas nas Figuras 10.3
e 10.4. A representacdo de incertezas na forma 2 blocos-padrdo com o sistema realimentado é
mostrada na Figura 10.5. A funcdo de transferéncia entre zd e wd, funcdo vista pela incerteza é
dada por:

—GK
M w: = ——— 10.24
d,Wd 1—|—GK ( O )

A representacdo padrdao na forma de diagrama de blocos como o sistema é visto pela
incerteza é mostrada na Figura 10.6.



P/]‘(S)
Figura 10.3: Representacdo incertezas multiplicativa na entrada e saida.

P4(s)

— G(S)

Figura 10.5: Sistema realimentado com incerteza multiplicativa na saida da planta.



Figura 10.6: Representagdo incerteza na forma 2 blocos-padrao.

Exemplo 10.1 Considere a familia de plantas dada por:

1

P =
(S) s + 1

Gol8), Thwam =T < Tax

A descrigdo do pardmetro incerto assumindo modelo multiplicativo (ver Figura 10.7) para o
pardmetro incerto t € da forma:

T=Tm(l+7A)|A| <1

em que

Tmin ‘|‘ Tmax 7 Tmax — Tmin
5 e — ;
2 Tmax ‘l’ Tmin

Tm —

Assim,

B Go(s)
147,84+ 7T sA

PA (S)

dividindo e multiplicando o denominador por 1 + tms tem-se:



—4] Go(s)
1+ 71,,s
= [14+WA]1G(s)

Pa(s) = [14+W(s)A]

com

Go(s)
1+ 7,5

0
147,58

Esta representacdo da incerteza é do tipo incerteza realimentada na saida.

Q
-
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|

Figura 10.7: Descricao do parametro T como incerteza multiplicativa.

Exemplo 10.2 Considere a familia de plantas com incertezas paramétricas dada por:

1
1<a<3:2<b<6.
s24+as+b

P(s) =

Pede-se obter a descrigdo destas plantas usando o modelo de incerteza multiplicativa com uma
simples fungdo peso W (s).



Inicialmente escolha a planta nominal usando os valores médios dos pardmetros.
Inicialmente escolha a planta nominal usando os valores médios dos pardmetros. Considere
entdo diversas plantas dentro da familia para obter o erro multiplicativo:

P(jw) — G(yw)
G(jw)

para escolher com auxilio grdfico uma fungdo peso. Assim, pode-se chegar a seguinte descrigcdo
com modelos de incerteza multiplicativos

erro = |

Pa(s) = G(s)[1 + W(s)]A(s)].

No Matlab pode-se utilizar as sequintes fungdes:

mf=ginput(10) % pegar 10 pontos no grafico do erro multiplicativo

magg=vpck(mf(:,2),mf(:,1)) % organizar os pontos para usar fitmag

Wim=fitmag(magg) % escolha a ordem da funcao [A,B,C,D]=unpack(Wim) %converter para a
forma espaco de estado

WErro=ss(A,B,C,D) %cria o sistema espaco de estado

WErro=tf(WErro) %Mostra na tela a funcao de transferéncia da funcdao de ponderacdo do erro de
modelagem

10.2.1 Transformacoes lineares fracionarias

As transformacgoOes fraciondrias lineares (LFT, do inglés) sdo ferramentas poderosas para
representar muitos objetos matemadticos. Nesta aula revemos alguns fundamentos LFT para
utilizacdo no projeto de controladores robustos.

Definicao 10.1 Um mapeamento da forma F : C - C da forma:

as + b

F(S):m

(10.25)

chamado de uma transformagdo fraciondria linear.

Para d-0 tem-se a representacao alternativa de F(s):



F(s)=bd™ ' 4+ (a—bd te)s(1 +d tes) td? (10.26)

Na forma de diagrama de blocos o0 mapeamento entre w e z pode ser obtido como segue.

[z]zp[pu plzJ[w]’u:Sy (10.27)

) P21 P22 (%

eliminando u e y obtém-se a relacdo entre z e w:

Z
w _ Pu + p12s(1 — pa2s)'par. (10.28)

Igualando os coeficientes de (10.26) aos coeficientes de (10.28) obtém-se os elementos da matriz
P . A Figura 10.8 ilustra a representacao LFT na forma de diagrama de blocos. Na literatura, o
mapeamento em (10.27) é chamado uma LFT.

S

Figura 10.8: LFT inferior com respeito a s.

Para um conjunto de perturbagdes A(s), satisfazendo IAI < 1, a planta perturbada pode ser

modelada em termos de uma planta nominal G e, por exemplo, uma incerteza nao estruturada
multiplicativa. Neste caso tem-se:

Pa = (14+W,A)G, [|Alle < 1) (10.29)

com Wuuma fungdo estavel que reflete a incerteza no sistema.

No contexto da LFT formas mais gerais de incertezas, inclusive as paramétricas, podem ser
descritas na forma de dois blocos mostrada na Figura 10.9, que representa o seguinte conjunto de
equagoes:



2d _ p| wa | _ Py Prio wq

z w P21 P22 w ’

wg = Az,

Tow = Po+ PyA(I—PyA)71Pps. (10.30)

P(s)

-
3% Z

Figura 10.9: LFT superior com respeito a A.

Exemplo 10.3 Obter a LFT para o coeficiente incerto t dado pelo modelo multiplicativo com T =
2,4 + 0,4 A LFT para T é obtida a partir da fungdo de transferéncia Tzw usando o diagrama 2
blocos-padrdo com:

T = ey = gl

™Tm Tm

£ r- 0

comt=1tm(1l + rrtA) para tm = 2,4 e rt = 1,2/4,8 dados por (10.25) e (10.25), respectivamente. A
planta aumentada é entdo definida de acordo com o diagrama de blocos da Figura 10.10.



W

Figura 10.10: LFT para a incerteza do Exemplo 10.3.

Exemplo 10.4 Considere o sistema Maglev sob variagdo de 10% na massa m, a qual é descrita
na forma de incerteza multiplicativa, em que m ¢ a massa nominal e m a massa real. A
dindmica do Maglev pode ser consultada na Se¢do 3.3.1.

A representacgdo LFT para 1 pode ser obtida como segue:
m

1 1
m m + 0,1Am
1 01A

(14+0,1A)1

m ™m

e Comparando com
Tow = Pog + Pyt A(I — P11 A) 1Py

pode-se obter a LFT:

}—h

1 —0.1
— =15 g 9
m m m

Al



Exemplo 10.5 Modelos com pardmetros incertos no Matlab para simula¢do. A partir do
exemplo de um motor (ver “robust control Matlab™) e demo: dc motor demo.html) selecionar os
principais recursos do Matlab para construir modelos incertos. Repetir o Exercicio 10.2
definindo os pardmetros incertos da forma:

a = ureal (‘a’, 2, ‘Range’,[1 3])
b = ureal (‘b’, 4,'Range’,[2 6])
P =tf(1, [1 a b]) %planta

A representacdo por LFT pode também associar a planta com o controlador . Neste caso, a
entrada da planta é formada pelo sinal de controle u e entradas externas w, por exemplo,
perturbagoes, sinal de ruido de sensores, sinais de comando ou referéncia e a saida da planta é
formada pelos sinais medidos y (realimentados tornam-se entradas do controlador) e as saidas
reguladas denotadas por z, por exemplo, varidvel de estado, sinal de controle e erro. Na forma de
diagrama de blocos obtém-se a Figura 10.11.

Figura 10.11: LFT inferior com respeito ao controlador K.

Os vetores entrada-saida na representacdo 2 blocos-padrao sdao dados por:

z = Ppw+ Ppu
y = Pyw+ Pyu
u = Ky (10.31)

e na forma matricial por:



| = lu]=la =l (1032)
v = Koy (10.33)

Substituindo u = K(s)y em (10.32), a matriz de transferéncia de w to z pode ser calculada como:

T, = P11+ P12K(I — PQQK)_1P21. (10.34)

10.3 Funcoes de Ponderacao

O entendimento dos efeitos das funcoes de ponderacdao na solucdo de controle é crucial para
modelar as especificagdes desejadas. Da Figura 10.1 e equacdes (10.11), (10.12), e (10.19),
pode-se ilustrar o modelo tipico de interconexdo como na Figura 10.12; em que as fungdes W,

W2, e W3 refletem o erro em regime permanente e atenuacdo de distirbio especificados,
restricOes sobre a entrada de controle e condicdao de estabilidade, respectivamente, da seguinte
maneira:

1. Wi pondera a sensibilidade S refletindo as especificacdes de desempenho;
2. W2pondera KS refletindo as restri¢des sobre a entrada de controle;

3. W3 pondera a sensibilidade complementar T refletindo a condicdo de estabilidade e a
rejeicdo de ruido de alta frequéncia.

Na Figura 10.11, P (s) define uma planta aumentada com w, u entradas e, z e y saidas. A
saida z é um vetor de variaveis reguladas. Aqui w e y correspondem a referéncia r e erro e
definidos no diagrama tipico de um sistema realimentado ilustrado na Figura 10.1,
respectivamente.

No projeto H, em geral sdo empregadas funcdes de ponderacdao para especificar a

estabilidade e desempenho do sistema. O entendimento dos efeitos destas funcGes no sistema de
controle é crucial para a modelagem das especificacdes. Um modelo tipico para projeto,
chamado de planta aumentada, é mostrado na Figura 10.12. As fung¢des de ponderagao W;, W2

and W3 refletem o erro especificado para o regime, limitacdes sobre a entrada de controle e a
condicdo de estabilidade, respectivamente.



Planta aumentada P(s)

K (s)

Figura 10.12: Planta aumentada.

Considerando o modelo tipico para projeto como na Figura 10.12 com fungdes de
ponderagdo W;, W, e W3, a matriz de transferéncia Tzw é dada por:

WS
Tow = Fo(P,K) = | WoKS | . (10.35)
WsT

Na Figura 10.12, P (s) define uma planta aumentada com w e u entradas, z e y saidas. Note
que aqui w e y correspondem ao sinal de referéncia r e erro e no diagrama tipico da Figura 10.1,
respectivamente.

Se considerar incerteza na planta, tem-se a forma 3 blocos-padrao mais geral mostrada na Fig
ura 10.13. Dessa forma, tem-se:

Fu =T = Moy + Moy A(I — M1 A) " My, ||Alee < 1 (10.36)

com M como ilustrado na Figura 10.13 dado por:



u | y
K(s) |e—

Figura 10.13: LFT inferior com respeito ao controlador K.

O sistema conectado da Figura 10.13 pode ser, entdo, descrito por:



2z | wg | | Mix Mo wq _
o)) ) [ ) weae gom

A representacdo espaco de estado do sistema na forma 2 blocos-padrao é descrita como:

T = Ax+ Biw+ Byu
= Cixz+ Diiw + Digu
y = Cor+ Doyyw + Dasu (1038)

com w := [wd w]T e z := [zd z]T e matrizes A, B, B2, C;, C2, D11, D21, D22 de dimensdes
apropriadas.

Exemplo 10.6 Considere um modelo de incerteza multiplicativa na entrada da planta. Suponha
que a planta nominal seja razoavelmente precisa (desvio de cerca de 0,5%) em frequéncias
abaixo de 10 rad/s, mas imprecisa em frequéncias acima de 1000 rad/s (desvio de 40%).

Considere um modelo de incerteza da planta entre estes dois extremos. A partir desta
especificagdo, verificar que o limitante para a incerteza pode ser da forma (ordem 1).

Jw + 10
(jw + 1000)

Resta apenas determinar o ganho k. Para a faixa de baixa frequéncia tem-se:

10k
W (iw)| =
WG = 1000

e sendo |Al(jw) < |W (jw)|, para |Al(jw)| < 0,5% tem-se k > 0,5. Jd para a faixa de alta frequéncia
obtém-se W (jw) = k o que fornece

A" (jw)| < 40%




e, portanto, tem-se k > 0,4. O valor de k que atende as duas situagdes é entdo k > 0,5. O sistema
aumentado na forma 2 blocos-padrdo com incerteza sem o controlador é apresentado na Figura
10.14 com P (s) dado por:

Zd _ wq _ Pzdwd Pzdw Wq _
DR TR C.

A transferéncia entre z e w a malha fechada é dada por Tzw = Pzw + Pzwd A[I — Pzdwd A]- Pzaw .

Exemplo 10.6.m

close all;clear all;clc;

%Verificando o limitante para o modelo de incerteza da planta

%Funcao Wd(s)

numw=0.5*[1 10];

denw=[1 1000];

sisw=tf(numw,denw);

figure(1);

bode(sisw,{0.1,1e5});

% Abrindo arquivo simulink com a representacao do sistema run PlantPEx10-6;
%0Obtendo a planta aumentada P(s)

disp(‘Representacao espaco estado da planta aumentada P(s)’) [A,B,C,D]=linmod(‘PlantPEx10-
6%)

:Planta aumentada P

()

W, | Zy
E y
W Lz

- —>

Figura 10.14: Diagrama 2 blocos-padrao.
10.4 Robustez de Estabilidade e Desempenho Caso Incerteza
Multiplicativa

Para garantir a estabilidade e o desempenho do sistema incerto é necessario testar a robustez de
desempenho e de estabilidade.



A seguir sdao apresentadas as condi¢Oes de estabilidade e desempenho que guiam a selecdao
das fungdes W, e W3 para o caso monovariavel e incertezas multiplicativas.

Considere o sistema realimentado com incerteza multiplicativa normalizada descrito por
PA(s) = [1 + W (S)A(S)IG(s), |A(S)|, < 1. Pode-se utilizar o critério de Nyquist para obter as
condicGes de robustez de estabilidade do sistema realimentado. Considere o grafico tipico de
Nyquist de K(s)G(s) na Figura 10.15 para o caso monovariavel em que K(s) e G(s) ndo possuem
polos no semiplano lateral direito e portanto estabilidade significa que o ponto critico —1 + jO ndo
é envolvido.

Suponha que a planta perturbada tenha o0 mesmo nimero de polos no semiplano direito que a
planta nominal. Utilizando a descri¢ao da planta por incerteza multiplicativa pode-se representar
a incerteza sobre KG(s) no diagrama de Nyquist por circulos de de raio |W (jw)K(jw)G(jw)| uma
vez que G(s) =[1 + W (s)A(s)]G(s) e K(s)G(s) + W (s)K(s)G(s)A = K(s)G(s). Portanto, para evitar
o envolvimento do ponto critico —1 + jO nenhum dos circulos de raio |W (jo)K(jw)G(jw)|, Vw
pode cruzar este ponto critico. Por inspecao da Figura 10.15, conclui-se que o envolvimento é
evitado para |WK(s)G(s)| < |1 + K(s)G(s)|, ou equivalentemente se

(WK (s)G(s)(1+ K(s)G(s))7!| < 1. (10.39)

Pode-se, assim, escrever a condicdao de robustez de estabilidade da seguinte forma

WT| <1 (10.40)
i im
-1+0
™~ 0 Re
1+ K (jo)G(jo) K (jo)G(jo)
W (jo)K (jo)G(jo) -

Figura 10.15: Condicdo de robustez de estabilidade a partir do diagrama de Nyquist caso
monovariavel.

em que T = K(s)G(s)(1 + K(s)G(s))-1 é a funcdo sensibilidade complementar. Este limitante para
a funcgdo sensibilidade complementar T é garantido em termos da fungdo W3 quando a seguinte
condicdo é atendida

[Ws| > |[W]. (10.41)

Especificacoes de desempenho sdo relacionadas a funcdo sensibilidade S, que deve respeitar



WS| < 1. (10.42)

Exercicio 10.1 (Burl 1999) Seja o modelo simplificado de uma aeronave considerada como um
corpo rigido (sem ressondncias)

1 20 1
G(s) = — e compensador K(s) = ( (_3:1_0))
s

82

Suponha que a planta real seja

2(s+1)
s?(s2+s+1)

G(s)

Pede-se:
1. Obter o modelo de incerteza multiplicativa para a planta
2. Obter M (s) a fungdo de transferéncia vista pela incerteza

3. Verificar a estabilidade do sistema a malha fechada quando sujeito a incerteza calculada
em 1.

A condicdo de robustez de desempenho garante as especificacdes de desempenho para o
conjunto de perturbacoes consideradas. Uma funcdo sensibilidade modificada, que incorpora
perturbagOes na planta é mostrada a seguir:

, 1 S

S = ITRGOATAW) 1+ AWT (E0:5)

De (10.43), Si pode ser feita mais proxima de S adotando-se W3 mais restritiva, de tal forma que
|WT| « 1.

10.5 Analise i

A andlise do problema de robustez para descricdes mais gerais de perturbacdes pode ser
formulada em uma abordagem unificada utilizando LFT e o valor singular estruturado (SSV, do
inglés), conhecido como p.

Valor singular estruturado



Considere uma estrutura bloco diagonal, com blocos escalares repetidos e blocos completos, para
a incerteza A, definindo-se A como

A = {diag [611,,, "+ 0sLg,A1,..,AF] 1 6 € C,A; € C9X™i } (10.44)

com S e F o numero de blocos escalares e blocos completos, respectivamente. Considere agora
um subconjunto de A com norma limitada

BA = {AcA:5(A)<1}. (10.45)

O SSV pode tratar incertezas estruturadas e ndo estruturadas e seu inverso define a menor
perturbacao A instabilizante do sistema (Zhou 1998).

O SSV pode ser interpretado como uma margem de estabilidade com respeito a incerteza A.
Dada uma matriz de transferéncia M, O SSV é definido como segue.

Definicao 10.2 (Zhou 1998) For M € Cnxn, uA(M ) is given by

pa(M) =< min{z(A)|det(I — MA) =0}’ (10.46)

! JA € BA|det(I — MA) =0
0, det (I — MA) #0, VA € BA.

com A € A uma matriz de perturbagcbes diagonal em blocos representando incertezas escalares
e ndo estruturadas e d(.) o valor singular maximo.

10.5.1 Robustez de estabilidade

A estabilidade de um sistema sujeito a perturbacao A é determinada a partir da analise do sistema
realimentado da Figura 10.17. A estabilidade de sistemas multivariaveis pode ser estudada
estendendo o critério de Nyquist. Seja o sistema realimentado mostrado na Figura 10.1. Se todos
os elementos da matriz de transferéncia forem estaveis o sistema é dito ser internamente estavel.
Agrupando as entradas externas na malha de realimentagdo como w; e w2 e os sinais de entrada

da planta e controlador como e, e e2, respectivamente, o sistema realimentado pode ser descrito
como na Figura 10.16 que é comumente utilizado para analise de estabilidade.

Lema 10.1 Suponha K e G estaveis. Entdo o sistema descrito na Figura 10.16 é internamente
estavel se e so se os zeros de det(I + GK) possuem parte real negativa.

Supondo-se o sistema realimentado nominal estavel, quaisquer polos instaveis devem ser
solugoes de

det(I 4+ Mi1(s)A(s)) = 0. (10.47)

Robustez de estabilidade é avaliada pela menor perturbacdao A desestabilizante que leva a uma
solucdo de (10.47) localizada no eixo imaginario. A menor perturbacdo A é definida em termos
de o (A) como segue



igf{Arél]ignA[&(A) tal que det(/ — M1 A) = 0]} (10.48)

Wy €

K(s)

Figura 10.16: Diagrama de analise de estabilidade externa.

Uma medida da menor perturbacao A desestabilizante é dada pelo SSV, conhecido como p.

Um sistema realimentado descrito na forma padrdo é estavel internamente (todas as suas
funcdes de transferéncias sdo estaveis) para todas as possiveis perturbacées A € BA se e sé se o
sistema nominal a malha fechada for internamente estavel e supw {uA[M1i(jw)]} < 1 como
estabelece o seguinte teorema.

Teorema 10.1 (Pequenos Ganhos) Um sistema realimentado representado na forma 2-blocos
padrdo da Figura 10.13 é internamente estdvel para A € BA e M (s) estavel se e so se

suppa (M1 (jw))] < 1. (10.49)

A seguir é apresentado um esbogo da prova seguindo Zhou et al. (1996). Uma vez que M (s) é
estavel, a instabilidade s6 pode ser causada pela malha fechada da perturbacdo A e a andlise de
estabilidade pode ser feita a partir do diagrama da Figura 10.17. Assim, usando A admissivel e
supw [puA(M11)] < 1 tem-se det(I — M11A) # 0. De fato,

iIlfw [Q(I — MllA)] Z 1-— sup [5(M11A)]
@ 10.
=] — ||M11A||oo >0 ( 0 50)

e a suficiéncia segue. A necessidade pode ser mostrada usando contradi¢do supondo que supw
[0 (M,;A)] = 1 e mostrando que existe A admissivel tal que det(I — M A) tenha um zero no eixo

imaginario usando decomposicao de valores singulares.



Figura 10.17: Analise de estabilidade.

10.5.2 Robustez de desempenho

Considera-se inicialmente o desempenho do sistema nominal e em seguida robustez de
desempenho. Consideram-se as especificacoes de desempenho mais comuns: acompanhamento
de referéncia, rejeicdo de perturbacdes e restricdo na amplitude dos valores da saida do
controlador. Considere as relacdes fundamentais a partir da configuracao tipica mostrada na Figu
ra 10.1

y = T,(r—n)+S,Gd; + S,d (10.51)
e = Sy(r—d)+T,n—S,Gd; (10.52)

come=r-}y.
Para o acompanhamento de referéncia deve-se impor que o erro de acompanhamento seja tal
que (Cruz 1996):

lell2
I, <o (10.54)

De outra forma, utilizando a matriz sensibilidade pode-se escrever IWr(jw)So(jw)l,, < 1 para

Wr(jw) escolhido adequadamente. Equivalentemente, para a rejeicao de perturbacdao na saida da
planta, deve-se impor

[yl
]2




e, consequentemente, IWd(jw)So(jw)I, < 1, Wd(jw) escolhido adequadamente. Para restringir a
amplitude do sinal de controle ou atuador deve-se impor:

[ W (jw)EKSo(jw)lleo <1 (10.56)

para Wu(jw) escolhido adequadamente.
As especificacdes de desempenho descritas anteriormente podem ser representadas na matriz
de transferéncia entre z e w dada por

W.S,
[ Towlloe = [[Fe(P, K)o = || WaSo < 1 (10.57)
W.KS,

para saidas do diagrama 2 blocos-padrdo dadas por z; = Wre, z, = Wdy, z3 = Wuu e entradas w, =

r e w2 = d. Outras especificacdes podem ser incorporadas nesta formulagdo 2 blocos-padrao.
Como visto anteriormente, a especificacdo de desempenho pode ser feita a partir da norma
H,, da matriz de transferéncia Tzw. A norma H_, possui a vantagem de ser de facil aplicacdo. Diz-

se que um sistema realimentado possui desempenho robusto se o sistema conservar-se
internamente estavel e a especificagcdo ITzw [ < 1 for satisfeita para as perturbacdes admissiveis.

Assim, a partir do Teorema 10.1, as condi¢Oes para desempenho robusto podem ser expressas em
termos de:

| 7 | D (10.58)

SupuA[Mll] Z L. (10.59)

t

O problema de robustez de desempenho pode ser convertido em um problema equivalente de
robustez de estabilidade através da inclusdao de um bloco de incerteza ficticio ao sistema. O bloco
de desempenho conecta a saida z a entrada w. Portanto, introduzindo um bloco ficticio de
perturbagdo A, associado as especificagdes de desempenho, uma estrutura aumentada de

incerteza pode ser formada

A 0
Ap = A€ AA; € ChoXns 10.60
: H 0 Ay } d ( )

Um resultado importante para a analise de robustez é dado a seguir.

Teorema 10.2 O sistema da Figura 10.18 atende as condigbes de robustez de desempenho
(10.58) e (10.59) se e so se este for internamente estdvel.



Wy Z4
M(s)
w Z

Figura 10.18: LFT do sistema com pertubagao aumentada.

Suponha o sistema internamente estavel para a estrutura de perturbacdao aumentada (10.60).
Assim, tem-se

det(I — MAp) 0. (10.61)

Para o caso especial de AP
A 0
Ap =
P 0 0

tem-se det(I - M AP ) = det(I — M;A) # 0 o que implica (10.59). Expandindo (10.61)

(10.62)

_ I —Mi1A —MisAy
det(I — MpA) = det l My A I—MiA; (10.63)
e usando a identidade
A B 1
det o Dl|= det(A)det(D — CA™"B) (10.64)

obtém-se

det(I — MA,) = det(I — My A)det(I — ThpAj). (10.65)



Tendo em vista (10.61) chega-se a

det(I — T, Af) # 0. (10.66)

entdo, pelo Teorema 10.1 chega-se a condicdo (10.58).

Exercicio 10.2 Seja o sistema realimentado da Figura 10.19 com a planta G(s) apresentando um
polo incerto:

1
G(s) = 0 € (—0.2,0.2]|.
(S) S_|_2_|_6? E[ ? ]

Esta incerteza pode ser descrita na forma separada da planta nominal para A € [-1, 1] como
na Figura 10.20. Sabe-se que a referéncia varia lentamente com banda-limitada em menos de 10
rad/seg. O objetivo do controle é fazer a saida seguir a referéncia com erro de regime menor
que -20 dB. Uma fungdo de ponderagdo para a fungdo sensibilidade pode ser do tipo:

150
- jw+10

We(jw)

a qual garante um ganho maior do que 20 dB na faixa [0, 10 rad/seg]. A forma padrdo para o
sistema normalizando a incerteza em 1 é como a seguir na Figura 10.21. A especificagcdo de
desempenho foi incorporada como incerteza A(s). Pede-se:

1. A matriz aumentada M e o seu valor singular estruturado para K = 50 e K = 200 com M
(s) = FA(P (5),K(s))

2. Plotar o diagrama do valor singular estruturado e verificar se a condigdo de robustez de
desempenho é satisfeita.

u

yL

Figura 10.19: Sistema realimentado.



Figura 10.20: Incluindo incertezas no diagrama de blocos.

10.6 Projeto Hx e Funcoes de Ponderacao

O problema de controle H, foi formulado primeiramente por Zames (1981) a partir da
minimizacdo da norma H,, da funcdo sensibilidade do sistema realimentado, nome derivado de
espacos de Hardy da teoria de analise funcional. A norma H,, de uma funcdo de transferéncia é

definida como:

1G(w)lloe = supu |G(jw)] .

Considere a representacdao 2 blocos-padrao mostrada na Figura 10.11 com P (s) a matriz de
transferéncia aumentada. Do diagrama tem-se:

z = Phw+ Pou
Z w P P w
y = Pyuwt Pou ou [y]:p[ ]:[P; P;j H (10.67)

U u
u = Ky.



Zd

Wy

Figura 10.21: Sistema realimentado na forma LFT.

A seguir, obtém-se a matriz de transferéncia entre a saida regulada z e a entrada externa w.
Substituindo u na equagao de y tem-se:

y=PFPyw+ PxKy e¢assim y= (1 = PQQK)_lpgl’w.

E, pode-se escrever:
u=Ky=K(— PpK) 'P)uw.

Finalmente, substituindo u na equagao de z tem-se:

z = Ppw+ Png(l — PQQK)_1P21’1,U
= [Py + PpK(1 — Py K) Py Jw (10.68)
e entao
g = Ty (10.69)

com



T.w = P11+ PiosK(1 — Ppo K)™ 1Py,

A planta aumentada na forma espaco de estado é da forma:

r = Az+ Biw+ Bou
z = Ciz+ Dyjw+ Disu
y = Cox+ Dyw+ Dapu. (10.70)

10.6.1 Problema de controle H~ com realimentacao de estado

Considere o sistema:

z = Az+ Biw+ Byu
z = Ciz+ Disu
T
Yy = [’w] . (10.71)

Condigao simplificadora do projeto: DT, [C, D;,] = [0 1]

O problema de controle H, com realimentacao de estado consiste na obtengdo de um controlador
que minimize:

|2(8)]],
J = |Teuwlloo = SUPIwOA T D)

i (10.72)

Uma funcdo objetivo quadratica tratavel pode ser obtida considerando um limitante para a
norma

12(®)ll5
1Tl oo = SUP|w(e)], 20 T <Y (10.73)
[lw(t)]l o7 ||’w(t)||2

y é chamado de limitante de desempenho. O controlador que satisfaz este limitante é chamado
controlador H_ sub-6timo.

Teorema 10.3 Existe um controlador admissivel tal que 1T:w 1 <y para um dado y se e so se
existe uma matriz definida positiva P satisfazendo:

ATP + PA—P(ByBY —y=2BiBHP+CICy >0 (10.74)



com Ac=A — B2BT P + y 2B, BT )P, estdvel. O controlador é dado por u(t) = ~Kx(t) com K = —BT,
P.

10.6.2 Problema de controle H~ com realimentacao da saida

Seja P (s) a realizacdo espaco de estado de uma planta aumentada descrita na forma compacta:

A| By B
P(S) = Cl D11 D12 . (1075)
CZZ D21 D22

O problema pode ser formulado como obter um controlador estabilizante u = Ky tal que a norma
da fungdo de transferéncia de malha fechada Tzw = P11 + P12K(1 —P22K)~ P21 seja pequena, isto
é, ITaw I <y, com y um escalar positivo.

Condicoes de existéncia de solucao simplificada

a) O par (A,B1) é estabilizavel e o par (C1,A) é detetavel (condi¢des mais fracas do que
controlabilidade e observabilidade).

b) O par (A,B2) é estabilizavel e o par (C2,A) é detetavel. Esta condicdo é uma condicao
necessaria para o controlador existir.

0
1

By

c) D:1r2 [Cl Dl?] — [0 1}3 Dssy

L __
D 21 —
d) Di1=0eD22=0.
As condigOes c) e d) ndo sdo necessarias, mas simplificam a solucao.

Teorema 10.4 Existe um controlador admissivel tal que 1Tzw 1 < y se e s6 se as seguintes trés
condicobes forem satisfeitas:

1. ATp + PA — P(BQB’QT — ’7_2313,{)13 + C{Cl >0 com A, = A — BQB’QTP +
v 2B1BT P estdvel

2. SAT+AS—-S(CTCy—~~2CTC1)S+B1BT >0 com Af = A—-SCT Co+v28CT C4
estdvel

3. p(PS) < 42.

O controlador é dado por



com Ao, = A+ 7 2B1BfP + ByFoo + ZooLooC2 € Foo = BJ P, Lo = —SCF, 2, =
L — o =GB
comA,=A+y-B,B,P+BF,_+Z.L Cy,eF, =B,P, L =-SC,,Z =(1-y2SP)"!
Incorporando funcgées pesos

Dadas as especificacdes de desempenho e estabilidade em termos da fungdo sensibilidade e
sensibilidade complementar:

IW1S|l <1 ou [|S]s < ||Wi |,
a (10.76)
IW5T | < 1ou [T, < [[Ws],, -

o problema de controle H, pode ser formulado em termos da minimizacdo da funcdo

1
objetivo ||Tzw||,, dada por Tzw = %f ou em termos de encontrar um y pequeno tal que ITzw I <
y. O diagrama do sistema na forma 2 blocos-padrao é mostrado na Figura 10.22 abaixo.

A

~




Planta aumentada P(s)

w €

ot

Controlador

Figura 10.22: Diagrama planta aumentada.

Observacao 10.2 Os comandos Matlab augtf e augss fornecem a planta aumentada, e o0s
comandos hinf e h21qg fornecem os controladores H, e H,.

Exercicio 10.3 Considere a configuragdo de controle da Figura (10.22) com

Lo -
(s =2)
0,1(s + 100)
(1005 + 1)
Wy = 0,1

|

=
||

=
|

Pede-se:
1. Obter um controador H-infinito usando o Matlab com a fung¢do hinfopt.
2. Verificar se as condigbes de projeto dadas por W1 e W2 foram satisfeitas.

3. Plotar a resposta ao degrau do sistema a malha fechada com o controlador obtido no item
anterior.



4. Obter as margens de ganho e fase do sistema com controlador.

Exercicio 10.4 Considere novamente a configura¢do de controle mostrada na Figura (10.22)
mas com entradas de perturbagdes d; e d na entrada da planta e saida da planta,

respectivamete e com (Zhou 199%)
50(s + 1,4)
(s+2)(s+1)

2
s+ 0,2
(s+ 1)
(s +10)
Wy = .

Comw =[d d, ]Te z = [z, z2]T, projetar um controlador para minimizar ITzw1 .

(; =

O método H, padrdo de realimentacdo da saida é usado para estabilizacdo do sistema de
suspensdao. O problema padrao de controle H, é formulado em termos de encontrar um
controlador K, se este existir, tal que para um dado y > 0

Wy S
|Towlloo = || W2KS <7 (10.77)
WiT

O projeto de controle H_ permite incluir especificacdes de desempenho e estabilidade, rejeicao

de perturbacdes e limitacGes na entrada de controle através das fun¢des de ponderacao. Os
critérios empregados para a escolha das fungdes W;, W2 e W3 sdo resumidas a seguir.

A fungdo W; é um limitante para a fungdo sensibilidade S e deve refletir a rejeicdo a

distirbios externos, erro de regime e tolerancia a variagdes. Além disso, deve proporcionar o
ganho minimo da malha em baixas frequéncias, ja que o sistema de suspensdo é



condicionalmente estavel. Para W, de primeira ordem, seu polo deve proporcionar a velocidade

desejada.

A funcdo W, deve ter um ganho suficiente para limitar a entrada de controle para uma faixa
aceitavel, evitando a saturacdo do atuador. Entretanto, um ganho alto pode deteriorar o
desempenho, e este compromisso deve ser levado em conta. Deve atenuar os ruidos de alta
frequéncia, porém manter aceitavel a velocidade da resposta.

A funcdo W3 deve minimizar o pico da funcdo sensibilidade complementar T , reduzindo as
oscilacdes e garantindo a estabilidade, entretanto é conflitante com W,, especialmente em baixas
frequéncias.

A planta aumentada pode ser obtida usando a funcao augtf e, entdo, o controlador H_, pode
ser obtido como a seguir, sendo tss a planta aumentada (10.12) e sscl o sistema da malha fechada
resultante:

[sscp,sscl]=hinf(tss);
[syscc]=ss(sscp);

10.7 Sintese

O objetivo de projeto é obter um controlador estabilizante K, tal que para todas as pertubacoes A
o sistema em malha fechada seja estavel e satisfaz:

H ]rf [fu (PaA)aK] HOOS L. (10'78)

O objetivo da sintese p é minimizar sobre todos os controladores estabilizantes K, o pico do
valor de pA (.) da fungdo transferéncia de malha fechada F, (P,K), ou seja

m}}n Max s (Fe (PK) (jw)). (10.79)

estabilizavel

No problema min max (10.79), a reducao do limitante superior de p permite aumentar a
menor perturbacdo desestabilizante A assim, aumentando a margem de robustez de estabilidade.
A computacdo direta de uA(M ) fazendo-se uma busca sobre todos os A € BA ndo é praticavel.
Portanto, um limitante superior de yA(M ) é usado no projeto de controladores robustos. Um
limitante superior de uA(M ) é o (M ) como pode ser visto no Exercicio 10.5. Entretanto, este
limitante é bastante conservador. Para superar este problema, em Safonov (1982) o conceito de
escalonamento diagonal € utilizado para computar um limitante para pA(.). A motivacdo para este
escalonamento é que se A e D sdo matrizes diagonais tem-se ||A|| = ||DAD™}||,, mas ||DMD||,,

pode ser feita bem menor do que ||M||,. Portanto, como os polos do sistema realimentado
(equacao 10.13) ndo sao afetados pelo escalonamento, tem-se:

pa(M) = pa(DMDY). (10.80)

Isso leva ao seguinte limitante superior para pA(M )



< inf 7 =1 ,
pa(M) < 51530 (DMD™1) (10.81)

com D um conjunto de matrizes de escalonamento diagonais com a propriedade DA = AD para
todoD € DeA € A € BA.

Pode-se enxergar (10.79) como um problema de minimizagdo do limitante superior pA
mostrado em (10.81) e formar a chamada iteragdo D — K.

min min | DFo(P,K)D ™| o. (10.82)
K

estabilizavel

A Figura 10.23 ilustra o problema de otimizacdo.

min
K, D

b

N

Figura 10.23: Sintese D — K.
Algoritimo 10.1 (Iteracao D - K)

1. Fixar uma estimativa inicial da matriz de escalonamento D = diag(d®; I....,d°;_; LI) €
D, d®, ,i=1,...,F — 1 escalares positivos ;

2. Encontrar fungdes de transferéncia escalares estdveis di(s), d1(s) para i = 1,2,...,(F = 1)
de forma que |di(jw)| ~ d®; ;

3. Seja D(s) = diag(d,(s)L,...,dF “(s)L,I);

4. Construir um modelo espacgo de estado para o sistema P" = (D(s))P (D-1(s)I);

5. Solucionar o problema de otimizagdo Hoo

min || Fe(P,K)] (10.83)



e denotar o controlador encontrado por K™ ;

6. Solucionar

S N [ -1
min 5[D,Fo(P.K)(jw) D' (10.84)

e denotar o novo Do por D"w ;

7. Comparar D", com o anterior D e retornar ao passo 2 até atingir convergeéncia.

Exercicio 10.5 Mostrar que o SSV é limitado acima pelo valor singular maximo, isto é
LA ( M ) < @ (M ) ;

Sugestdo. Utilizar a Definicdo 10.2 para um A% satisfazendo det(I — M A) = 0 e utilizar o
conceito de norma induzida de matriz.

A teoria de sintese u é encontrada em Zhou (1998) e Burl (1999), e instrucGes para usar o
Matlab em Balas, Doyle, Glover, Packard & Smith (1995).

10.7.1 Problema de controle H2

O problema de controle H, é formulado similarmente ao problema H-infinito, mas, em termos da
minimizagdo de ITzw 12, a norma H, da fungdo de transferéncia ¢ dada por:

1 . /- .

com tr(A) o trago de A. Pode-se dar a norma H2 a seguinte interpretacao. Seja w(t) uma entrada
ruido branco com E{w(t)w*(t)} = I8(t — 7 ) e o erro dado por z = Tzw w. A poténcia esperada para
o sinal de erro z (valor rms de z) é dada por:

N
|2 |61 ZE{jlgI})oﬁ/TZ zdt} (10.86)

com E o operador esperanca. No dominio do tempo tem-se que:

T
2 = j Tow(t — T)w(T)dT (10.87)
_T



Substituindo (10.87) em (10.86) e notando que z*z = tr E{zz*} tem-se:

lellpow = | Tewwll3

o [ a /_ ar /_ u (Tzw(t P E{w(r)wt (o)}t — g)> do

= / tr(Tzw (t - T)Tz*ur (t - T) dr

| Tzwlf3. (10.88)

Portanto, minimizando o valor ||z|[pow € 0 mesmo que minimizar de ||Tzw 2. Usando a identidade
de Parceval, obtém-se a norma em (10.85).

10.8 Discretizacao do controlador H

A técnica de projeto H, geralmente leva a controladores continuos de ordem elevada, ndo sendo

viavel a implementacdo analdgica. A partir da representacao continua em espaco de estado €
normalmente usada a transformacdo de Tustin para a obtencdo do controlador na forma de
espaco de estado discreta

zo(k+1) = A.x.(k)+ Bou(k)
u(k) = Cexo(k) + Dou(k). (10.89)

A transformacdo Tustin, também chamada de bilinear, preserva a norma H_ e apresenta

resultados satisfatérios desde que o tempo de amostragem T seja da ordem de 10 vezes menor
que as constantes de tempo do sistema. Esta transformacao é obtida seguindo a relacao

_ T o 14 sT/2 2(z—1)

~ _ ==l 10.
1—s1/2 " T Tt (L0:20)

A fungdo bilin do Matlab é empregada para realizar a discretizacdo na forma de espaco de
estado,

[syscd] = bilin(syscc,1, tustin’, T ) T, € o tempo de amostragem.

[Ac,Bc,Cc,Dc,T ]=ssdata(syscd) gerando controlador

e a implementacdo deste pode ser realizada através de registradores de deslocamento, somadores
e multiplicadores, como na Figura (10.24).
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Figura 10.24: Realizacdo em diagrama de blocos.

10.9 Exemplo de Projeto

Para aplicar técnicas de controle robusto em problemas praticos, os conceitos de planta
aumentada, especificacdo de desempenho e funcdes de ponderacdao sdo fundamentais. A seguir
utiliza-se o0 mesmo sistema de suspensao apresentado na Secdo 3.3 para reforcar estes conceitos a
partir da realizacao de um projeto completo de um controlador incluindo testes de desempenho e
estabilidade e simulacodes.

O projeto de um controlador u para o sistema de suspensao magnética supoe a existéncia de
variacOes paramétricas na massa da esfera e distirbios externos. A planta aumentada é entdo
construida com as fungdes de ponderacdio W;, W2 e W3 mencionadas anteriormente e uma

entrada e saida adicional para modelar a incerteza na massa.

10.9.1 Escolha das matrizes de ponderacdo

A escolha das matrizes de ponderagdo W;, W, e W3 tem por base as caracteristicas do sistema a

ser controlado e no caso tratado observa-se o seguinte.
W, deve limitar S, em baixas frequéncias estabelece um ganho minimo necesséirio para

estabilizar o sistema em malha fechada para que tenha boa rejeicdo a pertubacOes externas,
apresente pequeno erro de regime e tenha desempenho insensivel a variagdes da planta. O ganho
nesta faixa ndo pode ser muito elevado para evitar a saturacao do PWM. A localizacdo do polo
deve proporcionar a velocidade desejada.

A funcdo W, deve ter um ganho suficiente para limitar a entrada de controle para uma faixa

aceitavel, evitando a saturacdo do atuador. Entretanto, um ganho alto pode deteriorar o
desempenho. Este ganho deve atenuar os ruidos de alta frequéncia, porém manter aceitavel a
velocidade da resposta.

A funcdo W3 deve minimizar o pico da funcdo sensibilidade complementar T, reduzindo as
oscilacdes e garantindo a estabilidade, entretanto é conflitante com W,, especialmente em baixas

frequéncias. Apds simulacdes e ajustes, as funcdes escolhidas foram:



2,20
s+ 0,1
0,0045s + 0,09

s + 150
0,095s + 1,9

s+ 190

5
|

10.9.2 Incertezas paramétricas

Incertezas paramétricas podem ser representadas por LFTs. Para o modelo de suspensdo
magnética escolhido é razoavel considerar a variacao da massa m suspensa para uma aplicacdo
de um veiculo suspenso magneticamente no qual a entrada e saida de passageiros representaria
uma variagao real e prevista da massa. Considera-se uma variagao de 10% na massa da esfera

m=m+0,16m, § € [-1, 1] (10.91)

em que m ¢ a massa nominal e m a massa real. Esta perturbacdo é descrita na planta aumentada

da Figura 10.25 por uma LFT em 6. De fato, o termo 1 pode ser escrito como
m

10
1 0B 018 (10.92)

m m

Comparando (10.36 and (10.92), a matriz LFT correspondente a qual é denotada M pode ser
obtida como

—0,1 1
M; = [ Son 1 J . (10.93)

A LFT pode ser representada na forma:



1 —0,1
s Fr(s]|
m +0,1m ( [—3;3

D . (10.94)

3\|H [

10.9.3 Controlador H- padrao

O problema de controle H, padrao é formulado em termos de encontrar um controlador
admissivel K, se existir um, tal que, para um dado y > 0

W1S
I Towlloe := || WaKS | <4 (10.95)
W T

Para modelar as especificacdes de desempenho e estabilidade, uma planta aumentada é
obtida a partir da planta nominal G e funcdes de ponderacdo. Para considerar o modelo
perturbado para a planta em termos de incerteza multiplicativa a qual reflete a variacdo da massa
m, gera-se um funcdo de transferéncia estdvel Wu e ajusta-se a funcdo de ponderacdo W3 de
forma que a condicdo de estabilidade para a incerteza multiplicativa é garantida IWuTI <1 e W3 é

alterada para:

0,095 41,9

Wy = 10.
T 54190 (10.96)

A planta aumentada segue a estrutura mostrada na Figura 10.22 obtida com a fun¢do “augtf” (ver
codigo a seguir), em que sscp=mksys(Ac,Bc,Cc,Dc) com Ac,Bc,Cc,Dc as matrizes do
controlador obtidas e sscl o sistema de malha fechada resultante.
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Figura 10.25: Diagrama em blocos no Simulink para gerar a planta aumentada P .

[tss]=augtf(Gn,W1,W2,W3);

% o controlador H infinito é entdo obtido via os seguintes comendos
[sscp,sscl]=hinf(tss);
[syscc]=ss(sscp)

O controlador encontrado é de ordem 6. A funcdo “ hinf” utiliza um algoritmo com 2 equagdes
de Riccati (Zhou 1998). Figura 10.26 ilustra os limitantes de desempenho e estabilidade
especificado em termos de W, and W~1.
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Figura 10.26: Especificacdes de projeto.

10.9.4 Controlador

A matriz P para o problema de controle de acordo com a Figura 10.25 descreve o sistema

interconectado

Zd
21
Z2
%3
4

wq

(10.97)

N

A solugéo de (10.82) leva a minimizagdo de IW,SI, IW2KSI , IW3TI e ITzdwd I,.. A sintese do
controlador pode ser obtida no Matlab através dos comandos (Balas et al. 1995).

[Ap,Bp,Cp,Dp]=linmod(‘Pmu’);
P=pck[Ap,Bp,Cp,Dp];
dk\_def\_name = ‘G\_dk.m’;

dkit;

O arquivo G\_dk.m é descrito a seguir:
% estrutura de interconexdo da planta nominal

nominal\_dk = P;



nmeas\_dk = 1; % numero de saidas

ncont\_dk = 1; % namero de entradas de controle
% estrutura de Delta para calcular mu de Delta
blk\ _dk =[-10;1 3];

% faixa de frequéncia de resposta

omega\_dk = logspace(-1,4,200);

Encontra-se assim um controlador de sexta ordem, na sétima iteracdao, com o menor pico de pAp.
Um controlador de ordem maior poderia ser encontrado no escalonamento da matriz de
transferéncia D porém acarretaria um tempo de processamento maior comprometendo a
implementacao em tempo real do controlador.

10.9.5 Testes de robustez

A resposta em frequéncia do limitante superior de p para o teste de robustez de desempenho é
obtida através dos comandos

M-=starp(P,K,1,1);

% calcula mu de Deltap(M) para o teste de robustez de desempenho
[bnds]= mu(M,[-1 0; 1 3]);

[Af, Bf, Cf, Df]=linmod(‘M11");

% calcula mu de Delta(M11) para o teste de robustez de estabilidade
[mu,LOGD]=SSV(Af,Bf,Cf,Df,w,[-1 -1]);

Segundo o teste de estabilidade robusta (10.49) mostrado na Figura 10.27 o sistema é
robustamente estavel para os dois controladores uma vez que pA < 1. Observa-se que o
controlador p tem maior tolerancia a variagoes de massa em relagdo ao H,.. Enquanto o primeiro
atinge a instabilidade com 6 = 1/0,1768 = 5,65, ou seja, a massa pode variar no intervalo de
0,44m <m<1,56m param=m + 0,16m , o segundo é desestabilizado com § = 1/0,2118 =
4,72 que resulta na faixa admissivel 0,53m <m<1,47m .
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Figura 10.27: Teste de robustez de estabilidade.

O teste de robustez de desempenho é feito com a perturbacao aumentada AP, para considerar
as condicoes (10.58) e (10.59). Na Figura 10.28 observa-se que ambos tém desempenho robusto
mas o controlador p apresenta vantagens consideraveis. O pico de uaAp do controlador u € 0,275
enquanto para o controlador H,, é de 0,534, o que representa uma faixa de tolerancia da massa de

0,64m <m<136m e 0,8lm <m < 1,19m , respectivamente. A Figura 10.29 apresenta o

diagrama Simulink utilizado para a realizacdao de simulag6es com perturbacdes.

10.10 Aulas de Laboratorio

A principal dificuldade no ensino de controle é a variedade de conceitos envolvidos em uma
unica aula de controle uma vez que o estudante tem de integrar os conceitos de algebra linear,
equacoes diferenciais, e sistemas dinamicos. Para motivar os alunos sobre os temas sendo
ensinados, um ou dois alunos recebem tarefa de casa. Na semana seguinte, esses estudantes
trazem as suas solucdes que sdo entdao dadas aos outros como um trabalho de classe orientado.
Para facilitar a conclusao da tarefa de casa, mais instrugdes sao dadas a eles durante a semana.
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Figura 10.29: Modelo Simulink para simulacdo de pertubacdes.

Para usar o projeto de controle robusto em problemas praticos, descobre-se que os conceitos
de planta aumentada, especificacdo de desempenho, e as fungdes de ponderacdo e de modelos
conectados sdao de suma importancia. Algumas possiveis tarefas de classe de trabalho que
envolvem esses conceitos incluem os seguinte itens.



10.10.1 Analise e sintese

1.

Analisar a estabilidade do ponto de equilibrio (he, ie) das equagdes non-lineares usando o
modelo linearizado com os parametros dados na Secao 3.3.

Descrever a planta perturbada e escolher as funcdes de ponderagao seguindo as diretrizes
dadas na Secdo 10.9.2 and 10.9.1. Obter uma funcao de ponderacdo Wu estavel para uma
variacao de 10% na massa da esfera adotando: .1

m=m+016m, —1<§<1

em que m ¢é a massa nominal.

Construir a planta aumentada mostrada nas Figuras 10.12 e 10.25 para projeto usando os
procedimentos fornecidos na Se¢dao 10.9.3 e 10.7, respectivamente. Utilizar as as funcdes
de ponderacdo encontradas no projeto.

Devenvolver um programa Matlab para obter os controladores H» e p usando 0s passos
fornecidos na Segdes 10.6 e 10.7, respectivamente. Para comparacdo, usar um controlador
avango-atraso obtido com as interfaces sisotool ou rltool do Matlab.

Develolver um programa Matlab para realizar os testes de robustez em termos dos
limitantes superiores de u usando os passos fornecidos na Secao 10.5. Gréficos tipicos
obtidos pelos alunos sdao mostrados na Figura 10.28.

Testar a robustez de estabilidade, apresentando o grafico em frequéncia da funcao
sensibilidade complementar juntamente com o grafico de 1/W3 e 1/Wu. Apesar de a
condicdo (10.41) ndo ser satisfeita em toda a faixa de frequéncias, a condi¢do de robustez
de estabilidade (10.40) é atendida. A escolha foi feita desta forma para ndo prejudicar o
avanco de fase proporcionado pelo controlador, ja que a robustez de estabilidade continua
sendo garantida.

Obter o diagrama para andlise py do sistema controlado para verificar robustez de
desempenho e estabilidade. Os limitantes de p fornecem informagdes do efeito da
perturbacdo ém na matriz M . A matriz M dever ser obtida a partir do diagrama apresentado
na Figura 10.25



8. Obter a resposta em freqiiéncia do limitante superior de p para o teste de robustez de
desempenho. Utilizar os seguintes passos

[Af, Bf, Cf, Df]=linmod(‘MHinf")
[mu,LOGD]=SSV(Af,Bf,Cf,Df,w,[-1 0;1 3])

em que w é a faixa de frequéncia selecionada e [-1 0;1 3] é a descricdo dos blocos de
incerteza.

9. Testar a robustez de estabilidade usando o bloco de incertezas [-1 0] e a submatriz M11,
obtida por

M11=sel(M,1,1).

10.10.2 Trabalhos de simulacao

1. Construir um diagrama Simulink do tipo mostrado na Figura 10.29 para obter as respostas
a perturbacdo degrau.

2. Plotar as respostas do sistema de controle realimentado com o controlador avango-atraso
obtido.

3. Repetir o item 2 acrescentando perturbacdes do tipo degrau de diferentes amplitudes e
variar a massa da esfera com os controladores Ho e u obtidos. Gréaficos tipicos obtidos
pelos alunos sao mostrados na Figura 10.30.
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Figura 10.30: Respostas ao degrau de perturbacdo. Com controlador avanco-atraso (esquerda) e
com controlador H_, padrao (direita).

10.10.3 Implementacao do controlador
1. Obter o controlador discreto usando os procedimentos apresentados na Subsec¢ao 10.8.

2. Construir um VI em trés estagios para implementar o controlador no LabView como na Fig
ura 10.31.

3. Obter a resposta do sistema a um degrau de perturbacao de 0,1 V na tensdo na bobina.

4. Testar a robustez do controlador adicionando um anel na esfera de metal.

Let de Controle Discreto - H-inf —
x(k+1} = Acx(k) + Beylk)

Iy ulk) = Cex(k) + Deylk)

Analog DBL e w
1Chan 1Samp D o

Analog DBL
1Chan éSamgm i

Encerrar programa

Figura 10.31: Diagrama LabView.

Neste ponto, os estudantes ja percebem que controladores de alta ordem podem fornecer
solucoes mais adequadas para o problema do que o controlador de 2* ordem avango-atraso
obtido. Em geral, as respostas dos estudantes as atividades de sala de aula interativas foram
bastante positivas. Indicam que o ponto forte do curso é a introducdo as técnicas de controle
robusto com foco nas aplicagoes relacionando teoria, simulacdo e trabalho de laboratorio Além
disso, o uso intensivo de Matlab e Simulink em sala de aula contribuiu para desenvolver as suas



habilidades em simulagoes. Como consequéncia da experiéncia adquirida em atividades de aula,
a participacdo dos estudantes em discussoes aumentou. Cada grupo de estudantes explora alguns
aspectos do projeto de acordo com a sua habilidade e envolvimento com outras disciplinas o que
favorece a aprendizagem de novos componentes de controle a aplicacdes. O uso de resposta em
frequéncia para descrever as especificacdes de desempenho e o uso do Simulink foram bem
assimilados pelos estudantes. O diagrama LabView VI na configuracdo usada é fornecido de
forma que o estudante precisa somente projetar a lei de controle e introduzir no bloco como
mostrado na Figura 10.31.
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Apéndice A

Tabela da Transformada Z e Propriedades

A.1 Propriedades da Transformada Z

Linearidade

Z{a iy (B)+ B xg(k)} — @ Z{xl(k)} 43 Z{ajg(k)}

Deslocamento para Direita - O Operador Avanco

Z{az(k . d)} = z_dZ{:U(k)} — 29X d>0

Deslocamento para Esquerda - O Operador Atraso

d—

Z{:E(k + d)} = 2% [X(z) - z:lm(q)z_q] d>0

q=0
Amortecimento

Z{m(/ﬁ)e—akTS } = X(zeaTS)

Valor Inicial

X(0) = lim X (2)

Z—00

Valor Final

z—1

lim z(k) = lim
k—oo z—1

X(z) = il_}rri(z —1)X(2)

(A1)

(A.4)

(A.5)

(A.6)



A propriedade do valor final somente é valida se x() existe. Assim, sé se aplica a processos

estaveis.

A.2 Tabelas de Transformadas

Tabela A.1: Transformadas de Laplace e Transformadas Z

(t) X (s) X(z)
1 z
10 : . (01)
1 Tez
f 2 (z ~1)? L)
2 T2(z+1)
2 8
¢ o (z— 1P (03
3 6 T3(22 +42+1) (04)
i . (z—1)*
—at £
¢ (s+a) z —e~Ts (05)
Lot 1 _Tzemet: (06)
t26—at 2 TSZ e h(z Te 5) ( 07 )
(s +a)? (2 — 6—;1"5)3
a (1 —e %)z
1 —at 08
‘ e (oD L
R a (als —1+e )z 4+ (1 —alse "' — ) B8]
s%(s+a) (2 —1)%(z — e—oT%)
_ 2 —aTs _ —bT,
e—at _ o—bt (b—a) (€ ¢ ) (10)
(s —I—:rzz)(s +0) (2—e ) (2 —eVs) .
a z z al,e % sz
= [l - = :
clzt)e—ut( * s(s+a)? z—1 (2 — e79Ts) (#—e=0Ts)2 (1)
_ wq zsin(wTs)
sin(wit) $2 + w? 22 — 2z cos(wTy) + 1 (12)
s z(z — cos(w1Ty))
S(wqt 1
cos(wit) 82 + w? 22 — 2zcos(wTy) + 1 (13)
—aTs o}
ko Wy ze~ %= gin(w1 Ty)
i " 12
e bln(wl ) (S m a)2 e w% 2,’2 . 22:6*“‘TS COS(LU']_TQ) + €*2G’T5 ( )
B (s +a) z(z — cos(wyTy))
at " t 1
¢ coslwii) (s+a)? +w? 22— 2ze 9T cos(wTy) + e—227% 13)




Apéndice B

Rotinas de Interrupcao e do Controlador PI

void TIMER _isr ()

{

disable _ interrupts (INT_TIMER1 ) ;
clear _ interrupt (INT_TIMER1 ) ;

if ( running_motor==1) // Flag Motor Rodando
{

Digital = read_adc () ;
H = Digital * 0.12038 ;

//CONTROLADOR

en =ref —H ; // Calcula o Erro

un=0.00613 *en — 0.003465 * enl + unl ;
enl =en;

unl =un;

//ATRIBUI VALOR CALCULADO AO DUTY
un = un * 10000 ;
if (un>9500)
{
un = 9500 ;
}
if (un<0)
{
un=20;
}
duty = (unsigned int ) un ;
enable _ interrupts (INT_TIMERT1 ) ;



Apéndice C

Ganho para Sistemas MIMO

O ganho é uma relacdo entra/saida e pode ser definido como

G( 7 Jwt
Ganho — ol _ [[GUw)uoer]
[leel| [uoe?=|
[uoll '

com || || a norma Euclidiana. Observe que multiplicando a entrada por um escalar ndo altera o
ganho do sistema, assim

|G (jw)uol
luol

|G (Gw)uo|

man
e 2ol

< Ganho < miasy,

oumin | yo||=1 |G(jw)uo|| < Ganho < max|jy,|=1 [|G(jw)uoll

Nao existe uma definicao util de fase para sistemas MIMO. A resposta em frequéncia de
sistemas MIMO é limitada portanto pelo maximo e minimo ganho do sistema. Seja a
decomposicao

H=Y [% 8] U* (C.2)

em que H € Cmxp, Y € Cpxp, U € Cmxm sdo matrizes unitarias e ), = diag(oy, ..., or com 0; = 0,

>...>0r> 0 e min(m, p) > r. As colunas de U sdao formadas por autovetores ortonormais de H*H
e as colunas de Y por autovetores ortonormais de HH*.

Notagao C.1 o(H) =0, : i = 1,...r, omax(H) = 0, e omin(H) = or.

Pode ser verificado que o(H) = max[A; (H*H)]/, e o(H) = min[A; (H¥H)];2 com A(.)
denotando autovalor.

Definicao C.1 Uma matriz U € F nxn é dita uma matriz unitdria se e s6 se UxU = UU* = 1n .
Equivalentemente, as n colunas de U formam uma base ortonormal de F n, i. e.



1 i=j

C.3
0 i3 (€3

* — g

Se F = R, a matriz U é chamada ortogonal.

Observacao C.1 Matrizes unitdrias preservam o produto interno e daqui a norma de vetores: U
€ F nxn é unitdria entdo Vx,y € F n(Ux, Uy) = (x, y) e daqui 1UxI2 = IxI2.

Observacao C.2 A matriz H ndo possui valores singulares zero (6(H) > 0) se e so6 se H tiver
posto coluna completo. Quando a matriz H for quadrada tem-se omin(H) > 0 se e s6 se H for ndo
singular.

C.1 Interpretacao da Matriz H como Operador

Sejam
H:CP—C™ U=[Uly], U;eC™*r (C.4)
ur— Hu Y:[HYQ], Y; ebxr :
Assim, H[U; U,] =[Y; . ..0] onde HU, = Y;} U, * ou na forma didatica
i
H = Z YU (C.5)
=1

com u; e y; e colunas de U e Y , respectivamente. Os vetores u; e y; sdo chamados vetores

singulares a direita e a esquerda de H, respectivamente. Uma vez que U é unitaria u*uj = dij e
segue que uj é mapeado em gj yj por H

Hu; = (Z oYUy U (C.6)
i=1

= 05Y; (C.7)

entdo, H rotaciona (uj — yj ) e escalona (yj —» oj yj ). Em R, pode-se visualizar graficamente o
efeito de H em u na Figura C.1
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Figura C.1: Interpretacdo geométrica do valor singular.

Exercicio C.1 Mostrar que o valor singular pode ser computado a partir do problema de
autovalor, uma vez que o, é um autovalor de H*H, ou seja H*Hy; = o2y, . Sugestdo. Utilizar a

forma diddica de H e H*.

O maximo valor singular omax(H) e o minimo valor singular omin(H) desempenham um papel
importante na analise e projeto de sistemas de controle multivariaveis.

Lema C.1 0. (H) e omin(H) sdo dados pelas identidades:

max

Omax(H) = ||H1|'|3X1 | Hull

in(H) = i |Hu) . (C.8)

Para verificar o lema, H pode ser escrita como:

|Hul* =w*USY*Y S Utu
= z* 22:13

com x = U*u e usando as propriedades: IxI = IU*ul = Iul e max u=1IHul =

),

max x=11
xI.

Agora ||Yx|[> = ¥T_; 6%|x?, sujeito a ||x|[> = 1, é maximizado com x; = 1 e x; = 0 para todo i
# 1 e é minimizado com x, = 1 e x; = 0 para todo i # r e entdo o ,,, (H) = max ull = 1 |Hul| € 0 .in
(H) = min ., - |Hul| 0, (H) = min , _ 4 ||Hul|.

O ganho do sistema para todas as entradas é menor do que o maximo valor singular %' <
0,. Uma maneira intuitiva de entender este resultado € notando que o, é o maximo ganho sobre o
conjunto ortogonal de direcdes da entrada definido pelos vetores singulares a direita. Assim, o



ganho maximo pode ser obtido quando a entrada u é proporcional a u;. O calculo do ganho da

matriz para a entrada au, fornece

1H (s ) |

lovuy |

uma vez que |ly; || = ||y || = 1.

> imq eyl au |

|ovuy ||
05013/1”
| ||
aloy ||y ]
af [Juq |
01
Q

Observacao C.3 A decomposicdo de valor singular tem a sequinte propriedade:

I H]|

maz| =1 || Hull

Umam(H)

max |

| Hul

0 |

ou seja amax(H) é a norma do operador H induzida pela norma Euclidiana.

C.2 Ganhos de um Sistema Multivariavel

Seja y(f) = G(jw)ugejot. A decomposicdo de valores singulares da matriz de fungdo de

transferéncia é dada por G(jw) =),r

0; y; u* para cada w. Os valores singulares em fun¢do da frequéncia sdo chamados valores

principais.



Exercicio C.2 Dado o sistema (A, B, C,D) abaixo, obter a matriz de transferéncia G(jw), os
ganhos e a norma infinito. Utilizar os comandos:

G=ss(A, B, C, D); Gf=tf(G); sigma(G)
normhinf(G):

A=[0 1 0;0 0 1;-4040 -444 -14];

B=[12;0 1; 0 4]; C=[10 10 0;0 1 0]; D=eye(2);
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