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Lembrar: Aula 4, Exercicio 3. Se (X,7) é T4 e F é um fechado contido num aberto V,
ent3o existe um aberto W tal que F C W C W C V (note que isto é, na verdade,

equivalente a ser Ty).

Vimos na aula passada.

Lema 1
Seja (X, T) um espago topoldgico. Suponha que exista (Fs) scq familia de fechados

satisfazendo:
1. F,CInt(Fs) ser <s;
2. Useq Fs = X
3. Nseg Fs = 0.

Entdo a fungdo ¢ : X — R dada por p(x) =inf{r € Q: x € F.} é uma fungdo continua.
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Proposicao 2
Sejam (X, 1) espaco topoldgico T4 e f : A — [0, 1] continua onde A C X é fechado. Entdo

existe F : X — [0, 1] extensdo continua de f.

Demonstragdo. Para cada r € Q e cada s € (0,1) N Q, sejam:
Ar={xeA: f(x)<r} Us = X\{x € A: f(x) > s}.

Note que, por continuidade, A, é fechado, pois A, = f‘l((—oo, r] ) U; é aberto e, se

r < s, temos também que A, C Us . Considere (r,,s,),cy UMa enumeragdo para
P={(r,s):r,s€Qtaisque 0 <r<s<1}.

Sobre P, considere a ordem (r,s) < (a,b) quando r < a e s < b. Note que, assim,

(r,s) < (a,b) se r <a,s <beocorre também r # a ou s # b.
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Vamos construir uma sequéncia (H,),cy de abertos de X de forma que:
(a) A, C H, C H, C Us, para todo n € N,
(b) Hm C Hpy se (rm,Sm) < (ny Sn)-

Vamos fazer essa construcdo indutivamente. Por T4, podemos definir H; de forma que
A, C Hy C Hy C Uy

Suponha definido H; satisfazendo as condi¢des acima para todo j < n. Vamos definir H,,.
Considere (unido indexada pelo vazio é o conjunto vazio, intersecdo indexada pelo vazio é o
espago todo)
J={jeN:j<n,(rs}) <(rn sn)}
K={keN:k<n,(rnsn) < (re,sc)}-

Note que, dados j € J e k € K, temos que H; C Hx por hipétese (pois (17, ;) < (rk, s))-

Assim, ;¢ H; € Ngek Hk- E, novamente por T4, podemos definir H, de forma que
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A, UlJH | cHaCH,yC (Usnm N Hk>

jeJ keK

Pelas definicGes de J e K temos A, C (,cx Hk € Ujejﬁj C U,.
Com isso, terminamos a construcdo de (Hp),cy-

No que se segue, convém reindexarmos tal familia da seguinte forma

(M) (e -
Note que, pela construcdo, temos
(a) Ar C Hiy5) C Hrs) C Us para (r,s) € P
(b) % C Heap) se (r,s) < (a, b).

Estamos prontos para definir a familia (F;), . como no lema anterior.
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Seja r € Q. Vamos dividir em alguns casos:
> ser<0,F =0
> se0§r<1,F,:ﬂs>rm
> ser>1,F =X
E imediato que cada F, é fechado e que Ure(@ F = X.

Resta mostrar que F, C Int(Fs) se r <'s.

Note que isso é imediato se r < 0 ou se s > 1.

Resta o caso em que 0 < r < s < 1, que é justamente o caso (r,s) € P.
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Fixe t € Q tal que r < t < s. Note que

F, C H(r,s) (- H(t,s) (- H(t,s) C n H(s,u) = Fs.

u>s

Em particular, isso mostra que F, C Int (Fs) (pois H(;s) é aberto). Assim, temos que a
funcdo
F(x)=inf{reQ:xe F},

dada pelo lema, é continua.
Note que, pela definicdo de F,,0 < F(x) < 1 para todo x € X.
Desta forma, resta mostrar que F estende f.
Note que, dado r € QN [0,1), temos
A C (Aﬁ ﬂm) - (Aﬂ N U5> =A.
s>r s>r

Lembrando que AN, H(rsy = AN F,, obtemos que A, = AN F,.
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Assim, se mostrarmos que f(x) =inf{r € Q: x € A}, para x € A, teremos que, de fato, F

estende f.
Note que, se r € Q é tal que x € A, entdo f(x) < r. Assim, f(x) <inf{reQ:x € A,}.

Suponha que f(x) <inf{re Q: x € A} e seja rp € Q tal que
f(x)<n<inf{reQ:xeA}.

Note que, pela definicdo de A, temos que x € A,,. Mas isso contraria o fato que
n<inf{reQ:xecA}.
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Como consequéncia, obtemos um resultado que caracteriza os espacos T4 em termos de
fungdes continuas:

Teorema 3 (Lema de Urysohn)

Seja (X, 1) espago topoldgico. Entdo (X, T) € T4 se, e somente se, para todo F,G C X
fechados disjuntos, existe f : X — [0, 1] continua tal que f(F) = {0} e f(G) = {1}.
Demonstracgdo. Considere g : F U G — [0,1] dada por g(x) =0se x € F e g(x) =1 caso
x € G. Note que g é continua (pois X é T4). Assim, qualquer extens3o continua de tal g

satisfaz o que precisamos.

Para a reciproca, basta notar que f~1([0,2)) e f=((3,1]) sdo os abertos procurados

(disjuntos, um contendo F e o outro contendo G).
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Podemos pensar que espagos T4 (e portanto os normais = T + Ta) sdo aqueles em que

fungdes continuas separam fechados disjuntos.

Ao tentarmos fazer o andlogo para separagao entre pontos e fechados, obtemos um novo

axioma de separacao.
Definicao 4
Dizemos que (X,T) é T3% se, para todo x € X e F C X fechado tal que x ¢ F existir

f: X — [0,1] continua, tal que f(x) =0 e f(y) =1, para todo y € F. No caso que (X, T)

também é Ty, dizemos que (X, T) é um espaco completamente regular.

Veremos adiante que esse axioma é de fato um novo axioma de separa¢io (no sentido que

ele ndo coincide com nenhum dos anteriores).

Também veremos que ele tem um papel importante em compactificaces.
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Por fim, as fungGes a serem estendidas n3o precisam ser limitadas.

Teorema 5 (de Tietze)

Sejam (X, 1) espago T4, F C X fechado e f : F — R uma fung¢do continua. Ento existe

f X — R extensio continua de f.

Demonstracdo. Caso 1: Suponha f: F — (—1,1) . Vamos mostrar que existe

f 1 X — (—1,1) extensdo continua de f.

Temos que existe g : X — [—1, 1] continua que estende f (veja o Exercicio 1 a seguir).
Seja G =g *({-1,1}). Note que F e G sdo fechados disjuntos.

Se G =), entdo g : X — (—1,1) é um extensdo continua de f.

Se G # (), pelo Lema de Urysohn, existe h: X — [0, 1] continua tal que h(F) = {1} e
h(G) = {0}. Finalmente, note que a fung3o desejada é f : X — (—1,1) dada por
F(x) = g(x)h(x).
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Caso 2: f: F—R.
Fixe ¢ : (—1,1) — R bijetora continua com inversa continua por exemplo ¢(x) = tan (%*).

Temos entdo que ¢ Lo f : F — (—1,1) é continua e, pelo Caso 1, existe f : X — (—1,1)

extens3o continua de ¢~ 1o f.

Note entao que f= pof: X —Récontinua e

x € F = f(x) = p(f(x)) = p(p " o f(x)) = F(x).

ICMC - USP Topologia



Exercicios - Extensdes

1. Mostre que se X é T4 e M C X é um fechado, entdo para toda f : M — [a, b] continua,

existe F : X — [a, b] extensdo continua de f.

2. Mostre que todo espa¢o completamente regular é um espaco regular.
3. Sejam f, g : X — Y fungdes continuas, onde Y é de Hausdorff.

(a) Entdo o conjunto E = {x € X : f(x) = g(x)} é fechado.

(b) Mostre a Proposicdo 2 da Aula 6 a partir do item anterior.

4. Mostre que subespacos de espagos T;1 sdo Tj1.
2 2

5. Use o Lema 1 da aula de hoje para provar o Lema de Urysohn diretamente (sem usar a

Proposi¢do 2 da aula de hoje).

6. Seja (Xn)pcry UMa sequéncia de pontos de R tal que x, — x € R, x, # xm sSe n # m e x, # x
para todo n. Seja também (y,),cy Sequéncia de pontos de R tal que y, — y € R. Mostre
que existe uma fungdo continua f : R — R tal que f(x) =y e f (x,) = yn para todo n € N,

7. Mostre que vale o seguinte enunciado alternativo para o Teorema de Tietze: Sejam (X, 1)
espaco T4. Sejam F C X fechado e f: F — [0,1) fungdo continua. Ent3o existe

f : X —[0,1) extens3o continua de f.

ICMC - USP Topologia



Exercicios - Extensdes

8. Dado X de Hausdorff e usando a notacio do Teorema de Tietze, mostre que a extensdo f é

unica se, e somente se, F = X.

9. Este é um roteiro para exibir um espaco que é regular mas ndo é completamente regular.

Considere
S={(x,y)eR*:0<y<2}

e p um ponto tal que p ¢ S. O exemplo serd o conjunto S U {p} com uma topologia

especial. Para cada x € R, considere

Dy={(t,t—x)eS:x<t<x+2}
Vi = {(x,y) eR?*: (x,y) € S}
A =D, U Vi

Para cada n € N, considere
Up={(x,y) € S:x>n}

In=1[n,n+1] x {0}.

ICMC - USP Topologia



Exercicios - Extensdes

Considere sobre T a topologia gerada pelos conjuntos da forma:

» {(x,y)} onde (x,y) € Sey >0
> A\F, onde F é um conjunto finito;
»

{ptu Un

(a) Note que os abertos da forma A,\F, onde F é finito e ndo contém (x,0), formam uma base

para (x,0).
(b) Note que os abertos da forma {p} U U, formam uma base para p.
(c) Note que os pontos (x,y) com y > 0 sdo isolados.
(d) Note que esta topologia é de Hausdorff.
(e) Mostre que o subespago S é zero-dimensional (e, portanto, completamente regular).

O espaco topoldgico é zero-dimensional se existe uma base para a topologia formado por
abertos fechados.

(f) Mostre que T é regular (note que s6 precisa mostrar que p admite sistema fundamental de
vizinhangas fechadas).

(g) Seja J C A, infinito. Note que (x,0) € J.

(h) Seja g : S — R continua tal que g((x,0)) = 0 para algum x € R. Mostre que g(a) # 0 para,
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(i) Seja g : S — R continua. Mostre que, se g(a) = 0 para infinitos a € Ay, entdo g((x,0)) = 0.
(j) Agora vamos trabalhar com fun¢do continua f : S — R fixada. Vamos supor que exista um
conjunto infinito de pontos da forma (x,0) € /, tais que f((x,0)) = 0. Seja
X ={(x,0) € I, : f ((xx,0)) = 0} um subconjunto enumeravel de tais zeros.

(i) Para cada k, note que existe Ex C D,, enumerével de forma que f(x) = 0 para todo x € D, \ Ex.

(ii) Considere, para cada k, Jx = {x : (x,y) € Ei para algum y}. Note que Jx é enumerdvel.
(iii) Considere J = [n+1,n+2]\U,>; Jk. Note que J x {0} tem complementar enumerdvel em /1.
(iv) Fixe (x,0) € J x {0}. Note que existem infinitos pontos a € A, tais que f(a) = 0. Conclua que

f((x,0)) =0.
(v) Note que provamos que existem infinitos pontos x em /I, tais que f(x) = 0. Prove

intutivamente que isso é verdade para todo /;comj > n.
(k) Seja f: T — R continua tal que f [lp] = 0. Note que para todo k, Iy contém infinitos zeros
de f.
(I) Note que p e Iy ndo podem ser separados por uma fun¢do continua (assim, T ndo é T3%>.
10. Dada f : X — X, dizemos que x é um ponto fixo se f(x) = x. Dado (X, 7) espago de
Hausdorff, mostre que existe uma tnica fungdo continua f : X — X tal que, para todo x € X

e todo V aberto tal que x € V, existe y € V ponto fixo.



