Limite e Continuidade - Aula 08
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Limites Laterais

Seja D um subconjunto de R. Diremos que p € R é um ponto de
acumulaggo a direita (esquerda) de D se é um ponto de
acumulagido de DT = DN (p,) (D~ = D N (—o0, p)).

Se f: Df — R é uma funcdo e p é um ponto de acumulagdo a

direita (esquerda) de D o limite de f(x) quando x tende a p
pela direita (esquerda) ¢é

Xl_i>r2+ f(x) = )!i_r}np flp+(x) ( lim f(x) := lim f|D(x)>

X—p X—=p
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Critério negativo para existéncia de limites

Teorema

Seja f : Df — R uma fungdo e p é um ponto de acumulacdo 3
direita e a esquerda de Df. Entdo

lim f(x)

X—p
existe se, e somente se, existem os limites laterais a direita e a
esquerda e

lim f(x)= lim f(x).

x—pt X—p~
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Prova: Existe lim f(x) = L se, e somente se, dado € > 0, existe
X—=p

6 > 0 tal que
x€Dr, O0<|x—p|l<d = |f(x)—L|<e,
se, e somente se, dado € > 0, existe § > 0 tal que

xe€DrN(—o0,p), 0< |x—p|<d = |f(x)—L|l<e

xeDrN(p,0), 0<|x—p/<d = |f(x)—L|<e
se, e somente se,

L= lim f(x)= lim f(x)q

x—pt xX—p~
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Exemplo
Seja f : R\{1} — R a func¢do definida por

x—1

f(x):m, x # 1.

Mostre que ndo existe o limite limy_,1 f(x).

De fato: Para todo x < 1 temos que f(x) = —1 e portanto
lim,_,1- f(x) = —1. Por outro lado, para todo x > 1 temos que
f(x) =1 e portanto lim,_,1+ f(x) = 1. Do teorema anterior, ndo
pode existir o limite limy_,1 f(x).
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Exemplo

Prove que lim k =k e lim x = p.
X—p X—p

» Dado k€R, seja f:R—R tal que f(x) = k, para todo x € R.
Fixe p€R e note que, dado €>0, escolhendo § >0 qualquer,
temos 0 < [x — p| <0 = |f(x) —f(p)|=|k—kl|=0<e.

» Seja g:R—R tal que g(x) = x, para todo x € R. Fixe peR
e note que, dado €>0, escolhendo § = ¢, temos
0<[x—p|<d=lg(x)—glp)=I|x—pl<i=ec
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Exemplo

2

Prove que lim x*> = p?.

X—p

> Seja h:R—R tal que h(x) = x2, para todo x € R. Fixe p € R
e, dado >0, escolhendo § < min{1,¢/(2|p|+1)}, temos

i) 0 <|x—p[<d<1 = |x+p|<[x—p|+|2p|<2|p[+1 e
i) 0< Ix—p| <8< e/(2lpl+1) = |x+pllx—p| < (2lp|+1)5 < ¢
segue que, se 0 < |x — p| < 6 = min{1,¢/(2|p| + 1),

|h(x) = h(p)| = x* = p?| = Ix + pllx — p| < (2lp| + 1)|x — p|
< (2|p|+1) <e.
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Observacao:

Esperamos que os exemplos anteriores (que estdo entre os limites
mais elementares) tenham convencido o leitor que, definitivamente,
ndo queremos calcular limites por definicdo.

Isto impOe a necessidade de buscar métodos que nos permitam
mostrar a existéncia de limites sem que tenhamos, todas as vezes,
que recorrer a definicdo.

As propriedades dos limites serdo provadas a seguir e passardo a
ser a nossa principal ferramenta para o célculo de limites.
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Defini¢do (Continuidade)
Seja f : D — R uma fungdo e p € Df. Diremos que f(x) é
continua em p se, dado € > 0 existe um 6 > 0 tal que

x€Drel|x—p|<é, = If(x) —f(p)| <e.

Observacao
Note que,

» se p é um ponto de acumulagdo de Dys, entdo f € continua em
p se, e somente se, limy,_,, f(x) = f(p) e

> se p é um ponto isolado de D¢, entdo f € continua em p.
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Exemplo

(a) A fungdo f(x)

(b) A funcdo f(x) = x € continua em x = p para cada p € R.
(c) A fungdo f(x)

(d) A funcdo f(x) =

k € continua em x = p para cada p € R.

= x + 1 € continua em x = p para cada p € R.

= x? é continua em x = p para cada p € R.

x?—1
(e) A fungdo f(x) = x—1 X 71 150 é continua em
0 sex=1

x =1 pois lim f(x) =2 # 0= f(1).
x—1

Exercicio: Verifique cada uma das afirmativas do exemplo anterior
utilizando os resultados dos exemplos anteriores para as mesmas
funcoes.
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Propriedades do Limite

Sejam f;: D =R, i=1 e 2, funges. Suponha que p seja um ponto
de acumulagdo de Dy N Dy, e que lim fi(x) = L;, i = 1,2. Entdo:
X—p

1)
2

(fl + fz)(X) = lim ﬁ(X) + lim fg(X) =11+ L,.
X—p X—p
tim (5~ £)(x) = fim () ~ fim () = Ls ~ Lz

)
3) lim k fi(x) = kL1 onde k = constante.
)

lim
X—p

X—p

4) lim fi(x) - f(x) = )!i_r)npﬁ(x) -)!i_r)npfz(x) =L L.

X—p

5) lim Al _ 4% 1,

= =— L .
x=p fo(x)  lim h(x) L2 se L#0
X—p
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Antes de provar estas propriedades vamos, rapidamente, nos
convencer da enorme quantidade de trabalho que evitamos ao
fazer o pequeno esforco de demonstra-las.

Primeiramente note que, como lim x = p entdo, de 4) segue que
X—p
2

lim x?> = p? e, por inducdo, obtemos que lim x"=p" neN
X—p X—p

Agora, de 1), 2), 3) e 4) podemos facilmente concluir que, se
f: R — R é um polinémio, lim,_,, f(x) = f(p).
Além disso, usando 5), concluimos que, se fi, f,:R—R s3o

P . . f(x) _ f(p)
olindmios e p é tal que £ 0, lim =
p p que f(p) # im0~ hp)
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Mais geralmente, utilizando a propriedade do produto e um
argumento de indugdo obtemos que, se lim,_,, f(x) = L,

lim [F())" = [xllnp f(x)] = L", para todo n € N.

Exercicio
Caleul . 3 . . X3 + 1 .
alcuie )l([;nz(l:-)x — 8), [R : 32] e)![f;ll m, [R . 1/4]
Exemplo
h)? —
Calcule lim M, [R: 6].
h—0 h
3+h)2-9
De fato: Simplesmente note que, para h # 0, (+h) = h+6

e que limh+6=6.
h—0
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Sabendo de que estas propriedades facilitam, enormemente, o
nosso trabalho, vamos fazer a demonstracdo das mesmas para
poder utiliza-las, livremente.

Prova de 1): )!@p(fl + h)(x) = )![;npfl(x) + )![pp fo(x) = L1+ L

Dado € > 0 seja §; > 0 tal que

x€Dg, 0<|x—p|<é = |filx)=L| < 5,i=12

Escolha 6 = min{d1,d2} . Entdo

XeDflﬂsz:Dfl+fz7 0<’X—p‘<(5:>
€
|(h+f)(x) = (Li+L2)| < ARG = Laf + |f2(x) = L2 <2 5=€

ou seja lim (f + h)(x) = L1 + Lo.
X—p
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Prova de 3): Ii_n>1 k fi(x) = k L; onde k = constante
x—p

Se k = 0 o resultado é trivial. Se k # 0, dado € > 0 seja § > 0 tal
que

xe€Dg, 0<|x—p|<d = |Alx)— L] < ﬁ

Entao

x€Dg, 0<|x—p|<d = |k (x)—kL1|=|k| |f(x) — L] <|k]| % =e.

ou seja lim (kf)(x) = kL;.
X—p
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Prova de 4): )!i_n;p(fl(x) - h(x)) = )!i_r}np fi(x) - )!i_)mp f(x)= L1 Lo
Dado € > 0 seja 41 > 0 tal que
x€Dg, 0<|x—p|<d = |Aalx)— L] < ‘Lzm)
e dp > 0 tal que
x€Dg, 0<|x—p|<dh = |hx)— L] < min{m,l} .

Logo [|(x)| < |fa(x) — Lo| + |L2| < |L2| +1 sempre que
x € Dy, 0 < |x—p| < do.
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Logo, se d=min{d1,d2} , para x€ D, NDg, =Dy, .1, 0< |x—p| <6,

(- R)(x) = (Lo - L2)] = |(Ax) = Li)a(x) + Li(Ba(x) — L2)]
(%) = Lul[R0)] + [Lallfa(x) = L2
10 =Laf (IL2]+1)+[La][[f2(x) = La|

IN A

A

ey (L2l + 1) + bl
€L E_
5 5 = €.
ou seja )!i_r>np(f1 -h)(x) = L1 Ly.

<
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lim f1(x)

. ﬂ(X) X—p Ll
P de 5): | = = — L .
rova de 5) i) H(x) limpfz(X) L’ se L #0

Dado € > 0 seja 41 > 0 tal que

x€Dp, 0<|x—p|<d = |A(x) =Ll < #
e 02 > 0 tal que

. € 2
x €Dy, 0< |x—p| < = |h(x)— L] < m|n{4(||LL12|_||_1),%} .

Logo, se x € Dy,, 0<|x—p|<do

L
L] < 1500 — Lol + 16001 < 2 416001 ¢ B < ()
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Logo, se d =min{d1,d2}, para x€ DN Dg, =Dy, 0<|x—p| <9,

_(h(x) = L) Lo+ (La—A(x)) La]
1R2(x)] |Lz|
< A= LallLo|+ Lo —H(x)||L1]
|La| [L2]/2
§2|ﬂ()‘<22_‘L1+2|L2—f2( )|’LL1|’2
ella] 1 5 ella?> L] e e

< <-+t-=e
TR R (TR ES T

fl(X) L1

h(x) L2
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Propriedades Adicionais: Comparacao e Confronto

Além das propriedades mostradas na aula anterior, a comparagdo o
confronto s3o propriedades extremamente (teis para que possamos
concluir a existéncia de limites. Comecamos com a comparacao.

Teorema (Comparag&o)

Se p é um ponto de acumulagdo de Df N Dy e f(x) < g(x) sempre
que x € (Dr N Dg)\{p} e x estd proximo de p e os limites de f e g
quando x tende a p existem, entdo

lim f(x) = Lf < Lg = lim g(x).

X—p X—p

Observacdo: O texto em azul do enunciado significa que,
e exister>0tal quexe DrND,, 0<|x—p| < rimplica f(x) < g(x).
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De fato: Dado € > 0, existem dr > 0 e 6, > 0 tais que,

xE€Df, 0< |x—p|<df=Lg—e<f(x) <Lf+e

XEDg, 0<|x—p|<dg=Lg—e< gx)<Lg+e
Ainda, existe r > 0 tal que
x€DfrNDg, 0< |x—p|<r= f(x)<gx).
Assim, para 6 =min{d¢,dg,r}, x€ DrNDg € 0< |x—p| <, temos
L —e<f(x) <g(x)<Lg+e

e consequentemente Lr < L.
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Teorema (do Confronto)
Dadas f, g,h funcées e p ponto de acumulagdo de D= Df1 DgN Dy,
se existe r > 0 tal que {x € Dg : 0 < |x —p| < r} C DN Dy

f(x)<g(x)<h(x), para xeD, 0<|x—p|<r,

e se
)!iinp fix)=L= )!iinp h(x),
entao
)!i_r)np g(x)=1L.
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De fato: Dado € > 0, existem df > 0 e §, > 0 tais que,
x€Df, O0<|x—p|<dr=L—e<f(x) <L+e
XEDp 0<|x—p|<dph=L—e< h(x)<L+e
Ainda, existe r > 0 tal que
Xx€DrNDgNDp, 0< |x—p|<r= f(x) < g(x) < h(x) .
Se d=min{df,dp,r}, x € Dg e 0<|x—p|<¢ , temos
x€DrNDgN Dy, 0< |x—p|<r, and
L—e<f(x)<g(x)<h(x)<L+e
Logo, dado €>0, para §=min{d¢,0p,r}, x€Dg e 0<|x — p| <9,
temos |g(x) — L| < € e portanto )!iinpg(x) = L.
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Exemplo
As fungdes trigonométricas sdo continuas.

Prova: Das férmulas de transformacao de soma em produto, para

qualquer p, temos
X—p X+ p
2uen (=5 Jeos ()
sen | —— Jcos( —

X_p> <2|X=
sen( 5 ‘_

|senx — senp| =

P\ _
‘ =[x —pl.

Onde usamos que |[senf| < |f| para todo 6 € R.

Como lim (x — p) =0, do Teorema do Confronto, segue que
X—p

lim (senx — senp) = 0, ou seja, lim senx = senp. Logo a fungdo
X—p X—p

seno é continua para todo p.
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A prova da continuidade do cosseno ¢é feita de maneira similar
utilizando a igualdade

X+ p X—p
cosx—cosp:—2sen( > )sen( > )

A continuidade das outras fun¢des trigonométricas seguem das
propriedades do limite.
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