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Nocao Intuitiva

Vamos estudar o comportamento de uma fun¢io f(x) para valores
de x préximos de um ponto p.

Consideremos, inicialmente, a funcio

Flx) = x+1parax#1
3 parax =1

Vamos analisar o que acontece com os valores f(x), da fungdo f,
para x préximo de 1 (distinto de 1).
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Para valores de x préximos de 1 (distintos de 1), alguns valores de
f(x) sdo dados na tabela abaixo:

x>1] f(x) || x<1] f(x)
1.5 |25 |05 |15
1,1 |21 |09 |[1,9
1,01 [2,01 |[0,99 |1,99
1,001 |2,001 |/ 0,999 | 1,999
\ 3 3 s
1 2 1 2
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A
f(x) | =x+1
tende 21
a2
—>i — x
quando x tende a 1
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Da tabela vemos que quando x estiver préximo de 1 (por valores
menores ou maiores que 1) f(x) estard préximo de 2.

De fato, podemos tomar os valores de f(x) tdo préximos de 2
quanto quisermos, tomando valores x suficientemente préximos de
1 (distintos de 1).

Expressamos isso dizendo que o limite da fungdo f(x), quando x
tende a 1, € igual a 2.
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Definicdo (Intuitiva)

Escreveremos

lim f(x) =1L

Jim f(x)
e diremos que L é o limite de f(x), quando x tende a p, se f(x)
fica arbitrariamente préximo de L para valores de x suficientemente
proximos de p, mas distintos de p.

Observacao:

E importante notar que, ao analisar o limite de f(x) quando x
tende a p, ndo consideramos x = p. Estamos interessados em
estudar o que ocorre com f(x) para x préximo a p. A fungdo f
nem precisa estar definida para x = p.
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Exemplo

2
.. X
Vamos tratar de encontrar o limite de quando x se
. Lo x2—1
aproxima de 1, isto é, lim .
x—1 x—1

nao esta definida

, X
Observe que a fungdo racional f(x) =

quando x = 1. Tanto o numerador quanto o denominador
assumem o valor nulo em x = 1. Observe ainda que, para x # 1,
-1 (x=1)(x+1)

= 1.
x—1 x—1 X+

Como os valores das duas funcdes coincidem para x # 1, seus
limites, quando x tende a 1, também coincidem. Assim, como no
exemplo anterior, deduzimos que
. o x2—1
lim
x—1 x—1

=2.
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Exemplo
Determine lim f(x) onde

x—1
x2—1
1
F(x) = _1,parax75
0, parax =1.

Observe que para x # 1 a fungdo f(x) é igual a fungdo do exemplo
anterior, desta forma sabemos que Iim1 f(x)=2.
X—

O valor do lim f(x) ndo coincide com o valor da fungdo em x = 1.
x—1

Isto significa que o grafico de f apresenta um salto em x = 1.

Expressamos este fato dizendo que a funcdo nio € continua.
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Exemplo
Determine o valor de ¢ para que o grafico da funcdo f ndo

apresente salto em x = 1, onde
x—1
———, parax #1
f(x)=4 vVx—1 #

c, para x = 1.

Observe que para x # 1
_ox—=1 (x=I)(vx+1)
Rl O O R

Desta forma, quando x se aproxima de 1, f(x) se aproxima de 2.
Sendo assim, escolha apropriada de ¢ é ¢ = 2.
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Limite: Definicio

Vamos a dar a definicdo precisa de limite. Comegcamos, em um
exemplo, com uma andlise mais formal da idéia de limite. Seja

2x —1, sex #3,
) = i
6, se x = 3.
Intuitivamente vemos que lim f(x) = 5.
x—3

Quio préximo de 3 deverd estar x para que f(x) difira de 5 por
menos do que 0,17

A distancia de x a 3 é |x — 3| e a disténcia de f(x) a 5 é
|f(x) — 5|, logo nosso problema é achar um niimero § tal que,

se 0<|x—3]<d, entdo |f(x)—5|<0,1.
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Veja que |x — 3| > 0 equivale a dizer que x # 3.

Note que se 0 < |x — 3|

If(x) =5/ =|(2x—-1

— 5| = [2x — 6] = 2|x — 3| <0, 1.

Assim a resposta serd § = =0, 05.

Se mudarmos o nimero 0,1 no problema para um ndmero menor
0,01

2

(para 0,01), ent3o o valor de 6 mudard (para 6 =
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Em geral, se usarmos um valor positivo arbitrario &, entdo o
problema serd achar um § tal que

se 0<|x—3]<d entdo |f(x)—5|<e.
S €
E podemos ver que, neste caso, § pode ser escolhido igual a 5

Esta é uma maneira de dizer que f(x) estd préximo de 5 quando x
esta proximo de 3.

Também podemos escrever
b—e<f(x)<b+e sempreque 3—-0<x<3+J, x#3,

ou seja, tomando os valores de x # 3 no intervalo (3 — 6,3 + 9),
podemos obter os valores de f(x) dentro do intervalo (5 —¢,5+¢).
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Graficamente, temos o seguinte:

£(x) 5+¢

estd X §

aqui : [ 2x—1 sex#3
- c : f(x)_{ 6 se x=3.

3—96 349§
~—

se x estd aquie x # 3
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Interpretacao geométrica do limite.

|
|
|
|
|
|
|
L
Sp pté X
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Definicao

Definicdo (Limite)

Seja f : Df — R uma funcdo e p um ponto de acumulacdo de Dsy.
Diremos que o limite de f(x) quando x tende p é L se, dadoe > 0
existe um d > 0 tal que

xe€Dre 0<|x—p|<d, = |f(x)—Ll<e.

Notagdo: lim f(x) =L
X—p
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Teorema (Unicidade do limite)

Seja f : Df — R uma funcdo e p um ponto de acumulacdo de Dsy.
O limite de f(x) quando x tende a p, quando existir, serd tnico.

De fato: Se L; e L, s3o limites de f(x) quando x tende a p,
L1#Ly, dado e = % > 0, existem d§; > 0 e d» > 0 tais que

x€Dre 0<|x—p|<é;, = |f(x)—Li|<e, i=12
Logo, se 0 = min{d1, 02}, para x € D e 0 < |x — p| < 0,
|L1—Lo| = |L1—F (x)+F (x)—La| < |f(x)—L1 |+ Lo—F (x)| <2e =|L1—La].

O que é um absurdo. Isto mostra que o limite é tnico.
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Exemplo
Prove que lim (3x — 2) = 4.
x—2

Fazemos uma andlise preliminar para determinar como § pode ser
obtido a partir de €. Dado € > 0, o problema é determinar § tal que

se 0<|x—-2/<éd = |(Bx—2)—4|<e=.
Mas [(3x — 2) — 4| = [3x — 6] = 3|x — 2|. Assim, queremos
3Ix —2| <e sempreque 0<|x—2|<§.

€
Isto sugere que escolhamos § = 3
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Provemos que esta escolha de § é adequada. Dado ¢ > 0, escolha
€ ~
525. Se 0 < |x — 2| < 4, entdo

I(3x —2) — 4] = |3x — 6] = 3|x — 2| <35:3§ — e
Assim, dado € > 0 podemos escolher § = 5 > 0 tal que
|(3x —2) — 4| <e sempreque 0<|x—2|<d

logo, pela defini¢do, lim (3x —2) = 4.

xX—2
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