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variaveis aleatorias e amostragem

® varidveis aleatorias e amostragem (sampling)
L. , . . ° a 1
® variavel (continua ou discreta) cujos :ﬁfﬁ:‘tE:Zf;‘;%gﬁ;eggggitﬁg de
valores representam o resultado de ’

P(x)

e a distribuicdo da amostra é denominada
distribuicdo amostral

® ¢é importante distinguir as propriedades
da populacao e da amostra!

fendbmenos aleatérios

® supbe-se que uma variavel aleatéria
represente uma propriedade x de uma
populacao e obedeca a uma
distribuicéo de probabilidades P(x)

................ Jgho gaussana




propriedades da populacao e da amostra

* média e desvio padrao da populacéo e da
amostra:

® considere uma populagao descrita por
uma variavel x com distribuicdo normal,
N(u, 0)

® considere uma amostra de n objetos
obtida a partir dessa distribuicao

® meédia x da amostra:

e desvio padrao nao viesado da amostra:

® ., 0: parametros da populagédo

* X,0,: pardmetros da amostra



o método de Monte Carlo

e método de resolucéo de problemas aplicacoes:
baseado em amostragem aleatdria de  amostragens de PDFs
distribuic6es de probabilidades e integracio numérica

. . ® otimizagao

¢ inventado por Stanislaw Ulam, John von imulacio de si |
Neuman e Nicholas Metropolis durante 0~ ® Simulagao de sistemas complexos

projeto Manhattan o .

¢ Ulam (um dos que desenharam a e e
bomba de hidrogénio) bolou 0 método ;
em 1946, pensando nas probabilidades
de se ganhar um jogo de cartas de
paciéncia

® Metropolis é o responsavel pelo nome
Monte Carlo




amostragem de distribuicoes de probabilidades

e objetivo da amostragem: ® note que numeros gerados pelos
dada uma distribuicdo de probabilidades “‘geradores de numeros aleatérios” s&o
P(x), gerar N amostras {x;} distribuidas muitas vezes pseudo-aleatorios
como P(x) * & possivel produzir nimeros aleatdrios

e exemplo: sequéncia de numeros por “hardware”:
aleatérios uniformemente distribuidos ex.: um dado n&o viesado pode gerar

entre 0 e 1 numeros aleatorios inteiros entre 1 e 6

10 numeros aleatérios entre 0 e 1

00 05 10 15 20 25 30

———————
00 02 04 06 08 10
x



amostragem de distribuicées de probabilidades por MC

® yu: numeros aleatérios uniformemente distribuidos * note que x; = quantil(u;)

entre 0 e 1 * repetimos este procedimento N vezes para obter

® vamos supor que a fragdo de pontos gerados uma amostra de N elementos
entre u e u + du seja igual a P(x)dx o ox: P(x) = x*~'e*/T(a), @ = 1.5

® nesse caso, du = P(x)dx e (distribuigdo gama com coeficiente de forma a)
se u = 0.6, resolvendo u — F(x) =0
" / P(x')dx = F(x) temos que x ~ 1.473

F(x): distribuigao cumulativa de P(x)

® MC: obtemos um u; uniformemente distribuido
entre 0 e 1 e encontramos x; resolvendo a
equagao:
u; — F(xi) =0




exemplo: distribuigao exponencial

® producdo de uma amostra {x;} com e assim, dado um conjunto de N niUmeros u;
P(x)=e™ (x> 0) gerados uniformemente entre 0 e 1,
o ) calcula-se  x; = —1In(1 —u;) = —In~;,
e distribuicdo cumulativa: onde ~; é também um ndmero aleatdrio
x entre0e 1
—x 12 —
F(x) = /0 L S * 0s {x;} resultantes estaréo distribuidos com

uma pdf exponencial

® 3: nimero aleatério uniformemente -
distribuido entre 0 e 1 ; : )

e solugdo de u — F(x) = 0:

u—1l+e*=0—x=—In(1—-u)

(funcéo quantil da distribuicao exponencial) . . . .,



exemplo: integracédo por Monte Carlo

* MC oferece uma forma simples para se
integrar uma fungéo positiva f(x) por
simulagdo numérica:

I=["f(x)dx  f(x)>0

e exemplo: calculo de 7

® a area de um quarto de circulo unitario
ér/4

® sorteamos N pontos uniformemente
paraxentre0e1eparayentre0e 1

® podemos estimar 7 como 7 ~ 4%
onde N,. é o numero de pontos que
caem dentro do quarto de circulo

08
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02

0o

fx) =4/x2+y2  (0<xy<l1)

pi por Monte Carlo 500 pontos

02 04 06 08 10




variancia nas estimativas por MC

® note que a variancia V nos métodos de MC
cai com 1/N

a variancia cai com 1/N

2e-01
|
=]

e o desvio padrdo o, é a raiz quadrada da ]
variancia: o, = V1/2
e para reduzir o, por um fator 2 deve-se

multiplicar o nimero de simulagdes por um
fator 4

variancia do valor estimado de pi
2e-03 5e-03 2e-02 5e-02
| |

5e-04
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simulacdes de Monte Carlo

® 0 método de Monte Carlo é amplamente
usado para simular sistemas, processos, etc

® asimulagao é feita amostrando-se as
varigveis aleatérias do modelo com as
distribuigées de probabilidade apropriadas E

e exemplo: simulacdo de uma esfera centrada
na origem com densidade uniforme de
pontos- como simular N coordenadas v o3
(x,y,z) com distribuigdo uniforme?

0
El 0.0

035

e regra de ouro: faga um modelo probabilistico e
que inclua todas as probabilidades ) %
relevantes




exemplo de simulagao: esfera uniforme

e objetivo: simular uma distribuicdo uniforme e problema: qual é a distribuicao da
de pontos dentro de uma esfera centrada na populacédo de r, 6, ¢?
origem

® asvariaveis (r, 0, ¢) sdo independentes:
P(r,0,¢) = P(r)P(6)P(¢)

e parametros: N, R
z

® o melhor é fazer a simulagéo em x( 6, 9)
coordenadas esféricas (r, 0, ¢) e dai obter i
(x,y,2): r/ 1
x = rsen(f) cos(¢) 9 !
y = rsen(f) sen(¢) i .
z = rcos(f) 7 y
com0<r<R,0<0<7mel0<¢p<2r {




exemplo de simulagao: esfera uniforme

e densidade média da esfera: n = 3N/(47R?)

e P(r)dr: probabilidade de se encontrar uma galaxia
entre os raios r e r + dr:

P(r)dr o« ndV o ndrr’dr — P(r) o 1*

JEP(dr=1—P(r) =2

e fungao cumulativa:

F(r) = [} P(ar = (1)’

® MC: se u, € um nuimero aleatério uniformemente
distribuido entre 0O e 1,

F(ry=ur —>r= Ru!/®



exemplo de simulagao: esfera uniforme

e clemento de angulo sélido:
dQ) = senfdfde X (r: 9’ (D)
0<O<m 0<¢p<2r R

* probabilidade conjunta de ¢ e ¢: , 0
P(6, $)d6ded = dQ/dr parere’vs
@

* marginalizando:

27
P(0) = /0 P(0, p)dp = %sené?



exemplo de simulagao: esfera uniforme

e fungdes cumulativas: e simulagédo de um ponto:
vdp ¢ gero (u,,ug,uy) € calculo:
F(¢):u¢:/0 %ZE r:Ru’l,/3
_ = acos(1 — 2uy)
PR 6 = 2mu,
F(0) = 1y = / L senodo = 11 — cost)
0o 2 2 e
— 0 = acos(1 — 2uy) x = rsen(f) cos(¢)
y =rsen(f) sen(¢)
z = rcos(0)

(uy,up, uy): NUMeros aleatorios
uniformemente distribuidos entre 0 e 1



exemplo de simulagao: esfera uniforme

simulado x esperado
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Markov Chain Monte Carlo




Markov Chain Monte Carlo

e método eficiente para amostrar distribuicoes ® objetivo do MCMC: amostrar P(x)

de probabilidades complexas!
® x pode ser um vetor

* em muitos casos néo da para integrar P(x) * processo iterativo- o algoritmo gera uma

para amostrar x por MC simples: sequéncia de amostras X = {x1,x2, ..., X, }
nesses casos adota-se MCMC _
e X forma uma cadeia de Markov:

® baseado na mecénica estatistica: xi+1 depende apenas de x;
Metropolis et al. (1953): algoritmo para
determinar a equacao de estado de um
conjunto de particulas em interagédo dentro
de uma caixa

cadeia distribuigao de x
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Markov Chain Monte Carlo

e MCMC gera uma sequéncia de amostras e fungao de propostas:
X = {x1,x2, ..., x,} que forma uma cadeia de

® obedece ao principio do
Markov: x;,1 depende apenas de x; p p

balanceamento detalhado:
q(x'|x) = g(x[x’)

* dado x;, como obter x;1? é tao facil ir de x a ¥’ quanto de x’ a x
® exemplo: gaussiana
e 0 algoritmo tem duas partes: q(x'|x;) ~ N(p = x,0)
1. dado um x;, uma fungéo de propostas * aceitagdo ou ndo de x’:

q(x'|x;) propde um novo ponto x’
2. adota-se um critério baseado em - UG

P(x')/P(x;) para se aceitar ou ndo a distribuido entre O e 1 -

proposta ® se P(x')/P(x;) > u, aceita-se x’ e

se a proposta é aceita, x;, 1 = ¥/, Xit1 = x

se nao, xj11 = X; ® Senao, Xiy1 = X;

® 3: numero aleatério uniformemente



o algoritmo de Metropolis-Hastings

¢ algoritmo de Metropolis-Hastings:
dado x;, para se obter x;,1:

® obtenha uma proposta x’ usando ]*_%J )
q(xl |xi) 0000 2005 4005 6ei0S a5 tewds - '
® obtenha um ndmero aleatério0 <u <1 ===
com distribuicédo uniforme I J .
® se P(x’) / P(x,-) > U, Xip1 = x! O
® se nao, Xjy1 = X;
¢ tendo uma cadeia de amostras "™ - —
X = {x1,x, ...}, podemos estimar a y J
distribuicdo de x e estatisticas de interesse: M E J
1 N 1 N fe H ;‘
Ef~ 5> % Ef@]~ 5D flw) J
k=1 k=1 |

f(x): fungéo arbitraria de x



exemplo: amostragem de uma distribuicao exponencial

amostragem de P(x) =e ¥, x >0

defino a funcao de propostas: por exemplo
g(x,x;) ~N(p =x;,0 =1)

note que neste exemplo x deve ser maior que 0!

inicializagao do algoritmo:
defino xy e o nimero de iteracdes N

gero a cadeia X = {x1, x2, ...} com
Metropolis-Hastings

analiso a convergéncia
elimino as cadeias iniciais (burn-in)

analiso os resultados

cadeia

0 500 1000 2000

iteragao

frequéncia

800

600

400

200

=}

distribuigao de x



mcmc: alguns detalhes

¢ a escala do problema é importante: e devido a natureza markoviana do
muitas vezes é melhor amostrar o método, amostras préximas sao
logaritmo de P(x) correlacionadas: uma boa amostragem
de P(x) pode exigir longas cadeias de
® burn-in: o algoritmo precisa ser amostras

inicializado; muitas vezes o ponto inicial
nao é “tipico” e varias iteragoes sdo
necessarias antes de se poder fazer
inferéncias estatisticas

e em alguns casos, onde a funcéo é
multi-modal, pode ser necessario se
rodar varias cadeias, cada uma
comegando de um ponto diferente

e essas iteracdes iniciais sdo e até onde se deve rodar uma cadeia?
denominadas burn-in e devem ser usar diagndsticos de convergéncia e
removidas das analises estatisticas analisar graficamente os resultados



bootstrap: simulando dados com os proprios dados

¢ técnica baseada em reamostragem dos e ideia bésica do bootstrap:
dados (Efron, 1979)

e suponha que tenhamos um conjunto de
dados e queremos determinar a distribuicao
de alguma estatistica w, determinada a partir

® seja Dy o conjunto de dados

® um novo conjunto de dados D; é
simulado a partir de D, por
reamostragem com substituicdo

desses dados * 3 estatistica w; é determinada a partir
® exemplo: temos um conjunto de pontos (x,y) desses dados simulados

€ queremos ajustar uma reta a eles, ® pode-se fazer isso muitas vezes e

y=a+bx assim obter-se muitas amostras de w
® bootstrap permite determinar os erros e * estas amostras podem entao ser

intervalos de confianga para os parametros usadas para estimar os erros e

(a,b) intervalos de confianga de w



bootstrap: incertezas nos parametros de um modelo

® exemplo: ajuste de umareta: y =a + bx
e estimativas de a e b em 10000 simula¢des
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