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Extensoes

Definicao 1
Sejam (X, 1) e (Y, p) espagcos topoldgicos. Seja A C X. Dadasf:A—Y eg: X =Y
fungdes continuas, dizemos que g é uma extensdo (continua) de f se f(a) = g(a) para todo

acA

Proposi¢do 2 (Critério de unicidade de extensdo continua)

Sejam (X, 1) e (Y, p) espacos topoldgicos, onde (Y, p) é de Hausdorff. Se D C X € denso e
f:X—Y eg: X — Y sdo duas fungdes continuas tais que f(d) = g(d) para todo d € D,
entiof = g.

Demonstragdo. Suponha que ndo. Seja x € X tal f(x) # g(x). Sejam A e B abertos
disjuntos tais que f(x) € A e g(x) € B. Note que f"1(A)Ng~1(B) é um aberto contendo x.
Logo, existe d € f~1(A) N g~Y(B). Note que f(d) = g(d) € AN B, contradic3o.
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Exemplo 3 (Fungdo continua num denso que n3o admite qualquer extens3o continua)

Considere f : N — [0, 1] dada por

1 sen é par,
f(n) =
0 sen éimpar.

Note que f é continua, N é denso em N U {co} (espago da sequéncia convergente) e ndo

existe g : NU {oco} — [0, 1] continua que estenda f.

Note que no mesmo exemplo, temos que f estd definida num aberto e ndo pode ser

estendida continuamente ao espaco todo.
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Lema 4
Seja (X, T) um espaco topoldgico. Suponha que exista (Fs).cq familia de fechados

satisfazendo:

1. F, Clnt(Fs) ser<s;

2. Useq Fs = X

3. Nseg Fs = 0.
Entdo a fungdo ¢ : X — R dada por p(x) =inf{r € Q: x € F,} é uma fungcio continua.
Demonstracdao. Primeiramente, note que a fungdo estd bem definida pelas duas tltimas

condicdes.
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Para ver que ¢ é continua, note que, dados a, b € R com a < b, temos
e ((ab)) = | (nt(F)\F)
(r,s)eq
onde Q={(r,s):r,se€cQea<r<s<b}.
De fato, temos a igualdade acima pois:
> o7 ((2,6) € Ugpayeo (Nt (F)\F)

Seja x tal que ¢(x) € (a,b). Sejam r,s,t € Q taisque a < r < p(x) <t <s < b. Como
o(x) < t,x € Fs. Como t <s, F; C Int(Fs). Assim, x € Int(Fs). Como ¢(x) > r, x ¢ F,.

> Ugrsyeq (INt(F)\Fr) € o7 ((a, b))
Seja x € Int(Fs) \F, para algum (r,s) € Q. Pela definicdo de ¢, temos que r < ¢(x) e

¢(x) <s. Como a < r <s < b, temos o resultado.

Com isso, temos que a imagem inversa de abertos bdsicos é aberto €, portanto, ¢ é continua.
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