Equacao Diferencial da Quantidade de
Movimento

Equacao de Navier-Stokes



1) Tensor das tensdes de Cauchy

A tensao ¢ uma medida das forcas internas entre as particulas que
constituem um corpo, pois elas resistem a compressdao, tracio ou
cisalhamento quando sob a influéncia de forgas externas aplicadas. O
estado de tensao em um ponto de um corpo material ¢ dado pelo tensor de
tensao de Cauchy. Se um ponto for tratado como um cubo infinitamente
pequeno, a tensao em cada face pode ser separada em trés vetores
diferentes, um normal e dois tangenciais a face. Como um cubo ¢
formado por trés pares de faces e as faces paralelas sao 1dénticas em um
cubo infinitamente pequeno, existem nove vetores de tensado
independentes.



Na forma matricial, o tensor das tensoes de Cauchy ¢ dado por:

O

XX

i —| O

O

zX

Qu
[
9
|

O

Xy

O

Yy

O

zy

O

XZ

Gyz

O

zzZ

Tomando um sistema de referéncia, se o vetor normal unitario em uma
face aponta na direcdo positiva do sistema de referéncia, as tensoes
positivas tambem apontam na dire¢do positiva. Se o vetor normal unitario
em uma face aponta na direcdo negativa do sistema de referéncia, as
tensOes positivas também apontam na dire¢ao negativa. O primeiro indice
de uma tensao estd relacionado a direcao que € normal a face e o segundo
indice esta relacionado a dire¢ao da tensao.
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2) Equacao Diferencial de Quantidade de Movimento

Vamos tomar um elemento diferencial de fluido no plano xy. Toda a

nossa analise serd feita em duas dimensoes € posteriormente extendida para
trés dimensoes.
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Em duas dimensoes, o volume da particula material retangular de fluido
¢ dado por dxdy. Se temos o tensor das tensdes o; no centroide da

particula material, a figura representa como ficam as tensOes nas faces
levando em conta a variagdo espacial desse tensor com os comprimentos
dx e dy . As areas nas quais agem as tensoes de contato sio simplesmente

os comprimentos dos lados da particula dx e dy.
Da segunda le1 de Newton:

ma=yF,, (1)
As forcas externas serao dadas pelas forcas de campo (tipicamente a
forca gravitacional) e pelas for¢cas de contato agindo na superficie do

elemento material. Para o elemento bidimensional teremos:

,de dyﬁzpdx dyg +Fcontat0 (2)



Na direcao x:
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E facil ver que resultam:
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Observe que podemos generalizar 1sso para:
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pPa=pg+r (7)
j=10X;

Nesta ultima expressao a,,a,,a, representam a.,a,,d.; g,,£,,9;
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representam g, 8,8, € Xp,Xp,X3 representam x, y, z.



Extendendo agora a analise para trés dimensoOes ¢ introduzindo a

expressao da aceleracao usando o conceito de derivada material:
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Essas sdo as expressoes da equacdo diferencial da Quantidade de
Movimento de Cauchy, expressa em forma simbolica por:

{2’;%(@1 V)ii } =pg+V.G (11)

Nesta ultima equagdo, & € o tensor das tensdes, € a operagdo V.G ¢é
dada por:
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A equacao de Navier-Stokes ¢ obtida quando a equacao constitutiva do
tensor das tensoes para um fluido Newtoniano ¢ inserida na Eq. (11).



3) Equacao constitutiva do tensor das tensoes para fluido Newtoniano

A equagao constitutiva do tensor das tensoes para fluido Newtoniano €
dada por:
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Onde o;; ¢ a chamada fungao Delta de Kronecker, dada por:
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Resultam as tensoes:
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4) Equacao de Navier-Stokes

Inserindo a equacado constitutiva do tensor das tensoes, Eq. (12), na
equacao diferencial da quantidade de movimento de Cauchy, Eq (11),
obtemos a Equacao de Navier-Stokes para um escoamento compressivel:

p{(Z ; (a’.v)ﬁ} = Vp+V.|ulVi" +Vii)|- v@ yv.ﬁj+ PY: (13)

Onde Vii é o chamado tensor gradiente de velocidades, e Vii' ¢ o seu
transposto:
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As componentes da Eq. (13) sao:
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Para um escoamento incompressivel, a Eq. (13) pode ser simplificada, pois
pela equagao da continuidade V.ii =0. Introduzindo também a viscosidade

cinematica v=u/ p:

%+ (@.V)i =—/1)Vp +V.(va” +va |+ g (14)

E, indo mais além, se a viscosidade cinematica ¢ uniforme, podemos retira-
la de dentro dos colchetes. Apods alguma algebra:

a—”+(ﬁ.v)ﬁ=—lvp+vv2ﬁ +g (15)
ot yo,

A equagao de Navier-Stokes para escoamento incompressivel com
viscosidade cinematica uniforme, Eq. (15), € aquela para a qual se
conhecem algumas solucoes analiticas.



As componentes da Eq. (15) sao:
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4) Condig¢oes de Contorno da Equacao de Navier-Stokes

Numa parede impermeavel, a velocidade do fluido tem que igualar a
velocidade da parede:
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u= uparede

Numa parede porosa, a componente tangencial da velocidade do fluido
tem que igualar a componente tangencial da velocidade da parede, ¢ a
componente normal da velocidade do fluido tem que ser especificada de
acordo com a velocidade de suc¢ao ou injecao desejada. Assim, se na
parede definimos um versor normal €, € um versor tangente €. :

u.=u u, 6 —=u

S parede n Rsuccdo ou injecio



Numa interface entre dois fluidos A e B, a velocidade dos dois fluidos
tem que ser 1gual, e as tensOes de cisalhamento dos dois fluidos também
tem que ser 1guais na interface. Assim, se na interface definimos um versor
normal €, e um versor tangente €., na interface:

ou, ou
A —_
= Hp

) n |.
interface interface

z-interfaceA — z-interfaceB — :uA

onde u =ii.€,



fluido B

S

Sg

S

fluido A

Sy

Condicoes de Contorno numa interface

entre dois fluidos A e

ﬁA :ﬁB

Tinterface A4 — Cimterface B — A4

onde u =i .&,

B

ou

54

on

interface

=Hp

ou

on

interface



5) Algumas Solu¢oes Analiticas da Equacao de Navier-Stokes

a)Escoamento de Couette entre uma placa fixa e uma placa movel de
velocidade U.

u=U

u=0



Hipoteses:
-escoamento permanente, incompressivel, bidimensional;
-escoamento desenvolvido (Ou/ox=0);

-escoamento laminar;
-sem gradiente de pressao;
-efeitos gravitacionais desprezivelis.

Da equacao da continuidade:
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Como o escoamento ¢ desenvolvido, temos que:
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Como, para qualquer x, v = 0 na parede (y = & ou y = -h), se v nao varia
com y, v= 0 em todo o campo de escoamento.

Da equacao de Navier-Stokes na direcao x:
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Como u ¢ func¢do apenas de y, podemos usar o sinal de derivada total:
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Integrando duas vezes:
u= Cly + C2

As constantes sao determinadas através das condicoes de contorno, u = 0
paray =-h e u = U para y = +h. Assim, temos o perfil de velocidades:
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b)Escoamento entre duas placas fixas com gradiente de pressao. Chamado
de escoamento plano de Poiseuille.
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Hipoteses:
-escoamento permanente, incompressivel, bidimensional;
-escoamento desenvolvido (Ou/ox=0);

-escoamento laminar;
-efeitos gravitacionais despreziveis.

Novamente, como o escoamento ¢ desenvolvido, v = 0 em todo o campo.
A equacgao de Navier-Stokes na dire¢do x fica:
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A equacao de Navier-Stokes na direcao y fica:
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Temos que u sO varia com y € p sO varia com x. Podemos escrever, usando
derivadas totais:

ldp_dzu
U dx dy2

Além disso, dp/dx tem que ser constante, pois se derivarmos os dois lados
da expressao em relacao a x, como u nao ¢ fun¢do de x o resultado sera

()
dx \ dx '

Integrando em y:

2
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Temos as condi¢gdes de contorno u = 0 para y = +h ¢ y = -h, resultando o
perfil de velocidades:




6) A equacao de Navier-Stokes em coordenadas cilindricas para um
escoamento incompressivel com viscosidade uniforme

O operador gradiente (vetor nabla) em coordenadas cilindricas ¢ dado
por:

Em coordenadas cilindricas, o laplaciano da Eq. (15) pode ser obtido se
lembrarmos que o laplaciano ¢ o divergente de um gradiente. Assim:
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Aplicando esse operador a velocidade em coordenadas cilindricas, a Eq.
(15) resulta nas componentes:
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(18)

Essas equagdes sdo usadas conjuntamente com a equacao da continuidade:
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7) Exemplo de solugdo analitica da equag¢ao de Navier-Stokes em
coordenadas cilindricas

Obtenha o perfil de velocidade do Escoamento de Poiseuille em um
conduto de secao cilindrica de raio R e¢ diametro D. Mostre que o
coeficiente de perda de carga distribuida de um escoamento laminar ¢€:
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Hipoteses:

-escoamento permanente € incompressivel;

0

-escoamento bidimensional axissimétrico, ou seja, —=0;

-escoamento desenvolvido (u_ /0z=0);
_ug = O ,

-escoamento laminar;

-efeitos gravitacionais desprezivelis.

Da equacao da continuidade:

lg(ru,,)+auz =0
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Resulta que ag(r u.)=0. Como o produto 7u, é nulo na parede, em =R,
r

resulta que o produto ru, =0 em todo o escoamento. Como » #0 em geral,
e na linha de centro, onde » =0, temos u, =0, podemos concluir que u, =0
em todo o campo de escoamento.

Assim, da equacgao de Navier-Stokes na direcao z:
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Temos portanto que:
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Das equacoes nas dire¢oes radial e tangencial, € facil ver que:
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Assim, como u, =u_(r) e p=p(z), podemos usar simbolo de derivada total
no lugar de derivada parcial:
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Note que, da expressao anterior, conclui-se que o gradiente de pressao ¢
constante, pois se derivarmos com relagdo a z os dois lados da expressao,
d (dp . ] : .
como u, =u_(r) vamos obter o\ =0. Por 1sso a linha piezométrica de
z\ dz

um duto de secao constante ¢ uma reta.

Integrando a primeira vez:
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Integrando a segunda vez:

1 dp r?
udz 4

Temos duas condi¢coes de contorno: a velocidade deve ser nula na parede,
em =R, e deve ser finita na linha de centro, em »=0.

Da condicao de velocidade finita na linha de centro: C, =0.

Da condicao de velocidade nula na parede:



Resulta o pertfil de velocidades:
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Resulta um perfil de velocidade parabdlico com a velocidade maxima na
linha de centro dada por:

2
Voax =— Ld—pR2 de modo que |u, =V, {1 — (rj }
4udz R

Note que essa velocidade € positiva pois por causa da perda de carga o
gradiente de pressao € negativo.




Calculando a velocidade média:
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Assim, a velocidade média fica:
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A perda de carga distribuida, num trecho reto de duto horizontal de se¢ao

constante com comprimento L, com o escoamento indo de (1) para (2),
sera dada por:
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Substituindo uma velocidade pela expressao obtida da integracao do perfil:
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