MAT0164 - Niimeros Inteiros: uma introduciao a matematica

Lista 2

Conjuntos e Fungdes

1° Semestre de 2023

(1) Prove ou apresente um contraexemplo, onde A, B e C sao conjuntos.

() ACCeACB= ACBUC.

(b) (ANB)U(A—B) = A.

(¢) AN(B—C)=ANB—ANC.

(d) AUB—C)=AUB—-AUC.

(e) (AXxB)U(CxD)=(AUC)x (BUD)
(f) Ax(B—C)=(AxB)—(AxC)

(2) A diferenca simétrica de dois conjuntos A e B, denotada por A/AB, € definida como sendo o
conjunto
(AUB)— (ANB).
(a) Prove que esse conjunto é igual ao conjunto (A —B)U(B—A) ={x € AUB:x ¢ ANB}

(b) Prove que AAB = BAA para todos conjuntos A e B, ou seja, a diferenga simétrica é uma
operac¢do comutativa.

(c) Prove que AA(BAC) = (AAB)AC para todos conjuntos A, B e C, ou seja, a diferenca
simétrica € uma operacgdo associativa.

(3) Sejam A, B e C conjuntos. Determine (e prove) uma condi¢do necessdria e suficiente para que
AU(BNC)=(AUB)NC.

(4) Dados dois conjuntos A e B, prove que se B C A entdo A — (A — B) = B. Mostre com um
exemplo que a igualdade pode nio valer se omitirmos a condi¢do B C A.

(5) Seja f: X — Y uma fungdo. Dado A C X, definimos a imagem de A por f, designada por f(A),

como sendo
f(A)={f(x):xe A} ={yeY|Tx e Any = f(x)}
Prove que, para Ay, A1 C X,Byg,B1 C Y :
(a) Ao C A1 = f(Ao) C f(A1).
(b) f(AgU A1) = f(Ao) U f(A1).

(c) f(ApN A7) C f(Ao) N f(A1). Mostre com um exemplo que a igualdade pode ndo valer.
(d) f(Ap\ A1) 2 f(Ao) \ f(A71). Mostre que a igualdade pode néo valer.



(6) Seja f: X — Y uma fungdo. Dado B C Y/, definimos a imagem inversa de B por f, designada
por f~1(B), como

fU(B) = {x € X: f(x) € B)

Em particular, x € f~1(B) < f(x) € B.
Prove que, para Ag, A1 C X,By,B1 C Y:

(@) Bo € Bi= f1(Bo) € f'(B).
(b) f71(BoUB1) = f~(Bo) U f~1(By).
(c) f71(BoNB1) = f~(Bo) N f~1(By).
(d) fH(Y\ Bo) = X\ f1(Bo).

(7) Dada uma fungdo f: A — B, dizemos que

(«) f éinjetora se
(Vx1,x2 € A)(x1 # x2 = f(x1) # f(x2))

ou, equivalentemente, se (Vx1,x, € A)(f(x1) = f(x2) = x1 = x2).

(B) f é sobrejetora se imf = B, isto é:
(VyeB)(Ix e A: f(x) =y).

() f é bijetora se é injetora e sobrejetora.

Se f: A — B ¢ bijetora, podemos definir a fun¢do inversa de f, que designamos por f -1,
Temos que f —1. B — A se caracteriza pela seguinte condicdo:

(Vb € B,Va € A) (f*l(b) —ao f(a) = b> .

Indique qual das func¢des abaixo € injetora, sobrejetora ou bijetora.

(b)

A\ 4

A\ 4

soTe e




(d)

(8) Sejam f: X — Yeg: Y — Z fungdes. Prove que

(a) Se f e g sdo injetoras, entdo g o f ¢ injetora;
(b) Se g o f éinjetora, entdo f € injetora;

(c) Se go f éinjetorae f é sobrejetora, entdo g € injetora.

(9) Sejam f: X — Yeg: Y — Z fungdes. Prove que

(a) Se f e g sdo sobrejetoras, entdo g o f é sobrejetora;
(b) Se g o f é sobrejetora, entdo g é sobrejetora;

(c) Se g o f ésobrejetora e g é injetora, entdo f é sobrejetora.

(10) Seja f : X — Y uma funcao. Prove que

(a) f é sobrejetora se, e somente se, paratodo B C Y, f(f~1(B)) = B;
(b) f é injetora se, e somente se, paratodo A C X, f~1(f(A)) = A.

(11) Escreva explicitamente o conjunto P (X), para cada conjunto X :

(a) X =1{2,{2}} (b) X ={3,{1,4}} (¢) X={a{a}, {a{a}}}
(d) X ="P({a}) (e) X="P({a b})

(12) Dados dos conjuntos A e B quaisquer, mostre que
(a) P(A)NP(B)=P(ANB) (b) p(A)UP(B) CP(AUB).

Dé um contra-exemplo para P(A) UP(B) 2 P(A U B). Que condi¢do é necessdria e suficiente
para que se verifique a igualdade?



