Um pouco sobre Equacgoes Diferencias Ordinarias

Este texto sobre equagoes diferenciais ordindrias, e em particular sobre
equacoes lineares de primeira ordem, visa completar o que se viu em sala
de aula, é mais extenso e tem, em um ou outro ponto, uma abordagem
ligeiramente diferente. Porém os resultados obtidos sdo os mesmos

1 Introducao

Ao menos em termos histéricos, a importancia de equagoes diferenciais esté,
antes de tudo, nas aplicagbes. A pequena lista a seguir deve servir para
justificar esta afirmagcao.

Exemplo 1 [Decaimento radiativo] CONSIDERE UMA AMOSTRA DE MA-
TERIAL RADIOATIVO E DENOTE POR m(t) A QUANTIDADE DE MATERIAL
RADIOATIVO NO INSTANTE ¢{. SEGUNDO ASSEGURM OS especialistas A VE-
LOCIDADE COM QUE DECAI ESSA QUANTIDADE DE MATERIAL RADIOATIVO
E DIRETAMENTE PROPORCIONAL A m(t). EM TERMOS MATEMATICOS ISSO
EXPRESSA-SE COMO m(t) = —km(t), COM k UMA CONSTANTE ESTRITA-
MENTE POSITIVA.

Exemplo 2 [Lei de esfriamento de Newton] SEGUNDO ESSA LEI A
TEMPERATURA DE UM CORPO NUM MEIO TERMICAMENTE ISOLADO DE-
CRESCE COM VELOCIDADE PROPORCIONAL A DIFERENGA ENTRE A SUA
TEMPERATURA E A DO MEIO AMBIENTE, COLOCANDO ISSO EM TERMOS
MATEMATICOS, SE T(t) E A TEMPERATURA DO MEIO AMBIENTE NO IN-
STANTE ¢ E y(t) E A DESCONHECIDA TEMPERATURA NO INSTANTE ¢ DE UM
CORPO COLOCADO NESSE MEIO, ENTAO EXISTE UMA CONSTANTE k > 0
TAL QUE ¢(t) = —k(y(t) — T'(t)), OU DE UMA MANEIRA MAIS USUAL NO
CONTEXTO DE EQUAGOES ORDINARIAS, § = —k(y — T'(t)) = —ky + kT'(t).

Exemplo 3 [Equacao fundamental da dinamica] O CIDADAO CO-
NHECIDO NA HISTORIA COMO SIR ISAAC NEWTON AFIRMOU QUE SE UM
PONTO MATERIAL DE MASSA m DESLOCA-SE NO ESPACO, SUJEITO A UMA
FORGA F QUE DEPENDE DO TEMPO ¢, DA POSIGAO r(t) E DA VELOCI-
DADE 7(t), A DERIVADA DA QUANTIDADE DE MOVIMENTO Q(t) = m#(t) E
IGUAL A FORGA. EM TERMOS MATEMATICOS, £Q(t) = F(t,r(t),7(t)), ou



SEJA, LEMBRANDO QUE A MASSA (NA MECANICA CLASSICA) E CONSTANTE,
mit(t) = F(t,r(t),7(t)), OU COMO E USUAL ESCREVER mi = F(t,r,7).

Exemplo 4 [Um modelo demograficol PROCURAR MODELOS PARA O
CRESCIMENTO POPULACIONAL E UMA DAS QUESTOES MAIS ANTIGAS E AT-
UAIS DE ESTUDOS EM DEMOGRAFIA. UM DOS MODELOS MAIS COMUNS
E DESCRITO PELA CHAMADA equa¢Go logistica. SUPOE-SE QUE HA UMA
CONSTANTE M TAL QUE A TAXA DE VARIAGAO DA POPULAGAO, p(t) E
PROPORCIONAL A M — p(t), OU SEJA, EXISTE UMA CONSTANTE p > 0 TAL
QUE % = (M —p(t)), OU ESCREVENDO A EQUAGAO NA FORMA NORMAL,
p = pup(M —p) = —pup* + Mpup.

Exemplo 5 [Um exemplo de finangas] O SISTEMA DE JUROS, JUROS
COMPOSTOS CLARO, BASEIA-SE NA SEGUINTE CONSIDERAQAO, A TAXA
COM QUE VARIA O CAPITAL DEVIDO E CONSTANTE, DIGAMOS a > 0. SE

¢(t) E O CAPITAL DEVIDO NO INSTANTE ¢, TEM-SE % = a, ISTO E, ¢ = ac.

Exemplo 6 [Um modelo para duas espécies] O MODELO QUE AQUI
SERA DESCRITO FOI PROPOSTO HA MAIS OU MENOS UM SECULO POR LOTKA
E VOLTERRA. SUPONHA QUE NUM PLANETA (ORIGINALMENTE ERA UMA
ILHA) MUITO DISTANTE DE UMA GALAXIMA MAIS DISTANTE AINDA EXISTAM
DUAS ESPECIES, UMA DELAS, X, CUJA POPULACAO NO INSTANTE ¢ SERA
DENOTADA POR z(t), ALIMENTA-SE DE UMA SUBSTANCIA DISPONIVEL EM
QUANTIDADE ILIMITADA NAQUELE PLANETA (ENTENDEU PORQUE PREFERIU-
SE USAR PLANETA EM VEZ DE ILHA?)... ADMITA TAMBEM QUE OUTRA
ESPECIE, Y, CUJA POPULAGAO NO INSTANTE ¢ SERA DENOTADA POR y(t)
ALIMENTA-SE APENAS DA ESPECIE SUPRAMENCIONADA! O MODELO PRO-
POSTO POR LOTKA E VOLTERRA PARA RETRATAR MATEMATICAMENTE
ESTA SITUACAO BASEOU-SE NO SEGUINTE

[I] A TAXA DE CRESCIMENTO DE X E a — By(t), PARA DETERMINADAS
CONSTANTES « E 3 ESTRITAMENTE POSITIVAS. [SSO QUER DIZER
QUE, SE NAO EXISTIR A ESPECIE Y, A TAXA DE CRESCIMENTO DE
X E CONSTANTE (MALTHUS AGRADECE), MAS QUANTO MAIOR FOR
A POPULAGAO DE Y MENOR E ESSA TAXA, TORNANDO-SE NEGATIVA
SE y(t) FOR MAIOR DO QUE 3



[II] A TAXA DE CRESCIMENTO DE Y E, —y+0xz(t), PARA CONVENIENTES
CONSTANTES ESTRITAMENTE POSITIVAS 7 E §. ISSO REFLETE OS
SEGUINTES ASPECTOS, SE A UNICA ESPECIE QUE EXISTE NO TAL
PLANETA FOR Y ISTO E UMA VERDADEIRA TRAGEDIA, POIS SEM AL-
IMENTO A taza de mortalidade SERA CONSTANTE E IGUAL A § > 0.
ESSA TAXA DE MORTALIDADE SERA CADA VEZ MENOR A MEDIDA
QUE A POPULAGAO DE X AUMENTA (OBA! Comipa! COMIDA!), E
TORNA—SE UMA taza de crescimento populacional positiva QUANDO
x(t) > 1.

EM LINGUAGEM MATEMATICA TEM-SE

)
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—y + 0x(t)

”:’g? =a—py(t)
y(t

~—

OU, ELIMINANDO-SE DENOMINADORES, NA FORMA MAIS CONHECIDA

{ T =ax — By
Y= —yy + oxy.

ESTE E UM EXEMPLO DE SISTEMA DE EQUACOES DIFERENCIAIS, OU UMA
EQUACAO DIFERENCIAL EM R2.

Poder—se—ia aumentar esta lista, mas para os objetivos propostos ja
chegal

Agora vai—se fazer uma pequena introdugao formal ao estudo de equagoes
ordinérias (e.d.o.)

Aqui nao se tentara defiir o que é uma e.d.o., falta linguagem e, princi-
palmente, falta um motivo para isso.

Seja A C R um intervalo nao degenerado e f: A x R — R, uma e.d.o.
escalar normal de primeira ordem, sera escrita como

z = f(t, ). (1)

Os exemplos 1, 2, 4 e 5 vistos antes sao exemplos de e.d.o. normal de
primeira ordem.

Definicao 1 Uma funcgao ¢ : I — R é uma solugao de (1) se:
[a] I € um intervalo nao degenerado contido em A.

[b] &(t) = f(t,¢(t)), para todo t € 1.



Observagao 1 Segue da definicio 1 que toda solucdo de e.d.o. €, pelo
menos, continua. Ademais, se f for continua, entdo as solugoes de (1)
sdo de classe C'.

Note que o dominio de toda solucao de e.d.o. deve ser um intervalo, essa
condicao serd fundamental para questoes de unicidade de solugoes para prob-
lemas de valor inicial em e.d.o.

Exemplo 7 As FUNCOES ¢; : R — R, j = 1,2, DADAS POR ¢1(t) = 0,
(%)2,t20

D ien , SAO AMBAS SOLUGOES DA E.D.O.
9

PARA TODO t, E pa(t) = {

T = Jx.
Questao 1 Prove que ¢, é solucdo de & = /x.

Questdao 2 Prove que ¢ :] — 0o, 1[— R, definida por ¢(t) = 1, é uma
solucdo de & = x2. (Note que aqui f(t,7) = 2% estd definida em toda reta,
mas ¢ é uma solugdo desta e.d.o. que estd definida em | — oo, 1 e tem uma
assintota vertical em z = 1, logo nao pode ser estendida para uma solugdo

definida em R.)

Estes inocente exercicios terao sua importancia em breve.

Exemplo 8 SEJA I C R UM INTERVALO ABERTO NAO VAZIO E CONSIDERE
f:I — R CONTINUA E A E.D.O. & = f(t). VAO-SE PROCURAR SOLUGOES
DESTA E.D.O. DEFINIDAS EM TODO INTERVALO .

O TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO MOSTRA QUE ¢ : I — R E
UMA SOLUGAO DESTA EQUAGAO DEFINIDA NO INTERVALO I SE, E APENAS
SE, ¢ E UMA PRIMITIVA DE f.

ASSIM, TOMANDO ty € I, O CONJUNTO & DAS SOLUGOES DE & = f(t)
DEFINIDAS EM I E

t
p: 1 — R, go(t):/f(u)du+c , ceR
to

Questao 3 Prove a afirmagdo anterior.

ISSO MOSTRA QUE A EQUAGAO DIFERENCIAL ORDINARIA & = f(t) TEM
INFINITAS SOLUCOES, POREM SE FOR FEITA A EXIGENCIA ADICIONAL DE



QUE A SOLUGAO DESTA E.D.O. NO PONTO t; TENHA O VALOR zy O QUE
ACONTECE? E SIMPLES DEDUZIR DO QUE SE AFIRMOU ANTES QUE A UNICA
FUNGAO DEFINIDA EM I QUE SATISFAZ ESAS DUAS CONDIGOES (RESOLVER

t
A E.D.O. E VALER z¢ EM to) E ¢(t) = z¢+ [ f(s)ds, t € 1.
to

A EXIGENCIA ADICIONAL QUE, NESTE CASO, GARANTIU A unicidade DA
SOLUCQAO CHAMA-SE Condigao Inicial E O PROBLEMA “E.D.O.+CONDIGAO
INICIAL” CHAMA-SE PROBLEMA DE CAUCHY OU PROBLEMA DE VALOR INI-
CIAL, E REPRESENTA—SE ASSIM:

{ &= f(t)

z(to) = zo

Em geral, considere A C R é um intervaloe f: AXxR — R. Se ty € A,
chama-se probema de Cauchy, ou problema de valor inicial, a questao de
encontrar a(s) solugao(des) da e.d.o. & = f(t,z) que no ponto ty vale xg, e
representa-se esse problema por

{ i= f(t.) @)

z(to) = xo

O exemplo 8 exibe um problema de Cauchy com apenas uma solucao definida
em I, entretanto o exemplo 7 mostra que o problema & = /z, x(0) = 0 tem
pelo menos duas solugoes diferentes definidas em R.

Isso mostra que exigir continuidade de f nao basta para garantir que o
problema (2) tenha solugao “tnica”.

Nas secoes 2 e 3 serao vistas classes de equagoes diferenciais ordinérias
para as quais o problema de Cauchy correspondente tém solugao tnica, na
verdade pode—se enunciar um resultado bem mais geral do que o demon-
strado ali, um resultado que é conhecido como Teorema de Existéncia e
Unicidade.

2 Equacoes de variaveis separadas

Considere I e J intervalos abertos nao degenerados de R e suponha que
f:I — Reg:J<+— R sao fungdes continuas com g(z) # 0, para todo
z e J.

A equacéao diferencial

&= g(x)f(t) (3)



é chamada equacao de varidveis separadas.
Como g nunca toma o valor zero, essa equagao pode ser escrita como
s =7 (t) e, em termos de formas diferencidveis (seja 14 o for isso) toma a

forma % = f(t)dt que mostra a razao dessa nomenclatura.

Para procurar uma solucao desta equagao considere G : J — R uma

primitiva de o) © note que:

(i) Como g é uma fungao continua que nunca se anula e G'(z) = ﬁ #0
para todo x, portanto G é uma funcao de classe C! inversivel, de fato
G é estritamente crescente se g é positiva e estritamente decrescente
se g € negativa.

(ii) Assim, J; = G(J) é um intervalo aberto da reta, nao degenerado, e
como G’(x) # 0, para todo x € J, sua inversa G=! : J; — J é
também de classe C! e

Ao o
dyG (y) o G 9().

Agora note que, se z(t) é uma solucao de (3) definida no intervalo I;, entao,
para todo ¢t € I tem-se (¢,z(t)) € I x J, portanto I; C I e z(t) € J. Isso
mostra que fica bem definida a funcao composta G o x em I e, pela regra
da cadeia, se t € I, tem—se

#G (1) = G'(2()a(t) = o) f(t) = £(2).

Portanto, se F(t) é uma primitiva de f(t) em Ij, pelo teorema funda-
mental do célculo, tem-se que existe um ¢ € R tal que, G(x(t)) = F(t) + ¢
para todo t € I1. Ou seja z(t) = G7L(F(t) + ¢).

Agora use o item (ii) das observagdes anteriores e veja que, se F'(t) é
uma primitiva de f(¢) no intervalo Iy C I e ¢ é um ndmero real tal que
F(t)4c € Jy, para todo t € I, entdo z(t) = G~ (F(t) 4 c) de fato é solucio
da e.d.o. considerada.

Isso fornece todas as solugoes de (3) a partir de uma primitiva qualquer
de ﬁ e outra de f(t), como serd visto a seguir, a constante ¢ envolvida
sera determinada a partir das particulares primitivas consideradas e de uma
condic¢ao inicial.

Considere tg € I, zg € J e o problema de condigao inicial

{izmwﬂw W

w(to) = X0



T t

para estudar esse problema vao—se tomar G(z) = [ ﬁdu, F(t) = [ f(u)du
xo to

e procurar ¢ € R tal que x(t) = G71(F(t) + ¢) resolva esse problema.

J4 foi estabelecido que G~ (F(t)+c¢) é solucdo da equacdo diferencial en-
volvida, entao resta verificar a condicao inicial z:(ty) = xo, veja que F'(ty) =0
e G(xg) = 0, assim G~1(0) = zo.

Entdo z(to) = 7o se, e apenas se, o = z(tg) = G~1(c), ou seja ¢ = 0.

Resta uma 1iltima questao a considerar. .. qual o dominio em que pode-se
definir a solugao do problema de Cauchy (4).

Para isto lembre que G é uma funcao continua, inversivel, definida no
intervalo aberto nao degenerado J, portanto sua imagem é um intervalo
aberto nao degenerado, que foi denotado por Ji, note ainda que, como
G(x9) =0, entao 0 € J.

A fungao F esté definida no intervalo nao degenerado I e tg € I com
F(ty) = 0, assim a imagem de F' é um intervalo I ao qual zero pertence (aqui
pode acontecer que a imagem de F' seja {0} ou que 0 seja uma extremidade
de I, , 1880 nao causard problemas). N

Como 0 € J; e J; é aberto, o conjunto W = {y € J; : G(y) € I}
é um intervalo nao aberto nao degenerado (demonstre como exercicio). E
imediato ver que uma solucao de (4) tem de estar definida em um intervalo
LCcW,comOe¢€L.

Exemplo 9 CONSIDERE A E.D.O & = t(1 + 2?), (t,r) € R x R.
DETERMINAR A SOLUGAO GERAL DESSA EQUAGAO E ESTUDAR O PROB-
LEMA DE CAUCHY & = (1 + 22),2(0) = 1.

Trata-se de uma equacao de varidveis separadas com f(t) =t e g(x) = 1+
Para determinar a solucao geral dessa e.d.o. considere as primitivas

t
de f(t) e ﬁ definidas respectivamente como por F(t) = [udu = % e
0

G(x) = [ 7z du = arctan(z). Claro que G~!(z) = tanz, z € (-5, %)
0

Entdo as solugdes de & = t(1422) sdo as fungdes z(t) = tan(§+c), ceR.
Dessa forma, se x(t) resolve o problema de Cauchy proposto entao x(0) =

1, ou seja deve-se ter 1 = tan(c), como c € (-5, %), entdo ¢ = 7. Entao,

x(t) = tan(% + %)
Para determinar os possiveis intervalos I em que pode-se definir z(¢),

mais uma vez note que G~ ! esta definida em (=%, %), portanto deve-se ter

2 . 2 .
E4+Ze(-3,5),ousejay +5 <7, ie -3 <t<. /%



Portanto uma solugdo de & = t(1 + 22), 2(0) = 1 deve estar definida em
um intervalo I; que contenha 0 e esteja contido em Iy = (—/F, /7).

Isso mostra que o magor intervalo em que é possivel definir uma solugao
do problema de Cauchy apresentado é Ij.

Exercicio 1 Considere v9 € R e o problema @ = t(1 + 22), z(0) = x¢.
Determine a solucdo desse problema que estd definida no “maior inter-
valo possivel”.

Dialogo sugestivo:

- (Um estudante) “Professor, isso ai, “maior intervalo possivel”, estd bem
definido?

-(O professor): Sei 14, como diria Pessoa, a pergunta nao precisa ser
precisa, 0 que precisa ser precisa € a resposta. . .

3 Equacao linear escalar de primera ordem

A equagao que serd estudada agora é, dadas fungoes continuas a : J — R
eb:J — R, em que J é um intervalo nao degenerado,

& = a(t)z + b(t). (5)

Relacionada a esta equagao, chamada e.d.o. escalar linear de primeira
ordem é

= a(t)x, (6)

chamada equagao homogénea associada a (5).

Note que os exemplos 1, 2 e 5 sao de e.d.o. lineares, com a primeira e a
ultima delas homogéneas.

Apés provar dois resultados bastante gerais sobre equagoes lineares (equagoes
com cara parecida a (5)) serd estudado primeiro o caso da equc¢ao ho-
mogeénea, depois serd analisado o caso geral, destacando a importancia da
relagao entre o caso homogéneo e o nao homogéneo.

Fato 1 Suponha que I C J € um intervalo ndo degenerado e que, para
k=12 ¢ : I — R seja solugio da equag¢iao homogénea (6). Entao
© = c1p1 + capa € solucao de (6), quaisquer que sejam o0s reais ¢1 € Co.

Demonstragao: Basta usar que %(01@1 + cop2) = 11 + caa. |

Fato 2 Sejam &(I) e So(I) respectivamente, o conjunto das solugoes de
(5) e o conjunto das solugoes de (6), definidas no intervalo nao degenerado
I, entao:



[a] Se v € S(I), para k = 1,2, tem—se que ©1 — w2 € solugao de (6);
[b] Seja v : I — R uma solugao da equagao (5). Entao

S(I) ={v+ o : po € &o(I)}.

Demonstragao: A parte [a] segue diretamente de %(gpl —2) = 1 — Pa.
Para demonstrar [b] deve provar-se que:

e Toda solucao da equagao nao homogénea (5) definida em I é da forma
¥+ ¢g, em que o é uma solugao de (6);

e Reciprocamente, mostrar que, se ¢ € Sy(I), entdao ¢ + ¢ € &(I).

A primeira afirmacao decorre imediatamente de [a] uma vez que se Ve
&(1) entao, por [a], po =19 — ¢ € &o(1), logo ¥ = ¢ + .

Por outro lado, se ¢ € So(I) e ¥ € &(I), vem (t) = a(t)yP(t) + b(t)
e p(t) = a(t)p(t), assim & (¥ + ¢)(t) = a(t)(¥ + ¢)(t) + b(t) e portanto
Vv+ee&o(l). |
O fato 2 é de importancia fundamental, ele aparecerd muitas vezes, sempre
realcionando equacoes lineares homogéneas e nao homogéneas, extirpando
esse resultado das desnecessarias complicacoes de notacao, o fato 2 afirma
que:

1. A diferenca de solugoes da equacao nao homogénea é uma solucao da

equacao homogénea associada.

2. A solucao geral da equacao nao homogénea é a soma de uma solugao
particular da equagao nao homogénea com a solucao geral da equacgao
homogénea associada.

Uma primeira conseqiiéncia deste resultado, muito 1til (e nao sé em e.d.o.)
é objeto do proximo exercicio.

Questao 4 Suponha que ty € J (o dominio de a e de b) e que a Unica solugdo
definida em I do problema
T =al(t)x

l‘(to) =0
seja a funcido identicamente nula.
Demonstre que, para todo zg € R, o problema

& = a(t)z + b(t)
{ x(to) = wo ®)

tem, no maximo, uma solucido



Observagao 2 E irrelevante aqui que o resultado do exercicio anterior
possa ser demonstrado diretamente, como serd feito quase a sequir. Esse
exercicio nada tem a ver com equagoes diferencias diretamente, ele tem a
ver muito com estruturas lineares, aquelas estudadas em dlgebra linear. O
erercicio a sequir tem como unico objetivo reforcar este ponto.

Questao 5 Sejam A uma matriz de coeficientes reais e ordem p X ¢ e b uma
matriz também real de ordem p x 1. Considere a equacdo linear Ax = b, ou seja
procuram-se a(s) matriz(es) reais g x 1 tal(is) que Az = b. Se O é a matriz nula
de ordem p x 1, a equagdo Ax = O chama-se equagdo homogénea associada a
Ax =b.

Y1 Z1

Y2 22 - - ~
1. Prove que se y = ) ez = ) sdo solugdes de Az = O, entdo

Yq Zq

ay + Bz é solucdo de Ax = O, para todos os reais « e [3.

W 21

Y2 22 - o ~
2. Provar que se y = . ez = . sdo solucbes de Ax = b entdo

Yq Zq

w =1y — z é solucdo de Ax = O.

3. Sejam U o conjunto de todas as solugdes de Ax = b e Uy o conjunto de
todas as solu¢bes de Az = O. Prove que, se z é uma solucdo de Ax = b,
entao

z1

T2
V=qzx= , rrx=z+w, we Yy

Lq

4. Prove que, se a equagdo homogénea associada Ax = O tem como Unica
solucdo a matriz nula, entdo a equacdo Ax = b tem, no mdximo, uma
solugdo (ha efetivamente casos em que esta ultima equagdo tem uma
dnica solu¢do e hd casos em que Az = b ndo tem nenhuma solugdo).

10



3.1 A equacao linear homogénea

Considere a equacao homogénea
i = a(t)z, (6)

com a : J — R uma funcao continua dada.

No caso em que a(t) é constante, a solugdo geral desta equacao é bem
conhecida, ¢(t) = ce, com ¢ € R, isto sugere a procura de solucoes de (6)
do tipo ¥(t) = ced®) | serd que existem solugoes assim? Se existirem, deve—se
ter (t) = cg(t)ed® = a(t)y(t) = ca(t)ed®. Ou seja, ¥(t) é solucio de (6)
se, e s6 se, §(t) = a(t). Agora é pouco provavel que o resultado enunciado a
seguir va surpreender alguém.

Fato 3 Sejam J C R wum intervalo nao degenerado e a : J — R uma
fungao continua. Entao se p : I — R é uma solugio de & = a(t)t e
A: I — R € uma primitiva de a(t), existe uma constante ¢ € R tal que

Y(t) = cer®),

Demonstragao: Seja ¢ : I — R uma solugao de & = a(t)z e considere
A: I — R uma primitiva de a(t) no intervalo nao degenerado I.

Defina para t € I, h(t) = e~ AWy(t), derivando h obtém-se h(t) =
eA®(a(t) — A(t)) = 0, para todo t € I e, portanto h(t) = ¢, para algum
c€R. Assim, ¥(t) = ce®. |

Um ponto a ser destacado aqui é o fato que A(t) é uma primitiva qualquer de
a(t), e se for escolhida outra primitiva F'(t) desta fun¢ao? Bem, como I é um
intervalo (olha aif, de novo esta propriedade aparece) entao existe uma con-
stante ¢ tal que F(t) = A(t) + ¢, logo 9(t) = ceAt) = cef()=¢ = ce=CeF'(),
ou seja, ao mudar—se a primitiva de a(t) muda-se também a constante en-
volvida e tudo se passa como se nada se passa—se!

Corolario 1 Sejam a : J — R continua, tg € J e xg € R. Entdo, se I €
um intervalo ndo degenerado com tg € I, a unica solugcao definida em I do
problema de Cauchy

{ T =a(t)x

z(to) = 2o

t
(J a(s)ds)
é o(t) = xpe ' ,tel.

Questao 6 Demonstre o corolario 1.

11



Corolario 2 Sejama:J — R eb:J — R continuas, tg € J e xg € R.
Entao, se I € um intervalo ndo degenerado com ty € I, existe no mdzimo
uma solugao definida em I do problema de Cauchy

{$:a®x+dﬂ

y(to) = mo.

Demonstragao: Pelo coroldrio 1 a tnica solucao de & = a(t)z, z(tp) =0
definida em [ é a fungéao identicamente nula.

Assim, se 11 e 19 sdo solugoes do problema considerado no enunciado,
entao ¢ = 11—y resolve & = a(t)x, x(tp) = 0, portanto tem-se p(t) = 0. |

3.2 A equacgao linear de primeira oredem nao homogénea

Agora estuda—se a e.d.o. & = a(t)z+b(t), em que a e b sdo fungoes continuas
do intervalo nao degenerado J em R.

Em vista do que se viu na subsecao anterior vao—se procurar solugoes
definidas num intervalo I do tipo 9 (t) = c(t)e*®, em que A(t) é uma
primitiva de a(t) em 1.

Um célculo imediato mostra que ¢(t) = eA® [¢(t)+c(t) A(t)] = A [¢(
c(t)a(t)], assim 9 (t) resolve a equacao diferencial (5) se, e 86 se, eA)[¢(t
c(t)a(t)] = a(t)e(t)e® 4 b(t), ou seja é(t) = e_A(t)b(t).

A partir desta observacao é natural considerar A(t) uma primitiva de
a(t) em J e g(t) = e~ A®p(t), = € J. Considere também G(t) uma primitiva
de g(t).

Tem-—se entao que, se I C J é um intervalo nao degenerado, ha a solugao
de (5) ¥(t) = G(t)e*®, x € I. Variando G e A tem-se muitas solucoes
dessa e.d.o.

Haverd outras? Para responder isso vai—se usar um método tipico de
e.d.o.

Pelo coroléario 2 o problema de Cauchy

{i—a®x+Mﬂ

x(tg) = xo.

t)+
)+

=

tem uma tunica solucao, entao. ..

Fato 4 Sejam a(t) e b(t) fungdes continuas definidas no intervalo J, con-
sidere xg € J e xg € R e I um intervalo nao degeerado contido em J com
xg € 1.
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Entao, a unica solugdo do problema

{@:amx+ww

z(tg) = xo.

definida em I €

- j a(u)du J a(s)ds
P(t) = xg—i—/b(s)e fo ds | €0 . 9)

to

t
Demonstracao: Claro que A(t) = [ a(s)ds é uma primitiva de a(t) em I
to

t - f a(u)du
e G(t) = zo + [b(s)e ‘o ds é uma primitiva de b(t)e=4®") no mesmo
to

intervalo.

Assim, pela discussao feita poucas linhas antes do enunciado deste fato,
(t) resolve & = a(t)x + b(t).

Por dltimo um célculo imediato mostra que ¥ (ty) = xo. |

Agora fica facil convencer-se que se 1; : I — R é uma solugao de & =
a(t)x 4+ b(t) entao existem uma conveniente primitiva A(t) de a(t) em I
e uma conveniente primitiva G(t) de g(t) = b(t)e 4", tais que (t) =
Gt)er®, zel. N

De fato, seja ¢ : I — R uma solugao de & = a(t)z + b(t). Tome um
ponto xg € I e considere xg = 9 (zo).

Dessa forma vé-se que 9 resolve em I o problema de Cauchy & = a(t)x+
b(t), z(ty) = zo. Entdo pelo fato 4, 1(t) = G(t)eA®, em que A(t) é a
primitiva de a(t) em I tal que A(zg) = 0 e G(t) é a primitiva de b(t)e~4®)
em I que satisfaz G(xg) = zp. Dessa forma vé—se que todas as solugoes da
e.d.o. escalar e linear de primeira ordem sao desse tipo.

Antes de encerrar, uma pequena observagao para povoar as fantasias e
pesadelos dos mais afeitos a matematica. . .

E possivel demosntrar que, se a(t) e b(t) sao funcdes continuas em J o

problema
{i:a@x+M®
.CC(t()) =20
tem uma tnica solucao definida em J, sem explicitar qual é essa solucao, e
sem fazer nenhuma mencao a fungao exponencial (acredite, se puder!)
Fazendo isso, poder-se-ia definir e/, + € R como sendo a tinica solucdo
definida em R do problema & = z, z(0) = 1.
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