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PREFACIO

A presente apostila surgiu da elaboracao das notas de aula dos

cursos ministrados aos alunos do 19 semestre da ESALQ-USP.

Cabe salientar que ela € um roteiro de estudo. Portanto, para
demonstracoes rigorosas e mais exercicios, € imperiosa a complementacao

do texto com algum livro constante da bibliografia.

0 texto certamente contera imperfeigdes que s6 serao  sanadas
a medida que novas edigoes corrigidas venham a ser publicadas. Para tan
to, esperamos a colaboracdo construtiva sob a forma de sugestdes e

criticas.

Os autores.
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CAPITULO 1: FUNCOES

A titulo de revisio, vejamos alguns conceitos basicos a respeito de
funcdes que nos serao uteis posteriormente.
1.1. DEFINICOES

DEFINICAO 1: Sejam A e B dois conjuntos, A #@¥, B #§ . Uma funcao defini-

da em A com valores em B € uma lei que associa a todo elemento x ¢ A

um unico elemento y € B.

A

OBSERVAGAO: Se AC R e BC R, a funcao é dita real de variavel real.
NOTACAO: f:A > B; y = £(x)

DEFINICAO 2: O conjunto A é chamado dominio da fungdo f, o conjunto B con
tra-dominio de f e o conjunto I = {y ¢ Bly = f(x), x € A} imagem da

funcao f, também denotado por f(A).

IIA

®
EXEMPLO: Seja A = {x ¢ Z‘—Z sx s 1}={y e Z|—1 y £ 5} e considere a

fungao f:A + B, f(x) = 22,
Temos que:
A é o dominio de f,
B € o contra-dominio de f e

f(A) =1 = {0,1,4} é o conjunto imagem de f.

OBSERVACAO: Quando nao se especificar o dominio de uma dada funcao, sub-
entende-se que ele seja o conjunto de todos 0s reais para os qﬁais se

ja possivel,
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definir a funcao. Assim, o dominio da funciao f(x) = !

M,
we

X - 2

D=1{xc¢ R|x 2z 2 } , salvo mencao contraria.

EXERCICIOS 1.1.

1. Se f(x) = S S 1, determine f(1), f(-1) ,f(/2) e £(0).
2. Se £(x) =/x - 1 + 2x, ache £(1)  £(5) - £C(10) e £(3).
3. Se g(x) = x2 - 3x + 2, obtenha:

a) g(a) b) g(-a) ) g(—)  q) Ly 98+
5 gl -g@ Lo ® e
4, Encontre o domhinio das funcoes abaixo:
a) f(x) = 2x + 1
b) f(x) = % *3
x + 1
e) £(x) = /3% - 4
d) £x) = /9 - 5x
e) f(x) = /¥ - 16
£) F(x) = /9 - ¥
g) £(x) = __%Eﬂ_i__ji___
x° - 5% + 6
h) f(x) = =3

&2+3x—-2

1.2. GRAFICC DE  UMA FUNGAO

DEFINICAO: Seja f: A —B. O grafico de £ € o conjunto

G(f) ={ (x,y) e AxBly = £&x)} ,

onde AxB = { (x,y)!xe Aeye B
OBSERVACAO: Como, por definicdo, a todo x do dominio da funcdo correspon
de um unico valor de y, nenhuma reta vertical pode interceptar . o gra-

fico da funcao em mais de um ponto.

EXEMPLOS: Nos exemplos abaixo, encontre o dominio e a imagem da funcao
f e faga um esbogo de seu grafico
a) f(x) = 2.
SOLUGAO:
0 doeminio de f € R e a imagem de f € I ={ 2} . Um esboco do gra-

fico de f e mostrado a seguir.



b) £(x) = x + 3.

Un esbogco do grafico de f é dado abaixo. O dominio e a imagem de f sao to

dos os numeros reais.

ﬁ3 0 X
c) f(x) =V x - 1.

SOLUGAO:

0 dominio de f sdo todos os reais maiores ou iguais a 1, ou seja
D={x ¢ R|x 2 1}.A imagemde f é I ={y € R |y 2 0) Umes-
bogo do grafico é dado pela figura abdixo:

4
y

[2x+3 se x < 0.
=<

d) £(x) b se 0 £ x < 2
[1 sex z 2
SOLUGAO:

A figura abaixo mostra o esbogo do grafico de £, O dominio de f e

feal e a imagem de f 6 dada por I ={y € R|y < 4} .
y

4.

_/
;/02 x
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2
e) f(x) = x=3
x -3

SOLUCAO: ’
0 dominio de f consiste de todos os reais exceto 3, ou seja,
D={xe Rlx = 3}
Fatorando o numerador, temos
(x + 3)(x - 3)

x -3

f(x) =

Logo, f(x) = x + 3, desde que x = 3,
A imagem de f é dada por I ={ye R|ly #6 }

Um esboco do grafico é mostrado abaixo:

' 4

EXERCICIOS 1.2.
1. Em cada um dos exercicios seguintes, encontre o dominio e a imagem

da funcao e eshoce seu grafico.

a) f(x) = -4x + 3
b) £(x) =41 - x?

2
Q) f(x) = X -1

2x + 1

d) f(x) ={_1 se x
L1 se x >2

A
N

&) E(x) ={x?-—4 se x <3
2x -1 sex 23
£) £f(x) = X-x - 13x -3

x+ 3
s PP ~ Vi 2 ~ . -
2. Explique por que o grafico da equagdo x“+ y“= 1 nao é grafico de
uma fungao.
3. a) Defina uma funcao f cujo grafico é a semicircunferéncia superior
com centro na origem e raio 1.
b) Defina uma funcdo f cujo grafico é a semicircunferéncia inferior

com centro na origem e raio 1.
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1.3. MONOTONICIDADE E PARIDADE DE FUNCOES.

DEFINICAO 1: A funcdo f: A +R e dita
i) crescente se x < y = £f(x) < f(y) ¥x,y € A.
ii) decrescente se x < y = f(x) > f(y) ¥x,y € A,
Se uma funcdo f é crescente ou decrescente em A, dizemos que ela é monoto

na em A.

DEFINIGAO 2: Dizemos que f: A ~+R & uma fungdo par se as seguintes condi-
goes estiverem satisfeitas:
i) Para qualquer x € A, tem-se sempre que -X € A.
ii) £(-x) = f(x), ¥ x € A.

EXEMPLOS: Verifique que as funcoes abaixo sao pares:
a) f(x) = x2
SOLUCAO:
i) Temos que se x £ R, -x ¢ R.
ii) £(x) = (-x Y= #=£G), ¥vxe R
Logo, f é par.
b) £(x) = 3|x].
SOLUCAO:
i) Verifica-se.
ii) £(-x) = 3|-x| = 3|x| = £(x), ¥x ¢ R.
logo, f € par.
OBSERVAGAO: O grafico de uma funcao par € simétrico em relagao ao eixo das

ordenadas.

DEFINIGAO 3: f: A > R é uma funcao impar se as seguintes condicces estive-
rem satisfeitas:
i) Para qualquer x € A, temos que -x € A,

ii) f(-x) =-f(x), ¥x e A.

EXEMPLOS: Verifique que as funcoes abaixo sdo impares:
a) f(x)=2x"- 9x.
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SOLUGAO:
i) Se x ¢ R, -x ¢ R.
ii) £(-x) = 2(~x)2= 9(-x) = =2%°+ 9x = ~(2x5- 9%) =-f(x) ¥k ¢ R.
logo, f e iImpar, A
b) f(x) = sen x
SOLUGAO:
i) Ok.
ii) f(-x) = sen(-x) = -sen x = -f(x) Vx ¢ R.
Logo, f € impar.
OBSERVACAD: O grafico de uma funcao impar é simétrigo em relacao a origem

do sistema cartesiano.
y

-X

.

—_————

EXRRCICIOS 1.3.

1. Em cada uma das seguintes funcoes, verifique se f é par, impar ou sem

paridade.
a) £(x) = a 3
b)f&):?é—¥+7
Q) £(x) = X'+ x
A £(x) = /e
e) £(x) = 2%
X + 1
£) £(x) = le + 5

g) £(x) =¥~ 4

h) f£(x) = cos x

i) f(x) = tg x
2, Demonstre que se f e g sao fungGes impares entdo (f + g) e (f ~ g)
sdo também fungOes impares.,

3. Demonstre que se f e g sdo funcoes impares entdao f.g e _£  s3o fun-
g
¢oes pares.

4, Ache 2 funcoes impares cuja soma é uma funcdo par,
1.4, COMPOSIGAO DE FUNGOES.

DEFINIGAO: Sejam f: A +B e gt B - C. A funcao composta de g com f, indi
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cada~éof, é uma funcdo h: A + C dada por h(x) = g(f(x)), ¥ x € a.

OBSERVACAO: Para aexisténcia da funcao composta nao € essencial que o domi-

nio de g seja todo B, e sim apenas que contenha a imagem ~  de  f. As
sim,0 dominio de :gof é o conjunto de todos os elementos x do dominio de f

tais que f(x) esteja no dominio de g.
EXEMPLOS: a) Se f(x) = -2x + 3 e g(x) = 4x - 1, ache (gof) (x) e (fog)(x).

SOLUGAO:
(gof) (x) = g(£(x))
0 dominio de gof &’
(fog) (x) = f(g(x))

0 dominio de fog € R.

1}

g(-2x + 3) = 4(-2x + 3) - 1 = -8x + 11,

=

f(ax - 1) = -2(4x - 1) + 3 = -8x + 5.

Note que, pelo exemplo, fog = gof

b) Sejam f(x) =/x e gx) = x2 -~ 1. Encontre (fof)(x), (fog)(x),
(gog) (x) e (gof)(x), determinando o dominio de cada funcao composta.

SOLUGAO: )

0 dominio de f & [0,+») ={ x ¢ Rlx 2 0} e o dominio de g € R.

(fof) (x) = £f(f(x)) = £( &) =V x

0 dominio de fef €& [0,+= )

(fog) (x) = £(g(x)) = £(x> = 1) = k° -1

0 dominio de fog e {x ¢ Rlx S -1 ou x 21}
2 - % -1 =x® - 22

(gog) (x) = glg(x))
0 dominio de geg é R.
(gof) (x) = g(E(x)) = (AHE -1 =x-1.

0 dominio de gof é [0,+w )

c) Sejam f e g definidas pelas relagoes

£(x) . { 3-x , sex <1 g(x) = tZ , se X < 1
2 , se x > 1 1 +x, sex

[\%
pry

Obtenha a funcao (fog) (x).
SOLUCA0:
Temos (fog)(x) = f(g(x)).

Dividamos o problema em.2 casos:
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i)X<1

Se x < 1, por definigao, g(x)

]
N

Logo, (fog)(x) = f(g(x)) = £(2) = 2

ii) x 2 1

Se

w

x 1, por definicao, g(x)

1 +x. Mas sex 2z 1, 1 +x2 2

logo, g(x) =1 +x 2 2,

Portanto, (fog)(x) = f(g(x)) =2
Entdo, (fog)(x) = 2, vV x.

EXERCICIOS 1.4.

1. Em cada

dominio de

exercicio abaixo, determine (fog)(x) e (gof)(x), bem como o

cada funcao composta.

a) f(x) =8 - 3x, g(x) = 2x2+ 1

b) £(x) = == * g(x) = —1
x2 X + 5
c) f(x) =2x - 3, glx) = _% ; S
d) £(x) = 2x + 1, g(x) = x?+ 3
e) f(x) =x, glx) =4
(0 , sex <0 1,sex< 0
f) f(x) = x% se 0 sx = 1 g(x) ={ 2x, se 0 £ x £ 1
0, se x > 1 1, sex > 1
0, sex <0 1, sex < 0
g) £(x) = 2x, se 0 s=x s 1 g(x) = -l—x,se 02 x5 1
2
0, sex »>1 1, sex > 1

2, Se f(x)

as quais

=x2 + 2x + 2, encontre duas funcgoes g do tipo ax + b, para

(fog) (x) = x2- 4x + 5.

1.5. ALGEBRA DE FUNGOES.

DEFINIGAO:

i)

ii)

iii)

iv)

Sejam f e g duas funcoes, D a intersecao nao vazia de seus

dominios e A um nimero real. Entdo:

a soma de f e g, indicada por (f + g), e a funcdo definida

por (f + g)(x) = f(x) + g(x), V¥ x gD,

a diferenca de f e g, indicada por (f - g),é a funcao defini-

da por (f - g)(x) = f(x)-g(x), V x e D.

o produto de f por g, indicado por (f.g), é a funcao definida

por (f.g)(x) = f(x)g(x), ¥ x e D.

o quociente de f por g, indicado por(_£_¥ é a fungao definida
g



por (..f._)(x) = £ , Vx e Dcomg(x) # 0.
g g(x)
v) o produto de Apor f, indicando (Af), é a funcao definida
por (M)&) = N (x), ¥x € D..

EXEMPLOS: Sejam f a funcao definida por f(x) =Vx - 1 e g a funcao defini
da por g(x) = vVx - 5. Encontre (f + g)(x); (£-g)(x); (fg)(x) e (_f—) ).

g
Em cada caso, determine o dominio da funcao resultante.
SOLUGAO:
(f +g)x) =Vx-1+Vx -5

(f-g)(x)=/x—1'——\/x—5'

(f.8)x) =/x -1 /x -5
(£/g) (x) = /X =]
x -5
0 dominio de f € [1, + ») e o dominio de g € [5, += ).
Logo, o dominio das trés primeiras funcées é [5, +«). O dominio de (£/g)

é (5, +=) pois o denominador se anula em x = 5.
EXERCICIOS 1.5.

1. Nos exercicios abaixo, determine as funcoes f + g, £ - g , f.g e f/g
Determine, também, seus dominios.
a) f(x) =x -5 , gx) =x2-3
b) £(x) = g(x) = /x - 8

c) £(x) = |x| , g(x) = {x - 2| e) f(x) =/ x>t , gx) =/ x-2

3 £l =t

, g(x) = 1
x -1 X

2. Se f e g sao duas fungdes polinomiais de grau 3, pode-se afirmar que

f +g e f.g também sao funcoes de grau 3? Justifique.
1.6. CLASSIFICAGAQ DE FUNCOES.

Seja f: A+ B
DEFINIGAO 1: Dizemos que uma funcao f é injetora se:
xzy = fx) = £(y) X,y € A.
EXEMPLOS: a) As funcoes f e g definidas pelos diagramas abaixo sao  tais
que f é injetora e g nao é injetora.
ANILYC A

1l .
e —

3, 9




St

b) A funcao f(x) = x, cujo grafico e esbocado abaixo, & injeto

ra¢ y

c) A funcdo g(x) = x2

f(-1) = £Q1) = 1.

nao é injetora, pois,por exemplo,

CONSEQUENCIA : Como consequéncia da definicdo podemos dizer que uma fun-
cao f é injetora se:
f(x) = f(y)= x =y , X,y e A.
Dizemos que se estabelece uma correspondencia um a um en-
tre o dominic e a imagem de f.
DEFINICAO 2: A funcao f € sobrejetora se f(A) = B, ou seja, para cada
y € B, existe pelo menos um x € A tal que, y = f(x).
EXEMPLO: A funcao f abaixo, definida por meio do diagrama, é uma funcio
sobrejetora. Ja a funcdo g nao é sobrejetora.

A B
f

1
-

DEFINIGCAO 3: A fungao f € dita bijetora se for injetora e sobrejetora,
isto e, se para cada y e B existir um unico ponto x € A tal
que y = f(x).
Dizemos que se estabelece uma correspondencia um a um en-

tre o dominio e o contradominio de f.
EXERCICICS 1.6.
1. Nos exercicios abaixo, dados os conjuntos A e B e a funcdo f: A = 8,

verifique se f e injetora, sobrejetora e bijetnra:

a) A= {1,2,3,5}, B = {1,3,5,9}, £(x) = 2x - 1.
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b) A = (-2,-/2,-1, 0, 1, V2, 2} , B = {~1,0,1,2,3} , f(x) = ®~ 1.

¢) A ={-2,-1,0,1 , B =1{0,1,16} , £f(x) ==&
2. Seja £:A> B. Mostre, através de exemplos e contra-exemplos, que:

q) a) £(C M D) = £(C) N £(D) se, e s6 se, £ for injetora; quaisquer

‘ que sejam os subconjuntos C e D de A.
b) £(C) D £(A) qualquer que seja C < A se, e s6 se, f for sobre-
jetora.
c) £(C) £(A) qualquer que seja C < A se, e so se, f for injeto

ra.

1.7. INVERSAO DE FUNGOES.

DEFINICAO: Diiggg§ que f: A+ B é inversivel se existe g: B~ A, tal que

isto e, (gef)(x) = x Vx e A.

/gof =1Aﬁ
fog =IB; isto e, (fog)(x)

X V¥x € B.

A funcio g é chamada funcdo inversa de f e € indicada por .
OBSERVAGOES :
i) Uma funcao f: A~ B é inversivel se, e somente se, f € bije-
tora. ‘
ii) Se f: A~ B é uma funcdo bijetora, entao o dominio e o con-
tra-dominio de f sdo, respectivamente, o contra-dominio e o
dominio da sua inversa g
iii) Os graficos de f e f~! sdo curvas simétricas com relacao a

bissetriz dos quadrantes impares, ou seja, em relacao a reta
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EXEMPLOS: a) Sendo f: R+ R tal que f(x) = 2x - 1, obtenha f_1(x). Esboce
seus graficos.

SOLUGAO:
Nao e dificil verificar que f é bijetora, com dominio e contra-domi
nio R. Logo, a fungao inversa ! existe.

Fazendo y = 2x - 1, e exprimindo x em funcad de y , temos.

v + 1
X = —f—

2

Como e mais comum x designar a variavel independente, podemos es

crever:
y = x4l , ou seja f'1(x) -
2 2
Uma rapida verificacao pode ser feita:
JCNCOPIRIE J (5 [ S0 O
2 2
e £ =flx - ) S 2E=D Y
2
Isto prova que f~'! é, realmente, a inversa de f.
Os esbogos dos graficos sao feitos abaixo:
=2x-1 g v ,ﬁ‘: [
y 7 , = I \7” x 7 e -

b) Sendo f: [0, +w) = [-3, 4=) tal que f(x) = x2- 3, obtenha
f_1(x) e esboce seus graficos.
SOLUGAO:
0 dominio natural de f(x) foi restringido de modo a tornar f bijeto
ra.
Como no exemplo anterior, consideremos;
2
y = x - 3.
Isolando-se x, temos
X = iy§ + 3.
Como x € nao negativo,
I |
X =y/y + 3.

Logo, f~1(x) =/x+ 3, x 3 -3,
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\
EXERCICIOS 1.7.
}

— —
= /

- — £ - » v - -
— 1. Nos exercicios abaixo, prove que f e g sao inversas.
e X + 4

a) f(x) =9%x -4 , gx) = .
=" 7 -
’ O,‘\;); b) £ = ol . ) o 2XF
~ 5x + 2 2 - 5x
50 -4 c) £f(x) = \/2—;?I , X ¥ - . , g(x) = —Lxg--l—, x 2 0.
2 2
/i Nos exercicios abai.xo, determine a funcao inversa de f:
: @NEx) = x + 4
b) £(x) =(2X=3) ,
7 - , Rl | G xal
‘@f(x):G—Xz,O sx< [6 P
d) fx) =Vvx -2, x2 2 > -
e) f£(x) = x5 ’ Y= /L
\ .5 )
r@ f(x) = -
g) £(x) = 2x5- 5 7Sy
_ Esbocar os graficos de f e £f='nos exercicios 2a, 2c e 2f.
\\3( 1.8. FUNCOES BASICAS.
> 1.8.1. FONCAO AFIM
g Sao funcoes do tipo f(x) = ax +b , a,b ¢ R, a = 0
OBSERVAGOES :
i) A funcao afim temcomo grafico uma reta,
ii) 0 grafico intercepta o eixo das ordenadas no )onto (0,b) e
o eixo das abscissas no ponto (- --b——, 0\') . 0
a g 1. +™
y H R
Z X I >/€> : \( 1 /,I. N /1 ) /\
- = AV
k—t Xt £ v/ {:j / \
A~ — 7 l /
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iii) Pode-se mostrar que a tangente do angulo o (vide figuras a-

baixo) € igual a constante a.

A N\
///’ X \\\ X

Assim, a> 00 <a < 90° e

a< 0900 < a < 180°

EXEMPLOS: Esboce os graficos de T
a) £(x) = 2x + 1. Abscizie = -
SOLUCAO: T eeRd

/ X
b) fi(x) = -x + 2.

SOLUGAO:

v

2\

0 2\ X
EXERCICIOS 1.8.1.

{ Determine k de modo que a funcao afim f(x) = (2k - 1) x + 3 seja cres-

cente,
/}{ Esboce os graficos das seguintes fungées:
a) £(x) = 3x
b) f(x) =2x + 5
c) f(x) = -x - 4
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/}%/ée f é uma funcao afim tal que £(1) = 9 e £(-2) = 3, determine o valor
de £(5).
//KT Resolver analitica e graficamente as inequagdes abaixo:
a) 2x + 5¢ 0

\\-—-
b) -x ¥+ 45 O
2% , 2% - - c) -3x +7< 0
Cz g B+rx . 5x-10
, 3 5
40 - 11 27 & =21 _/x’*l\za
3 P

£) (-x - D + 1) <0

—g) (x-3)x-1DE+2)20

h) b-x <9

2x + 3

1.8.2. FUNGAO QUADRATICA
E toda funcao da forma f(x) = ax®+ bx + ¢, a,b,c € R, a = 0,
OBSERVACOES : 2
i) Seu grafico & uma pardbola com o eixo de simetria paralelo
ao eixo y.
ii) A parabola aue representa a funcao f£(x) = ax’+ bx + ¢ tem
a concavidade para cima caso a > 0. e a concavidade para

baixo caso a < 0.

N\
\./ 5 ]a<0\ X

A

9=

iii) O vértice da parabola tem coordenadas V(—
2a ba

) onde

A = b2- 4ac.

.M
y \ : )

yy [T ; A
: /
!
1
| S
] <
?
1
!
*y

\

V%

X
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iv) As abscissas dos pontos onde a parabola intercepta o eixo X,

se exitirem, sao dadas por;
~-b * )
, onde & = b2 - 4ac.

X =
2a

v) Posigoes caracteristicas da parabola no plano cartesiano:

£ oo a>) A<0
o ”U U
— x X X
/ \ x x X
a<0 A>0
a<0 A=0
a<0 A<0
EXEMPLOS: 1. Esbogar os graficos das funcoes:
a) f(x) = x2- 1.

SOLUCAD: y

\
_1\\:1_1//1 X

b) f(x) = ~x2+ 2x - 1.
SOLUCAO:

c) £(x) = 2x2- 2x + 2.
SOLUCAO:




EXERCICIOS 1.8.2.

., Esbocar os graficos das seguintes funcoes:
a) £(x) = ¥-5x + 6

b) £(x) = —¥+ 5x
c) f(x) = -x2+ x -1
d) £(x) = x°- bx + &

7 Determine a expressdo da funcao f(x), onde f tem como grafico uma pa-

rabola passando pelos pontos (-1,0), (3,0), (0,3).

.

//}4/Resolver as seguintes inequacoes:
a) ¥- 9x + 182 0

b) =x2- 16 < 0 7\
2
c) X +2x + 14 >0 -
2 . RN
d) -x + 8x\- 1520 N\
e) —x2— x-120 \\
2

;Si(x - 5% + 6)(x + 3)
2x % 1)(3 = 2x)

n w
o

g) :
X2~ 4x + 3 /4 3
h) X + 1 - X /
2 - x 3+ x !

1.8.3. FUNGAO MODULAR

E a funcao f(x) = Lq‘z X se x

[\%
o

==X |, se x <0
EXEMPLOS: Esbocar os graficos das funcoes;
a) f(x) = le.
SOLUGAO:

Temos, por definigao,

[\
(@}

f(x) - X ’ se X

se x <0

b) £(x) = |x - 1]
SOLUGAO:



Por definigao,

f(X):wa1 s se

c) £(x) = |x|
SOLUCAO:

Por definigao,

-X + 1 se

x-12

X - 1 <

- 1.

.
£6x) =tx-1 ,  se x

_X_1" se x <

[\

D £ = |- 5x + 6

SOLUGAO:

Por definigao,

2

f(x)=IX-5X+6, se

2
L—x‘+ 5x - 6, se

x2- 5% + 6

Xz— 5x + 6

0= x = 1

Ce> x < 1

s

A

O x £ 2 oux 2

0<=2< x <3

3



EXERCICIOS 1.8.3.

1. Esboce os graficos das seguintes funcoes:

a) £(x) = |x + 2|

b) £(x) = |x| + 2

Q) £&x) = |x - 1] +2

Q) £x) = |-x + 4x - 3]

e) £(x) = |x| + |x - 1|

£) f(x) = X

x

g) £(x) = |x + 1] + |x - 2|
2. Resolver as equagbes:

a) |x| =7

b) |x+ 3| =8

o) |2x - 5] = =2

d) |x2- 3x| =4

e) Ix,2 - 4|x| +3=0
3. Resolver as inequacoes:

a) |x| > 5

b) lxi < 8

c) ixl > =2

d) lxl < =7

e) |2x + 3| 22

£) |x - 8] < 16

g) |x - 4| + |x - 3| 21

h) l-x2+ x + 6| <6

1.84. FUNGAO EXPONENCIAL

A toda funcdo do tipo f(x) = a*

exponencial.

OBSERVAGOES:

i) 0 grafico de uma funcdo exponmencial e crescente se a > |

decrescente se 0 <a < 1.

0 <ac<1

.20,

(a >0, a = 1) chamamos de funcao

e



221,

ii) Para a resolugao de equagoes exponenciais, valemo-nos  da

relacao:
a¥ = adeox =y
EXEMPLO: Resolver.
©,5°%7 - @
SOLUGAO:
Temos (——)**3_ P L O 2
2
Logo, Z-SX 3 22x - 4 , ou seja,

-5%x + 3 =2x - 4=>x = 1.
Portanto; s= {1}
iii) Pela observacao i, temos as seguintes relacdes que nos au-
xiliam na resolucao de inequacoes exponenciais:
Se a>1 , a¥ < Ve x <y

Se 0<a<1 , ax<ay*=>x>y
EXERCICIOS 1.8.4.
1. Esboce os graficos das seguintes funcoes:

a) f(x) = 2%
BY B} siedd®

3
¢) £(x) = 4% 7!
d) £(x) = 37"
2. Resolva as equagoes:
a) 22x X * 4

b)(—1_)2:( 23x =(_._I._)4 + X
2 2
€ P w8
ay s¥ =1 =/__.-—°‘/_2?
5/25
e) 25% - 30.5% + 125 = 0
3. Resolva as inequacoes:
a) 3% >92x -3
b) 32X - 4.3 + 32 0
&) (O,S)xz - 4x + 35 1

Q) (1/8)2% Y32
X2 + 1 2%
e) x < X

1.8.5. FUNCAO LOGARITMICA



A funcao logaritmica, definida de R: em R, e dada por:
f(x) = logzx , a>0ea® 1.
se e sO ‘se; af(x) = x
OBSERVACOES:

i) A funcao logaritmica é, portanto, a inversa da funcdo expo-
nencial.

ii) Listemos as propriedades basicas do logaritmo:
Sendo a 50, b> Oeb=z 1, ¢>0 e oe R, entao:

P1) logb(ac) = 1ogba + log,c
P2) logb(a/c) = log,a - log,c

a
P3) logb(a ) = ®log, a
P4) log,a = 1og.a (¢ = 1)

log b
c
iii) 0 grafico e crescente se a > 1 e decrescente se 0 < a < 1.
y b4

0 {l X 0 1\\\\\ X

f(x) = log, x

iv) Para a resolucdao de equacoes logaritmicas, usamos a relacao
seguinte:
Se f(x) >0, g(x) >0, a >0 e a = 1 , entao

logaf(x) = logag(x) = fx) =g(x)
EXEMPLO: Resolva log2(2x -6) = 1og2(x-1)

SOLUGAO:
Condicao de existencia:
2x -6 >0 e x-~-1 >0
=X >3 e x > 1
Logo, CE: {x e R | x > 3}
Aplicando a propriedade acima,
2x -6 =x-1= x=25

Portanto, S ={ 5}



v) Para a resolugdo de inequagdes logaritmicas, temos as rela-
coes abaixo:
Sea>1, f(x) >0 e g(x) >0, entao
loga f(x) > 1ogag(X)¢$ f£(x) > gx)

Se 0<a< 1, f(x)>0e g(x) > 0, entao
logaf(x) > 1ogag(x)¢$ f(x) < gx)

EXEMPLO: Resolver logv(x2 - 5x + 6) < logw(x2 - 4)
2

SOLUCAO:
Condicao de existencia:
x2 - 5% +6 >0e x2 -4 >0
= X< 2o0ux>3e Xx<=2 ou x>2

Logo, CE = {x ¢ R , X < =2 ou x >3}

Temos

‘ x2 - 5x +62% -4 =m ~5%x2-10 = x52
Logo, observando a CE,

S ={ xe R | x < =2}

EXERCICIOS 1.8.5.

1. Calcular

a) 1og232
b) log 5 2
c) logSI

S d) log 550,25
2. Esbogar os seguintes graficos:
a) f(x) = logqx
b) £(x) = -log,x
c) £(x) = log x
1/5
d) f£(x) = log, (x - 1)

3, Sendo logw2 = 0,30 e 10%@3 = 0,47, obter:

1
a) 0%0 6

b) 1
; 10310 1,5
1
08, 72

e) logy,40



4. Resolver as equagoes:
a) 1og3(x + 1) +log3(x -1 = log33

x-1 x-1

b) log2(9 #7) =2+ 1032(3 + 1)

c) logz(x - 2) —’loga(Zx -3) =1
2 10
d) 3 [1og8(xﬂ + 3 = loggx
2
e) x1°8 ** _ 100
5. Resolver as inequagoes:
a) log3(3x -2)2 1og3(x + 4)

b) logv(x +2) + 1ogv(x + 6) < logvz1
P 2

c) 1og2>><{- 1oga(x_.3_) > 1

d) log 25 > log 16 4

e) (log x)2 - 3logx+250

1.8.6. FUNGOES TRIGONOMETRICAS

DEFINICAO 1: Denominamos de circunferéncia trigonométrica a circunferen-
cia de centro na origem do plano cartesiano, de raio unita-
rio e cujos arcos tém origem no ponto A(1,0), com : sentido

anti-~horario positivo,

y
/\\*AU,O)
0

X

DEFINICAO 2: Considere na circunferéncia trigonométrica um arco de medida
x, com origem em A e extremidade em P, Entéo; por definicdo:
i) seno de x é a ordenada do ponto P
ii) cosseno de x € a abscissa do ponto P
iii) taneente de x € a ordenada do ponto T, interseccao da - reta

OF com oeixo tangente a circunferéncia pelo ponto A.

y

X
A
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DEFINICAO 3: Definimos as principais funcées trigonométricas da seguinte
forma:
i) Funcao seno: f: R + R , f(x) = sen x
ii) Fungao cosseno: f: R » R, f(x) = cos x
iii) Fungao tangente: f:R -{—lL +hn, he Z} >R, f(x) = tg x
2
As outras fungoes trigonométricas sao definidas pelas relacoes
cos X 1 1 1
cotg = = , Sec X = ——— | cosSsec X =
sen x tg X cos x sen x
OBSERVACOJES::

i)

ii)

iii)

iv)

Da definicao, concluimos que a imagem das fungoes seno e cos
seno € o intervalo[ -1, 1]e a imagem da funcio tangente €
R.
A funcao cosseno (e, portanto, secante) é par, enquanto as
funcoes seno (=> cossecante) e tangente (= cotangente) sao
impares.
As funcoes seno, cosseno, tangente sio pericdicas, de perio-
do 2% , 2T e T , respectivamente.
Principais relacgOes trigonométricas:
2 2
sen X + cos x = 1
2
1 + tg'x = sec x

2 2
1 + cotg x = cossec x

sen (x ¥+ y) = sen x cos y* sen y cos x

cos (x* y) =cos x cos y ¥ senx sen y
tg X *tgy

1 7tgxtgy

sen 2X = 2 sen X COS X

tg (x+ y) =

2 2
cos 2x = cos X - sen X

rp Ix < EBX

1 - ngx
sen p+ sen q = 2 sen (-BE 9 ) o5 (£ * 1)
2

2 cos(—B———i—) cosé——g—;q—)

+ N

cos p + cos q

-

2 2
cos p - cos q = -2sen( P a) sen{ E_L;ll_)
v) Graficos;: 2 2
y y=sen Xx
'} - o2 KR - X
-+
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yzcoﬁl(

EXERCICIOS

1. Esboce

2, Esboce
a)
b)
c)

d)
e)

£)
g)

3. Resolva
a)
b)

c)

d)
4, Simplif

y=tg x

1.8.6.

os graficos das fungees f(x) = cotg x , f(x) = sec x e
f(x) = cossec x.

os graficos das funcoes abaixo, determinando seus periodos:
f(x) = 3 sen x

f(x) = 1 + cos x

£(x) = 2 sen ——
2

f(x) = -2 cos 2 x

f(x) = sen (x + 1)
y -

f(x) = tg 2x
f(x) = 3 cos (2x —-j——)
3

as equacgoes:

sen2§o§21 -~ cos x =0, 0 ¢ x £27
625
55C08 X -

3 3 1
sen"X COS X - Senx CoSs X = ——

4
sen 3 x - sen 2 x + sen x = 0
ique
sen(a - 30°) + cos(60° - a)

sen(a + 60°2) + sen(a - 60°)

5. Mostre que a fungao

< X
£y} = sen 3 e _ _cos J e

X
sen e cos e
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e igual a 2, qualquer que seja x pertencente ao dominio da funcio.
6. Sendo a, b, c angulos internos de um triangulo nao retangulo, prove
que:

tg a + tg b + tg ¢ = tg a.tg b.tg c.

1.8.7. FUNGOES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

Seja a funcao f(x) = sen x. A fim de definirmos sua funcao inversa
€ necessario fazer a seguinte restricao, com o intuito de torna-la bije
tora:

f:[——-%—-, 1= [-1, 1]

f(x) = sen x

Assim, podemos definir a funcao inversa.

L T ) S
2 2
y = arc sen Xx (4> seny = x)

Trabalhamos da mesma forma com as outras funcoes trigonométricas.

Temos, entao, a definicao:

DEFINICAO: TLefine-se:

i) Fungao Arcoseno: f: |-1, 1] - ‘- -/, —1—]
- 2 2

f(x) = arc sen x
ii) Funcao Arco-cosseno: f: [-1, 1]_, [0, 7]

f(x) = arc cos x

iii) Fung¢do Arco-tangente: f: R -+ [~ —E—; )
2 2
f(x) = arc tg x
OBSERVACAO: Graficos:
7 ¢
v !\
} ! N
=11 0 X TP X 0 K
y = arc sen X y = arc cos X y = arec tg x

EXERCICIOS 1.8.7.
1. Calcular:
a) arc sen 1



b)
c)
d)
e)

£)

g)
h)
i)

arc

arc

arc

arc

arc

arc

arc

arc

sen 0

sen (-1)

cos

cos

cos

tg

1

tg O
tg (3

2. Calcular y = sen [2 arc sen —1—]

2

3. Resolver a equacdo sen [arc cos x]

4, Dar o dominio da funcao f(x) = arc sen 3 x

5, Calcular y

= sen [2 arc sen%ﬁ

6. Prove que arc tg .

3

+ arc tg 3 =

L
2

.28.



CAPITULO 2: LIMITE E CONTINUIDADE

2.1. LIMITE:

DEFINICAO

.29.

Antes de definirmos formalmente o limite , vejamosum exemplo.

Considere a funcao f definida por:

f(x) =

A funcao f estd definida em R - { 1} . Se x = 1, a funcio

dada por f(x) = 2x + 3 e temos, entdo, seu grafico:

2x + 3)(x - 1)

x -1

y

Estudaremos agora os valores de f(x) quando x estiver préximo

a 1 mas nao igual a 1. Fazendo a variavel x aproximar-se de 1 atra-

vés de valores menores e maiores que 1, podemos construir as tabelas

abaixo:
x 0,9 0,99 0,999 0,9999 0,99999
f(x) =2x + 3| 4,8 4,98 4,998 4,9998 4,99998
(x =1)
x 1,1 1,01 1,001 1,0001 1,00001
£(x) = 2x +3 | 5,2 5,02 5,002 5,0002 5,00002
(x =1)

Vemos, em ambas as tabelas que quando x aproxima~se cada

vez

mais de 1, f(x) aproxima-se cada vez mais de 5. Ou seja, é possivel

fazer o valor de f(x) tdo proximo de 5 quanto desejarmos, bastando,
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para isso, fazer o valor de x suficientemente proximo de 1.

De fato, podemos escrever que

4,8 <f(x) <5,2 sempre que 0,9 <x <1,1
4,98 < f(x) < 5,02 sempre que 0,99< x< 1,01
4,998 < f(x) <5,002 sempre que 0,999< x< 1,001
4,9998 < £f(x) < 5,0002 sempre que 0,9999< x< 1,0001
4,99998 < f(x) < 5,00002 sempre que 0,99999 < x < 1,00001

Usualmente, utilizamos as letras gregas ¢ (épsilon) e § (del
ta) para indicar pequenos numeros reais positivos. Assim
5 - € <f(x) €5+ ¢ sempreque 1-3 < x <1 +¢6 , ou,

usando notacao modular,

1 f(x) - SI < g sempre que 0 <+x - 1] < &
y
5+€
S50
5-¢ i
|
!
i
1
1
1
!
o 1-6 1+6 X

Por exemplo, a primeira expressao acima ocorre fazendo-se €=0,2
e 6§=0, 1; a segunda corresponde a €= 0,02 e &= 0,01 e assim por
diante. _
A condicdo 0 < |x - 1| € colocada pois ndo nos interessa o que
ocorre quando x = 1.
E importante perceber que o tamanho de & depende do tamanho de
e¢. Poderiamos continuar a dar qualquer valor positivo pequeno a
€ e encontrar um valor apropriado para $ tal que lf(x) - SI < €sem
pre que 0 <|x - 1} < §. Dizemos, entao, que o limite de f(x) quando

x se aproxima de 1 é igual a 5, ou em simbolos, lim f(x) = 5
x—=1

Definamos o limite de uma fuﬁcéo em geral.
DEFINIGAO: Seja f uma fungdo definida num intervalo aberto contendo a (ex
ceto possivelmente no proprio a ) e seja L um numero real. En-
tao,

lim £(x) =L
X-» a



o 1

se para todo € > 0, existe um ¢ > 0 tal que

|£(x) - L] < & sempre que 0 < |x - af <6

Traduzindo-se a defini¢ao acimz em palavras, diriamos que f(x)
pode tornar-se tao proximo de L quanto se deseja, escolhendo-se x

suficientemente proximo de a, mas ndo igual a a.

EXEMPLOS :
a) Seja f a fungdo definida pela equacdo f(x) = 3x + 7. Dado que

lim £(x) = 1, encontre um § para € = 0,03 tal que
X—> -2

) l£(x) - 1l < esempre que 0 < |x + 2| < &
SOLUCAO:
Temos |£(x) - 1| = |(3x + 7) - 1] = |3x + 6| = 3]x + 2|
Assim, devemos determinar um §> 0 tal que
3|x +2l < 0,03 seja valido sempre que 0 < |x + 2| <8
A condicgao 3|x +.2| < 0,03 é equivalente a Ix - 2] < 0,01. Assim,
devemos determinar um é > 0 tal que Ix + 2' < 0,01 seja valido sem-
pre que 0 < |x + 2| < & . Obviamente um 8 que nos serve é § = 0,01,
bem como qualquer outro valor positivo menor.
b) Usando a definicao, demonstre que
lim (3x - 1) = 11
x— 4
SOLUCAO:
Devemos mostrar que para qualquer €> 0, existe um &> 0 tal que
|(3x - 1) - 11| < ¢ sempre que 0 < |x - 4| < 3§
Temos: -
|GBx - 1) = 11] = [3x - 12] = |3(x - 4)| = 3|x - 4]
Logo, queremos
3|x - 4[ < ¢ sempre que O < Ix - 4' <38
ou seja,

|x - 4] < -%L- sempre que 0 < |x - 4] < ¢

; €
Assim, se escolhermos 6 = —— | teremos
3

|(3x - 1) - 11| < £ sempre que 0 < |x - 4| < &
demonstrando, entao, que
lim (3x - 1) = 11
X— 4

Obviamente, qualquer nimero positivo meror que -£— pode ser usado

no lugar de § 3

¢) Usando a definicao, demonstre que
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lim x2 =4
X — 2

SOLUGAO:

Devemos mostrar que para qualquer ¢ > 0 existe um § > 0 tal que

|x2 - 4' < € sempre que 0O <Ix - 2| <8

Fatorando, obteremos,

% - 4] =[x - 2] |x + 2]

Uma vez que estamos considerando valores de x proximos de 2, pode-
mos nos restringir somente a valores de x para os qua%%:ix - 2‘ <13
isto €, queremos que o § que procuramos seja menor ou igual a 1.

Temos,

lx - 2| < 1e -14x-2<1& 1<x<3 e 3<x4+2c<5.
Logo, se |x - 2| < 1, entao 3 < |x + 2| < 5.

Portanto, Y

lx2 - 4| = Jxﬁ;ﬂéT |x + 2| < Ix - 2|55 sempre qﬁé<|X'— ZI < 1.

Queremos

lx - 2|.5 < ¢, ou seja, lx - 2| < £

Portanto, se escolhermos § como o minimo entre 1 e —£- | entdo

sempre que |x - 2| < 5, segue que |x = 2| < £ e |x 3 2| <5 e,
2
assim, |x“ - 4| < £ . 5. Portanto, conclui%os que
2
Ix - 4| < ¢ , sempre que 0 < lx - 2l < § se
§ =min (1, &)
5
TEOREMA (de unicidade): Se lim f(x) = L, e lim £(x) = L,, entao L, = L,.
X—a X—a
DEM: Supomos que L, =L, e mostraremos que-esta suposicao leva a uma
contradicao.
Como lim f(x) = L, dado £ > 0, exite um 81> 0 tal que
X—=a
|£(x) - L1| < ¢ sempre que 0 < |x - a|< &1 m
Também, existe um 6,>0 tal que
lf(x) - L2|< e sempre que - 0 < lx - a|< P (2)
pois lim f(x) = L,
X— a
Temos, usandoa desigualdade triangular Ia - bl ;lal + lbl
1 |
L, - L, = |, - £G) + (£ = Lpj = L, - £Gof + l£x) -
-L,|.

Logo, por (1) e (2), dado € >0, existe um <1>0 e um 4&;> 0

tais que:
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L1 - L2 < g+ g sempre que 0 < lx - aI < §,e o-<lx—a| < &, (3)
Seja § = min {&; §,} ; entao § < §,e & = &, e (3) estabelece
que:

IL1 —L2| < 2e  sempre que 0 < Ix—al <6

Se tomamos € = e |L1 - L2|, existe um & > 0 tal que:
2
|L1—L2| < |L1 'L2' sempre que 0 < Ix—al <8 .
Mas , isto € uma contradigdo. Logo, a nossa suposicao é falsa e,
entao, L, = L,.

EXERCICIOS 2.1.
1. Nos exercicios abaixo, damos f(x),a e L, bem como lim f(x) = L, Deter
X-— a
mine um 6§ para o € dado tal que If(x) - LI <€ sempre  que

0<|x-al<5

7> a) 1im (2x + 3) = 5; € = 0,0001
X+ -1
<~ b) lim (1 - 2x) =3; ¢ = 0,0005
’ X +-1
Pes5e) lim X% = 9; Sewilf)e = 0,0005
x> 3 2
Twvd) 1im 2 =2 . 6 ; € = 0,0005
x3=3 X + 3
Bl 1 et . = 3; e = 0,1
x> 5 2
f) lim %2 -1 2; € = 0,01
X i3 3x -1

2. Nos exercicios abaixo, demonstre os limites, isto €, para qualquer
>0, encontre um § > 0 talque If(x) - LI < ¢ sempre que

0<]x—a|<6:

a) lim (2x - 5) =3
X+ 4
b) lim (7 - 2x) = 11
X >=2
x2 - 4

c¢) lim —————— =4
X+ 2 x -2

d) lim x~ =1
x> 1

e) lim ——— = 2
X+ 7x-=-3

f) lim 8 = 8
x+ 3
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2.2 .PROPRIEDADES DOS LIMITES DE FUNGOES.,

Seria muito trabalhoso se tivéssemos que resolver cada problema de
limite utilizando a definicdo. Assim, nesta secao introduziremos pro

priedades que nos auxiliarao no calculo de limites.

PROPRIEDADE 1 (P1) - Se m e b sdo constantes quaisquer, entao;

lim (mx + b) = ma + b,
X— a

DEM:
A Para qualquer € > 0, devemos demonstrar que existe um § > 0
‘tal que
|(mx + b) - (ma + b)l < ¢ sempre que O < Ix - a| <8
Caso 1: m=z 0
Temos
| mx + b) - (ma + b) |

Logo, queremos um § > O tal que

imx = mal = Im”x = aI

|mllx - a| < e sempre que 0 < Ix - a| < 8§ 5 ouydesde que m = 0.

€
|x - a| < Tl sempre que 0 < Ix - al < &,
Isto é valido se tomarmos = _°©
Assim, Im|

€

Tl

l(mx +b) - (ma +b)l< ¢ sempre que 0 < Ix - a| <§ , sed =
Caso 2: m =0
Se m = 0, entao |(mx +b) - (ma + b)l =0 V x. Assim, tomamos 8
um numero positivo qualquer e a propriedade esta provada.

CONSEQUENCIA 1: Se c é uma constante, entao

lim ¢ = ¢
X > a

CONSEQUENCIA 2: lim x = a
X > a
EXEMPLOS:
Da propriedade P1, temos
lim 8 =8, limv 2 =v2, 1lim x =0, 1lim (3x - 5) = 7,

x > 1 x > 8 x >0 X > 4
lim (13x + Y2) = 14 /2
X > 2

P2 - Se lim £(x) =L e lim g(x) = M, entao
X +a X +a

lim [}(x) ¥ g(xi] lim f(x) % 1lim g(x) = L + M,
X +a X +a X >a
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DEM: Demonstraremos a soma:
Dado ¢ > 0, devemos provar que existe um §> 0 tal que

If(x) +gx) - (L + M)l < ¢ sempre que 0 < lx - aI < §

Como lim £(x) = L, dado —=— 0, existe um 6 > 0 tal que
If(x) - LI £ sempre qug 0 < Ix -a| < 8,
Analogamente, como lim g(x) = M, dado > 0, existe um
X > a 2
§2 >0 tal que
lg(x) - M| o sempre que 0 < [x - a| < &,

2

Seja § o minimo entre 6, e 6,. Logo, 6 s 81 e 6 562

Entao,
l£G0) + g(x) = @+ W] = [(£x) - L) + (gx) - W] = |£&x) - 1] +
+ ]g(x) - MI T e §obie @ sempre que 0 < Ix - al < §
2
Portanto,
lim  [£(x) + g(x)] =L + M,
X > a
CONSEQUENCIA: Se lim fl(x) = L1, lim fz(x) =Ly,es lim f (x) =L
X+ a X > a x>a ¢ n
entao,
}1(131 A [f1(X) + fz(x):r :fn(x)] =L, Lyt ...t L
P, -~ Se lim £(x) =L e lim g(x) = M, entao
X > a X > a
lim [f (x).g(x)1=lim £(x).lim g(x) = L.M
X > a x> a X+ a
CONSEQUENCIA 1: Se lim f1(x) =L, lim fz(x) =Ly,...,lim £(x) = L,
. X > a X > a X > a
entao iyg a ff1(x).f2(x)...fn(x)] = Li'LZ"'Ln
CONSEQUENCIA 2: Se lim f(x) = L e n for um inteiro positivo qualquer.

X > a

entdo, lim [£f(x)]" = [lim f£f@)]™ =P
X > -a X > a

P, - Se lim f(x) =L e lim g(x) =Me M = 0, entao

X+ a x> a
lim  £(x)
lim f(g) _ x> a _ L
x+ a g(x) lim g(x) M
X+ a
P, - Se lim  £(x) = L, entao
x> a

N : \‘\‘\' 3
lin  £GJ = lim £G0)= L)
X > a X > a ;
Se L>» 0 e n for um inteiro positivo qualquer, ou

Se LL 0 e n for um inteiro positivo impar qualquer.
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P,- Se g € uma funcdo tal que g(x) = f(x) € valido para todos

6

os valores de x pertencentes a algum intervalo ao redor
de a, exceto X = a, entao
1im g(x) = lim f£(x) , se os limites existem
X=> a X-> a
EXEMPLOS: Nos exemplos abaixo, ache cada limite e indique quais proprie-

dades foram usadas:

a) lim (x2 - 7x + 8)

x> 2
SOLUGAO:
5
lim (x° - 7x + 8) = lim xz— lim 7x + lim 8 = (PZ)
X > 2 X> 2 x> 2 X > 2
= (lim x)?'— lim 7.lim x + lim 8 = (P3)
X > 2 X> 2 x> 2 x> 2
=22 _.724+8<-2 )
2 lim _(x? +3E)
b) lim = *3{‘6? - X2 8 2 = (?,)
x> 8 4 - lim (4 - )
b'd x> 8 X
lim x + lim 3/%
x+ 8 x> 8
% RET A L (®,)
lim 4 - 1lim —
X > 8 X > 8 x
(lim %) + lim 3.lim /x
X+8 X+8 X+8
. = (p, - P,)
lim 16 3 4
lim 4 - -+ B
x> 8 lim x
x> 8
- (lim x)2 + lim 3. flim X
X+8 X+8 X> 8
= = (r)
lim 16 5
lim 4 - xe g
x> 8 lim x
x> 8
. 23,/8 .3
- 4 - 16 B L
8
_ 64+ 6./2 | a5, 3/3
2

o) Hm 2T
x > X + T
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SOLUGAO:
1im_-”L_“_ =23 1jm X% _ (p.)
X5 U x + 1 x->T x + 1 -
ITim (x - 1)
- 7
=3 X = ®,)
'\ lim (x + 1)
x>1
lim x - lim 1
X 0 X 1
=3 ;! * = (PZ)
i lim x + lim
x>0 x> 1
T -1
= yl——— = (Pj)_,
V 1 1
0
=b ———— =
\ 21
: x2 - 49
d) lim —m
x> 7 X -7
SOLUCAO:
A propriedade 4 ndo é aplicavel aqui, pois, lim (x - 7) = 0
X > 7
x% - 49 s
Entretanto, —————— = X + / e valido para todo x = 7.
x =7
Assim, pela propriedade 6,
. x2 - 49 .
lim —=—""7 . =1im (x + 7) = (P6)
X—>7 x -7 X7
=1lim x + lim 7 = '(PZ)
x—7 X— 7
=7+ 7 = (P1)
= 14
e) lim LA *+x-2
x> 0 X

SOLUCAO:

Novamente, nao podemos aplicar P4

0 artificio a ser usado € multiplicar o numerador e o denominador

por Y4 + x + 2 , a fim de racionalizar o numerador.

Temos:
Y4 +x -2 (h+x -2)(h+x +2) (44x) -4

x x(b +x + 2) -x(/4+x+2)
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para x =0,

Logo, .
Vb e x -2 . 1
1im —4m——— = 1lim _— = (p,)
x>0 X x>0 V4 +x + 2 6
lim 1
x>0
i - ®,)
lim (Y4 +x + 2
x>0
lim 1
- x + 0 = (25)
lim 74 + x + lim 2
x>0 x>0
lim 1
- X >0 , =(P5" Pz)
lim 4 + lim x + lim 2
x +0 x>0 x>0
1
-1 . ®.)
Y&+ 2 L
-
4

EXERCICIOS 2.2,

1. Nos exercicios abaixo, encontre os limites, indicando as propriedades

usadas:
a) lim (x2 - 3x + 5)
x—3
b) lim (2x3 - 6x2 + 3x - 2)
X —> =2
c) lim x+ 3
x—>12x" - 6x + 5
3
D dp Tl
x—1 x -1 N
’ AVAR 1
.-"}_'z) !_,L .3."“' '_.“_'?'\.
e) l1im x3 + 8 e R \"J;’D\‘\D )\J o®
Xx—=2 x + 2

£)
5 Jx + 2 - f?
g) lim -—r—
x— 0 X
By lim (1//%) -1
Xx—= | 1 - x

: . <|8x” - 27
i) lim \|———
3\, 2
x> > 4x° - 9
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2. Seja a funcao f definida por:

2
fx) ={ ¥ - 9 , sex #-3
4 , se x = =3

a) Encontre lim f(x) e mostre que lim f(x) = f£(-3)
x »-3 x +-3

b) Trace um esbogco do grafico de f.

2.3, LIMITES LATERAIS.

Temos as definicoes:

DEFINIGAO 1: Seja f definida em um intervalo (a,c). Entao, o limite de
f(x) quando x tende a a pela direita sera L, ‘escrito

lim +f(x) = L, se, para qualquer ¢ > .0, existeum & > 0
X »a

tal que,

|f(x) - L] <e sempre que 0 < x - a< §

DEFINIGAO 2: Seja f definida em um intervalo (d,a). Entdo, o limite de

f(x) quando x tende a a pela esquerda sera L, rescrito
lim f(x) =L, se, para qualquer ¢ > 0, existe um & > 0
X+ a

tal que,

If(x) - L ! < ¢ sempre que -g§<x - ac< 0,

Entao, lim +f(x) = L significa que podemos fazer If(x) - LI tao
Xa> a

pequeno quanto desejarmos, tomando x suficientemente préximo de a porém
maior que a.

Analogamente, lim f(x) = L significa que podemos fazer
X a

lf(x) - LI tao pequeno quanto desejarmos, fazendo x suficien

temente proximo a a porém menor que a.

TEOREMA: lim f(x) € igual a L se e somente se lim _f(x) e lim £ (x)
X»> a X+ a x+ a’

existirem e ambos forem iguais a L.

DEM: Exercicio.
OBSERVAGAO: As propriedades de limite dadas na secao 2.2. permanecem inal

s - +
teradas quando "x + a'" for substituido por "x -+ a " ou

"x > a ",

EXEMPLOS: Em cada exemplo, trace o grafico da funcdo, ache os limites la
terais da fungcdo quando x » a~ e quando X - at e determine o

limite da fungao quando x + a (se existir).



SOLUCAO:

SOLUGAO:

1
N
"
+
S

-
1]
(1]
n
\
=y

x
Temos, lim f(x) = lim (x + 1) =2 e
x> 1 x »17
lim f(x) = lim (-2x + 4) = 2.
+ +
x 1 X 45 i

Como os limites laterais existem e tém o mesmo valor 2,

lim £(x) = 2.
X+1

b) f(x) = [ |xl , sex=z 0 a=0
1 2 , sex=0
y
2
0 x

Pela propriedade 6 da secao anterior,

lim f(x) = lim |x| 2

x> 0 x+ 0

Logo,
lim f&) = |lim x| = |o] =0
x> 0 x> 0

Pelo teorema acima,

lim _f(x) = lim g(x) =1lim f&) =0
x> 0 x> 0 x> 0

.40,
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, se x= 0
C) f(x) = X y a = 0
1 , se x =20 :
Temos que,
Xoe g , se x3» 0
x
f(x) =
s S , se x< 0
b'e
y
1*___
0 ™ x
—T_1
Temos, lim _f(x) = lim _(-1) = -1
x> 0 x> 0
lim +f(x) =1lim 1 =1
x> .0 x> 0

Como lim

x> 0~

lim
x> 0

EXERCICIOS 2.3.

f(x) ndo existe.

1. Nos exercicios abaixo, esboce o grafico

lim f(x) e
X » a X > a
2 £ ={lx -2l L s x =2
3 , se x =2
2
x-16,Se X z 4
b) £Gx) = * 4
5 , se x =4
2x + 3 , se x < 1
c) f(x) ={ 2 , se X = 1
7.- 2x , se x > 1

lim f(x) (se existir).

f(x) = lim +f(x) , segue do teorema acima que
x> 0

de f(x), calcule lim +f(x),
X > a



d) £(x) =5 + |6x - 3 L
2

2 < 9
e) f(x) % g ¢ &= ; a=2
8 - 2x, se x> 2
__i:_tg_,se x =z-10
£) £(x) = IX+10| ; a=-10
0 , se x =-10
(xz—l , se x z-1ex= 1
x* - 1]
g) f(x) < 1¥ ~ ; a =1
L 0 , se x=-1ex=1
h)f(x)=5+x ; sexs 3 .2 =3
L9 -x ; sex>3
2, Dados.
4 3 < 1
f(x) = 4% * » S X3 g(x) =
x+1 , se x> 1 2,

2
x , sexg |

Obtenha 1lim f(x), lim g(x) e lim [f(x).g(x)] , caso existam.

x> 1 X 1 X5 1

2.4. LIMITES NO INFINITO. )
Considere a funcao f definida por
2
£f(x) = -
X + 1

Um esboco do grafico é mostrado abaixo:

0 X

Alguns valores da funcao sao colocados na tabela abaixo:

X -1000 -100 -10 -1. 0 1 10
2
2x 1999998 11,9998 1980198 1 0 1 1980198
£(x) = -z .
x + 1
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Percebemos, pelo grafico e pela tabela, que a medida que x cresce
ilimitadgmente através de valores positivos ou decresce ilimitadamente
através de valores negativos, os valores da funcdo f(x) se aproximam
cada vez mais de 2, ’

Quando uma variavel x esta crescendoilimitadamente através de va-

lores positivos, escrevemos "x-+ + ". Da mesma foram, "xm - "  in

dica que a variavel x esta decrescendo ilimitadamente.
Assim, podemos escrever.
2
: 2x
lim —_— =2
2
X >42 X+ 1
no sentido de que podemos tornar a diferenca entre 2 e f(x)
tao pequena quanto desejarmos, tomando x cada vez maior.
De igual modo, podemos -escrever
2
: 2x
lim —_— = 2.
- 2
X >0 X + 1
indicando que posso fazer If(x) - 2] tao pequeno quanto se
queira, ao tomar x cada vez menor negativamente.

Formalmente, temos as definicoes:

DEFINICAO: Suponha que a funcao f esteja definida em um intervalo (a,+w)
[ respectivamente, (- «,a)]. Dizemos que

lim f(x) = L |respectivamente, lim f(x) = L]
X >+ X > -0

Se para todo € > 0., existe um numero positivo N [ respectiva
mente, numero negativo N ] tal que

If(x) - LI < e sempre que x > N [respectivamente,x< I\;_[

X + 1 .

EXEMPLO: Mostre que lim
X >+ X

= 1, pela definicdo.

SOLUGAO:
Queremos mostrar que dado €>0 existe um numero N (dependendo de

€ ) tal que

|-—£—1— 1|<e sempre que X > N
X
Mas I——x+—1-——1l= |~—1——l=—-—1—-,x>0

X X X

Logo, quero N tal que

1

< E sempre que x > N,
X

ou seja x >—;‘—- sempre que x >N,
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Tomando N = L temos
€
i<k DR 1| < ¢ sempre que x > N, isto é lim & =1
X X > X

TEOREMA : Se r é um inteiro positivo qualquer, entao

lim l_ 20 e 1lim ==l

X
X 740 X X =-w X

DEM: Demonstremos a primeira parte:
Devemos mostrar que para qualquer g>0 existe um niumero

N > 0 tal que

l 1r - 0] < e sempre que X > N,
X
ou seja,
bs 1
lx | > R sempre dque x > N,
ou seja,
|x| > (-l—)_i'— sempre que X > N.

1
Tomando N = (—::—) T , podemos concluir que

1

xr

- OI < ¢ sempre que x > N, ou seja,

lim L = O

X 3 40 X

PROPRIEDADES: As propriedades 1,2,3,4 e 5 dadas na secao 2.2, permanecem
inalteradas quando "x 5 a" é substituido por "x » = ™ G0

1" "
X &> ~x .

EXEMPLOS: Calcule os limites.
a) 1im X*1
X »> +o 5x - 2
SOLUGAO:
Para utilizarmos o teorema acima, dividamos o numerador e o deno-

minador por X:

lim (2 + —1—-)

2+-1—-

; 2x + 1 : X X > +o X _
lim —_— = 11m > = > =
X 5> +to 5){-2 X—)+m5——' 1im (5‘—"‘)

X X
1 X > 4@
lim 2 + lim —
_ X 5> tw X 5> +t0o X _ 2 +0 E 2
Mg 5 - lim 2.0im == 5=2.0 5

X > 4@ X > 4@ X 2> += X
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2
b) Lim 2x° - x + 3

X»-= X -8x + 5
SOLUGA0:
Dividamos o numerador e o denominador pela maior poténcia de x

: -3 s
que ocorre no numerador ou no denominador. Neste caso € x~., Entdo, -

v 2x2—x+3 . X x? x3 2.0-0 + 3.0
lim ——— = lim ) 5 = =0
X +=-o X - 8x + 5 x+-cn1--—§-+——5- 1 -8.0 +5.0

X X
c) lim

X—)-i-ouJ—
SOLUGAO:

Dividamos o numerador e o denominador por x. No denominador, toma

mos x = ¥x , uma vez que consideramos valores positivos de x .

lim e DK = lim 8 = lim 8————— =
x++coV5;c4+5 X > 4 +5/v/_41 x>+ w3 4 Z_‘
lim 8 =
- X > +wo - _
-,' 5—' lim 3 + lim 54_‘
X 4w X &> o X>+re0 X
‘{/6 + 0 ','/3—1
d) 1im _3x + 4 4

x>=Vaxt - 5

SOLUGA0:
A solucao € idéntica ao exemplo anterior. Entretanto, como esta-

. . [2'
mos considerando valores negativos de x, x = -¥x".

Assim,
4 lim (3+—4-—)
3x + 4 3+ x X > - X
lim = lim = =
x—»-my/—z-S x+-—°°)‘2-5/v/-2 lim (-’2—5:)
X > - x-

3
vz



EXERCICIOS 2.4.

1. Nos exercicios abaixo, mostre, pela definigao, que:

& 1 -ZE*3 4
X +=00 2Xx - 1
b) 1im =

X >+® X - |

2. Nos exercicios abaixo, calcule os limites:

2
a) lim X =X
X>+o 7JX + 5
2
b) lim Isz * 5
X >+ 2x -1
c) lim sl
X y+o 5x° - 8
3=
d) lim A -3
i . 3r-3—
x>t xT o+ 1
2—
e) lim \E‘._i_['__
X >%w X + 4
4 2
£) 1lim 3x —47x + 2
X >+ 2x + 1
Xx+>—e J[3x + 5
h) lim.- - N

RN, )
X »teo (Ix +qx + I'x-'

i) 1lim 557 - 7x + 3

X 5= 8x2 + 5x + 1
X100 . x99
j) lim

101 100
X - X

X >=o0

1) 1lim xHx" + 1 - x)
X >+

2.5. LIMITES INFINITOS

Temos abaixo o grafico da funcao £(x) = ——3—-—2—
(x - 2)
y
1
I
]
1
1
!
|
:
1
]
0/ 2 N X




Observamos que podemos tornar f(x) tao grande quanto desejarmos, to
mando valores de x bastante proximos de 2, seja a aproximacao sendo
feita por valores menores ou maiores que 2.

Escrevemos,

lim _————LL——3—- = +o e lim +——-—;l——7f— = + o , respectivamente,
x5 20 (x-2) x5, 2 (x-2) '

Portanto, quando x se aproxima de 2 pela direita ou pela esquerda,
f(x) cresce ilimitadamente e escrevemos.
; 3
lim smt———
x+ 2 (x - 2)

Formalmente, temecs a definicao:

"
+

@

DEFINICAO 1: Seja f definida num intervalo aberto contendo a, exceto pos-
sivelmente no proprio a. Dizemos que:

lim f(X) = + o
X+ a

Se para qualquer N > 0 existir um § >0 tal que f(x) > N sempre que
0 < lx - al < § '
Observacao analoga pode ser feita para
lim f(x) = -~ =»
X > a

Assim temos:

DEFINICAO 2: Seja f definida num intervalo aberto contendo a, exceto pos
sivelmente no proprio a. Dizemos que,

lim f(x)=—m
X+ a

Se para qualquer N < 0 existir um§ > 0 tal que f£(x) < N sempre
que 0 < ]x - al < $§
OBSERVACOES :

i) Definigoes semelhantes podem ser feitas ao trocarmos,

+ —
"x»> a" por "x» a’" ou "x» a

"
ii) Limites infinitos no infinito podem ser considerados. Exis

tem definigoes formais para cada um dos seguintes limites:

lim  f(X) = + o lim f(x) = +
X+ +o X3y o
lim f(x) = - lim f(x) = ~w
X3 + o X9 — o
Por exemplo, lim f(x) = +» se a funcdo € definida no intervalo
X > 4

aberto (a, +») e se para gualquer N > 0 existir um M > 0, tal que

f(x) > N sempre que x > M



EXEMPLO: Prove que lim 2

X> 2

SOLUCA0:

Devemos mostrar que para qualquer N > O existe um § > 0 tal

3

EE— N sempre que
(x - 2)

(x - 2)2

.48.

= + » pela definicao.

que

0<lx-2|<6

As seguintes desigualdades sao equivalentes:

3
(x - 2)2

(x-'2)2<3 — lx_2|< 3
N N
Logo, tomando 62 ’_3_ R
N
3
- > N sempreque0<|x—2|<6
2
(x - 2)
PROPRIEDADES: P, - Se lim f(x) =+ = e lim g(x) = ¢, ¢ constante
X a X5 a
qualquer, entao
i) lim [fx) + g(x)] = + =
X > a
ii) Se ¢ > 0, entao lim [£(x).g(x)] = + »
X a
iii) Se ¢ < 0, entdo lim [f(x).g(xX)] =3 =
X>a
iv) lim 8 g
x> a f(x)
P, - Se lim f(x) = 0 e lim g(x) = c, ¢ constante nao nula
~ X+ a X+ a
entao:
i) Se ¢ > 0 e se f(x) -+ O através devalores positivos de
f(x), lim 8 + ®
x» a fx)

ii) S;ac>0esef(x) -
f(x)’ ]_im ..ﬂi:
x+ a f(x)

iii) Se c < 0 e se f(x) -

f(x), lim

X+ a f(x)

0 atraves de valores negativos de

-

0 atraves de valores positivos de

e _



49,

iv) Se ¢ < 0 se f(x) » 0 atraves de valores negativos de
£, lim 8% .
x> a f(x)

As propriedades P, e P, acima continuam validas se "x » a" for
prop 2

1

substituido por "x»~ a' ", "x3> a ", x> +o" ou "X> - ".

EXEMPLOS: Calcule:

a) lim —————
2
x> 1 1 -x
SOLUGAO:
Inicialmente, notemos que o limite do numerador e 1 » O,
Calculemos os limites laterais:
Temos
lim +(1 - xz) =0e f(x) =1 - x2 se .aproxima de zero por va-

x> 1
lores negativos.

Logo, 2
. X
1im | e o
+ 2
x+ 1 1 - x
De igual modo,
lim (1 - x2) =0e f(x) = 1 - x° se aproxima de zero por va-
X > 1

lores positivos,

Logo, 2

. X
lim —_— =+
X5 1 1 - x 2

Portanto, nao existe o limite lim __x_z_

X o 1 1 - x
b) lim .
x5 0 lxl
SOLUCAO:
Notemos que o limite do numerador é lim (x+1) =1>0.
X > 0

Também,
lim . le = lim _ le = 0 e, em ambos os casos, le se aproxi-
X+ 0 x=> 0

ma de zero atraves de valores positivos.

Portanto,
lim X¥ Y 41w _—2—1=1im X+l e
x> 0" le X+ 0 |xl x+ 0 le
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c) lim :‘Z
x> 37 x° - 2x -3
SOLUGAO:
0 limite do numerador € lim +(x2 +x +2) =14 > 0.
x, 3
Temos que
lim (x> - 2x-3) =1lim (x+ D(x - 3) =0
+ +
x >3 x +3
e a aproximacao a zero € feita atraves de valores positivos.
Portanto, 2
. X + X+ 2
lim +——2——— = 4 ®
x+ 3 x -2x-3
3
X++ < 5x + 3
SOLUGAO:
Temos 3 5 4
i 2x” - 4 . x3
lim = lim
X > 42 5x + 3 X > +® _é_ — _2_
2 3
X x
Consideremos os limites do numerador e do denominador separadamen
te:
iim (2- q3)=2>0 e
X > +o x

lim (2.3 )=0
2 3
X > 4o X X

Temos, entao, o limite de um quociente no qual o limite do nume-
rador é 2 e o limite do denominador € 0, onde o denominador esta
se aproximando de O atraves de valores positivos.

Portanto,

3
5 2x° - 4
i1lm —_— = e
X > 4o 5% + 3

2
e) lim z

X > +o 10 + x VX

SOLUGAO:
3 -
Como trabalhamos com valores positivos de x, x =\x . Entao,

2 1 1

. X . .
1im @ ~—————~—=1%inmn ——mu-—— =1lim — =
x->+m10+xlx Xx - +2 10 \]x x >+ 10 X
) I - t I
< 2 2
X X X \jx




= lim
X 5>+t 10 i 1
x X
Temos,
lim  ( I —L-) = 0 e a aproximacao € feita por valores po
X5t ® X X
sitivos.
Portanto, 2

. X
lim ———
X> +o 10 + xJ;

EXERCICIOS 2.5.

1. Prove, pela definicdo, que. lim
X> 4

2. Prove, pela definigcao, que lim

= <4 @

=2
(x - 4)°

= =

O

X > 4
3. Calcule os limites:
BETHEN
X-)3 (x - 3)
2
b) lim A 5
x+3 9 - x
c) lim =
X >4 x -4
d) lim 1 +x
Xx » 0 X
&) Lim Wxo =4
X > 2+ X -2
/ 2.
f) lim +———————/4 + 3x
x>0 5x
g) lim  (5x* - 3x)
X > 4
B 2w et o
+ 2
X >-1 X + 1 X -1
i) lim Vx° + 2x - x)
X+ 4o
2
j) lim 2x - x|
X+ +o3x + 5
xZ
1) lim

X3 +0X + 1

.51,
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2 2
s ; TxT - 15x7
m) lia
X > +ow 13x
; /2
n) lim  xGx" + 1 + x)
X = +o

\&4) De exemplos de duas funcoes f e g com

lim  f(x) = += e lim g(x) = += tais que:
X > +o X >+
5 lie 22 =g
X »+o g(x)
b) lim £ 0
X >+ g(x)
c) lim £ e

X »>+wg(x)

2.6. ASSINTOTAS HORIZONTAIS E VERTICAIS
2x - 6

X -5

Como exemplo, observemos o grafico da funcao f(x) =

¥

o

Vemos que o grafico se aproxima da linha vertical x = 5 a medida que
a variavel x se aproxima da linha, tanto pela esquerda como pela direi
ta. Assim,

lim +f(x) =+ e lim  f(x) = - =

5 D X > 5
Tal reta vertical é chamada assintota vertical.

Temos, de modo geral, a seguinte definicao:

DEFINICAO 1: Diz-se que a reta vertical x = a € uma assintota vertical
do grafico da funcdo f se pelo menos uma das afirmacoes se-
guintes for verdadeira:

i) iim  f(%) = + =
#
X » a

n
|
8

ii) lim +f(x)
X »> a



i11) lim  f(x)
X +a

n
+
8

n
!
8

iv) lim _f(x)
X sa

De igual modo, no exemplo, a linha horizontal y = 2 é chamada
assintota horizontal do grafico, pois

lim  f(x) =2 e lim f(x) = 2

X3>+tow Xy ~o

Mais genericamente, temos a definicao:

DEFINIGAO 2: Diz-se que a reta horizontal y = b € uma assintota horizon-
tal do grafico de uma funcao f se pelo menos uma das afirma-

cbes seguintes for verdadeira:

i) 1lim f(x) = b
X o+t
ii) lim f(x) = b

X 5> ">

EXEMPLOS: Nos exemplos abaixo, ache as assintotas horizontais e verticais

do grafico de f (se houverem) e trace este grafico.

a) £(x) = —2%
2x - 1
SOLUGAO:
Para achar uma assintota horizontal, facamos
lim f(x) = lim S S lim ———é——T—— -
X >+ X > +0@2X - 1 X >+ ®2 - —ro 2
X
Assim, y 2. & uma assintota horizontal.
2
Tambem,
1im X 5
X »>=-o 2X - 1 2

Pesquisemos as assintotas verticais:

Como
. 5x : 1 - .
lim _+ =4+ o X =—— € uma assintota
X > —  2x -1 2
2
vertical.
Note que também temos
0 o s w5
X > — 2x -1

2

.53.



Esboco do grafico:

y
|
|
|
I
5 |
Gie |
——— e e =
e
;2
|
!
|
|
I
|
b) £(x) = ——,_zx—__.,'—
Yx + 1

SOLUGAO:

Considerando lim £(x), temos
Xo> +x

. . X . 1
e . N i
_ Z

; . = 7
pois trabalhamos com valores positivos de x e, entao X =y X .

=1,

Portanto, y = 1 é uma assintota horizontal.

Consideremos agora lim  f(x)

X 5> =0 |

Como trabalhamos com valores negativos de x, X = - ¢x2 e entao,
lim  £(x) = lim ] = lim =3 = -1
§ 20 223 1"
X > - X > -~ ¥X 1/(- Vx7) x » -= 11+ —3
x~
Logo, y = -1 € uma assintcta horizontal.
y
___________ L E——
0 X
_0:{ ________

EXERCICIOS 2.6.

1. Nos exercicios abaixo, ache as assintotas horizontais e verticais do

grafico de cada funcao e trace o grafico:

.54,



a) f£(x) = —2%
3x -1
B) £05) = ook
3 + 5x%
3x
c) f(x) S
/622 + 1
2
d) £(x) = =
VA
e) f(x) = = 5
(x + 2)
2
£ £ « —Z
9 - x
. 2
g) £(x) = 2_“2"__‘__.
2x° - 3x

2.7. TEOREMAS ADICIONAIS SOBRE LIMITES DE FUNGOES.

TEOREMA 1 (TEOREMA DA CONSERVACAO DO SINAL):

Se 1lim f(x) existe e lim
X »a X> a

.55.

f(x) = b 2z 0, entao existe' um inter

valo aberto contendo a tal que f(x) tem o mesmo sinal de b para to

do x = a deste intervalo.

DEM: Exercicio .

TEOREMA 2 (TEOREMA DA COMPARAGAO):

-Suponhamos que f e g estejam definidas

em um intervalo aberto

I contendo a, exceto possivelmente em a. Suponhamos, também, que

f(x) s g(x) ¥xel , x=za. Entao, se existirem lim £(x) e
X > a
lim g(x),
X, a

lim  f(x) ¢ lim

X5 a

DEM: Exercicio

OBSERVAGCOES: i) Se lim f(x) = +o e f(x)

le para X 5> @, X » 40 € X 5 = ).

g(x), entao lim g(x) = + (va-

ii) Se lim g(x) = - e f(x) s g(x), entdo lim f(x) = - = (vale para

X3 38, X3 0 Xy =~ ).

TEOREMA 3 (TEOREMA DO CONFRONTO OU DO ''SANDUICHE")

Se f(x) < g(x) s h(x) para todo x em um intervalo aberto contendo a,

exceto possivelmente em a, e se

X=> a

f(x) = lim h(x) =L,

X > a



DEM: Exercicio.

n

OBSERVAGAO: O teorema 3 continua valido se "x 5 a" for substiuido

"X 5 +w ou "x+> -= ",

EXEMPLO: Use o teorema 3 para provar que
. sen x
lim 8. X _o

XF> +@ X

SOLUGAO:

Sabemos que -1 £ sen x

N
—_

Logo, para x > 0,

sen X 1

A
IA

1 -
X X X

Sejam f(x) = pul. , gx) = e h(x) = .

X X X

sen X

Como lim f(x) = lim h(x) = 0, pelo teorema 3

X >+® X + +cx
5 sen X
lim —_—
X> + X

O teorema abaixo é um exemplo de aplicacao do teorema 3

TEOREMA 4 (19 LIMITE FUNDAMENTAL)

15 ~220E. g
X >0 X
DEM:
y
Podemos raciocinar no intervalo
oo . .
M (- — ,— ), ja que nos interessam
C
2 2
X vizinhancas pequenas de O.
0 B A X
Temos:

drea do AMOA < drea do setor MOA < area do ACOA, ou seja,

1

1 S

—— . OA.MB

2

por

< i—%— : 532.&ﬁ| < |—-- . OA.AC| , ou seja, como

+56.
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~

AM = xrad e OA =1,

]—;—-senx|< |—1—x|< ]; chl.

2
Logo,]sen xl < lxl < ‘tg x| 5 x=z 0.
Entio, Isen xl < le < lj*t XI
|sen xl Isen xl |sen x|
e, logo, 1 < Ix] < . )
rsen x[ Icos x|
Portanto, ]cos x] < -JfEﬂlliL- < 1
|x|
No intervalo considerado, cos x > 0 e . % > 0.
X
Logo, cos X < 2ERX < 1
X
Mas lim 1 = lim cos x = 1
x> 0 x+ 0
Pelo teorema 3, lim —s g
x> 0 X
EXEMPL0OS: Calcule os limites:
a) lim g x
x> 0 X
SOLUGAO:
Temos
lim —8X  oqim  ((RX 1y ogge SERX gy 1 1
x> 0 x x+> 0 be cos X x> 0 X x> 0 cos x 1
b) lim _sen 5x_
x> 0 X
SOLUGAO:
e S o in K el 2B g g
x> 0 X x> 0 5x X 0 5x x> 0

Pondo y = 5x e observando que x-» O implica y+ 0, temos

lim sen 5x = lim seny _
x> 0 5x% y-» 0 y
Logo,
. sen 5x
lim @ ———— =1.,5=5

x> 0 X



. sen 5x
c) lim ————

x -0 sen 2x

SOLUGAO:
Temos sen 5k lim sen 5x
lim sen 5x = lim Seszx §_= x »0 5x2  lim 5
w100 BEndx % »>00ZEE iy 2EBEE . xu40-2
2x x -0 2x
LR I
1 2 2
a3 1im 1 - cos x
x »0 X
SOLUCAO: 2 sen2 X sen ——
lim ——CS°5 X _ 1ip 2_ « 1dm XZ
x >0 X x >0 X X » 0 T
X
sen ——
. 2 . X
= lim —x—-.llm —=1.0=0
x -0 — x -0 2
2
TEOREMA 5 (29 LIMITE FUNDAMENTAL)
1 X
lim (1 +—) =e¢e
X - - x
onde e = 2,71828 ..... (irracional).

DEM: Ver Piskunow, N.

OBSERVAGAO: Pondo y = 1 e observando que y * 0 quando X » iw,

x
temos e ) 1
T im0 -5 -
y=- 0
EXEMPLOS: Calcule os limites abaixo:
*3
a) lim (1 + — )x
X 5> 4> X
SOLUCAO:
2 . 1.2 2 :
lim (1 +—)% -1ie (1 + —)Y =e° |, pois se y =
X + +o X y > = Yy 2
v > +o quando X > +o
b) lim (1 - ——)**
X > - X
SOLUCAOQ:
1im 1+ —1—)X+5 = lim (1 + L ¥, (1 % L)5 =

X+ =™ X X > =o X X

entao
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. 5
«lim () 2 —D% 1im (1 ) = 6.0 = e.
X+ - X X >= o X .
" ¢) lim (_x_;_l_)x
X >+ x + 1
SOLUGAO:
Temos
. 1 =X.-
(1 -—9% 1im [( - 2!
lim (= 1)% - 1in x - . x -
X> 40 X + 1 K F@ () 4 )™ lim (1 + —)%
x X+ 4 X
-1 5
= = e -

onde, no numerador, substituimos -x por y.

) Tim (X + 3 )x+3
X+ +o X - 1
SOLUCAO:
Temos
lim (_5_:_2_&x+3 = lim (_E_:_l_i_ﬁ_)x+3 = lim 1+ ___ﬁ___)(x-1)+4
X3 40 x - 1 X+ +o X - 1 X+ +ow X -1
Fazendo y = x - 1, temos que y+ +o quando X+ +w
Logo.
x+3 y+4
e (=235 a2y
X+ +o X -~ 1 Yy > @ v
= lim (1 + —i-)y. lim 1+ -—-é-—)4
Y > o y Y > 4o y
Pondo y = 4z e observando que y + +» implica z + +o , temos
2
lim (1 + =) =lim (1 +—9)*% _1in [0+ 114 -
Yy > 4o y Z > +o z 2 > to z
4
=e .
Portanto,
: x+3
lim (—5—:—2—) = 84.1 = e4
X > +o X = 1

EXERCICIOS 2.7.

1. Use o teorema 3 com f(x) = 0 e h(x) = lxl para provar que



_x]
+ 4x2 + 7

It
o

lim 7
x +0 ‘\Ix
2. Se ¢ € um numero real nao negativo e 0
o teorema 3 para provar que
lim x2 f(x) =0
x +~0

3. Use o teorema 3 para provar que lim
X &> +»o

<

1 + sen X

f(x) <

X

.60,

¢ para todo x, use

=0

4, Usando o 12 limite fundamental, calcule os limites abaixo:

a) lim _Sen 8x
x >0 X
b) lim _Sen 7x
x T 0 sen 2x
¢) lim sen” 3x
x +0 x sen2 x
2
d) lim sen 3x
x >0 x2 + x3
e) lim X
x *0 sen x - sen 2x
sen® _X_
£) lim ____2__3__.
x »0 X
g) lim X
x »>0 \l1 - cos X
h) 1im x cotg x
x -0
i) 1im 2arc sen x
x -0 3x
i) 1lim sen X - sen a
X *a X - a
1) lim sen(1 - x)
2
x -1 1 - x
%) Lim arc tg 2x
x 0 sen 3x
5. Usando 0 29 limite
55 bam 01 aLy®
X >4+ @ X
. 1—x
b) lim X

fundamental, calcule os limites abaixo:
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i RS
c) lim 1 -—)
X > + X

d) lim (¥ ¥
X > +o 1 + x

x

e) lim (————-2 L25

x> 0 3 -x

x+3
f) 1im (1 + 2x)— % —

x>0 3
—f
g lim 2+ x)" " gicar —% - 1 _ 4
x > -1 X&=~1 X=1 x+ 1

2.8. CONTINUIDADE

DEFINICAO 1: Diz-se que f € continua em um ponto a se sao satisfeitas as
trés condicoes seguintes:
i) existe f(a)

ii) existe lim f(x)
X > a

iii) 1lim f(x) = f(a)
X > a

Se uma ou mais destas trés condicoes ndo for verificada em a,

dizemos que a funcao f é descontinua em a.

Fica claro que a nogao geométrica de salto no grafico em um
determinado ponto coincide com o conceito analitico de uma fun
¢do que é descontinua em um determinado valor de varidvel.

Como a nogao de continuidade envolve o fato que lim f(x) =

i X > a
= f(a), podemos obter o seguinte resultado substituindo L por
f(a) na definicao da segao 2.1.:
TEOREMA : L
Diz-se que a funcdo f é continua no nimero a se f for definida em
um intervalo aberto contendo a e se para qualquer € >0 existe um

. €>0 tal que

[}

|£(x) - £(a)| <€ sempre que |x - al <
a) Seja f - definida por
2x + 1) (x - 2)
f(x) = x - 2

0 , Se X

, se x = 2

i
nN

Verifique se f é continua em 2.
SOLUGAO:

Temos, abaixo, o esboco do grafico de f:
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/

/P

Nop==—= === == ==

A condicdo i é satisfeita, pois £(2) = 0.

Como 1im f(x) = 5, a condicao ii é satisfeita.
x> 2

Mas, 5 = lim f(x) = £(2) = 0 e, entdo, a condicdo iii ndo €
x> 2

satisfeita.

Portanto, f € descontinua em 2.

b) Estude a continuidade da fungao abaixo no ponto x = 1.
FGx) = —

x -1
SOLUCA0:

Um esboco do grafico de f e dado abaixo:

y

\

-

- e - - - ——

Como £(1) ndo esta definida, falha a condigao 1i.

Portanto, f & descontinua em x = 1.
c) Seja definida por

( <
£(x) = 3 +x , se x =1
3 -x , se x >1
Estude a continuidade de f em x = 1.
SOLUGAO:

A condicao i e satisfeita, pois, £(1) = 4.
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Como
lim _ £(x) = lim 3 +x) =4 e
X+ 1 X+ 1

lim f(x) = lim 3 -x%x) =2,
+ +
X+ 1 X+ 1

ndo existe lim f(x), péis lim _f(x)# lim 4 £(x)
X+ 1 X+ 1 X+ 1

Logo, a condicdo ii nao é valida e, portanto, f é descontinua
em 1.

Um esboco do grafico é feito abaixo:

[BAN

rd 0 N =

d) Seja f definida por

-x2 + 1 se X < 1
f(x) = 2 ?
X +x-2, se xz 1
Estude a continuidade de f em x = 1.
SOLUGAO:
Um esbogco do grafico de f é mostrado abaixo:
y
-‘II 0 1 b'<
Como f(1) = 0, a condigao i e vﬁlida.
Temos
lim - f(x) = lim _ (—x2 +1) =0 e
X+ 1 X =+ 1
lim _ f(x) = lim (x> +x -2) =0
+ +
x> 1 x =1

Como os dois limites laterais existem e tém o mesmo valor,

lim f(x) =0
X 1

e a condicao ii esta satisfeita.
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Como lim f(x) = 0 = £(1), a condicdo iii € valida e,
x> 1
portanto, f é continua em x = 1.

EXERCICIOS 2.8.
1. Nos exercicios abaixo, esboce o grafico da funcao dada e estude

sua continuidade em x = a.

a) f(x) =

c) f(x) =< -5 , se -1 zx<10 ; a=10

{
N s o
1 5
[
l

d) £(x) =¢ |x - 2| s a=2
0 , se x =2
3 -
& flx) = X2 35D & 50
x
2
3 +x , Se x < =2
£) £(x) =¢ O T, se x = -2 ; a = =2
[ 11 - x2 , sex >-=2
g)f(x)=[2_2x > se x> s a =1
X , sex <1
2. Dada a funcao f definida por
{x + 2 , se X < =1
£(x) = 1 a , se x = -1
2
x - 2x , se x > -1
determine o valor de a para que f seja continua em x = -1.
2.9. PROPRIEDADES DAS FUNGOES CONTINUAS.
P1 - Se f e g sdo duas funcées continuas em a, entao:
i) f + g € continua em a
ii) £ - g é continua em a
iii) f.g €& continua em a
iv) f/g & continua em a , desde que g(a)z O
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DEM: 1) Se f e g sdao continuas em a, entao

lim  (f + g)(x) lim [£(x) + g(x)]
X > a X > a

lim f(x) + lim g(x)
x> a x> a

f(a) + g(a)
(f + g)(a)

Portanto, f + g € continua em a .

Demonstra-se os itens ii, iii e iv de maneira analoga.

P, - Uma funcdo polinomial é continua em todo ae R

DEM: Exercicio

Py - Uma funcao racional (quociente de duas fungoes polinomiais)
€ continua em todo o ponto do seu dominio.

DEM: Exercicio

P, - As funcGes trigonométricas, exponenciais e logaritmicas
sdo continuas em todo ponto dos seus dominios.

DEM: Exercicio

P - Se g e continua em a e f é continua em g(a), entdo fog &
continua em a.

DEM: Exercicio

EXEMPLOS: Nos exemplos abaixo, mostre que a fungdo f € continua no pon-

to a dado:

a) f(x) = —>*—  ; a=3
2
X" -4
SOLUGAO:
As funcoes y = x e y = x2 - 4 sao continuas em 3, pela proprie-
dade P,.

2
Como (3)2 - 4 =2 0, pela propriedade P

b) £(x) = /xz -16 ; a=6
SOLUGCAO:

Seja g(x) = x2 - 16, continua em 6, pela propriedade P,.

i = iv, f é continua em 3.

Como a funcdo y = Yx ¢é continua em g(6) = 20, f é continua em

6, pela propriedade Pg.

EXERCICIOS 2.9.
1. Nos exercicios abaixo, mostre que a funcao f é continua no ponto

a dado:
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2
a) f(x) = x& +x -x+ 10 g ik D

X + x3 - 2x -7

b) f(x) =1lx + &4 ; a=1

¢) f(x)=’-x_+i : &m3
x -4
d) f(x) =\l 2x - 5 + 3x ; a = 4

2. De um exemplo de 2 fungoes que sejam cdescontinuas ema, mas cuja

soma das fungoes seja continua em a.

3. Sejam f e g definidas por

£(x) =‘J3 - X , se x <1 e
1 2 , se-x 21
7

) =J 2 , se x <1

1

w

ll + X , Sse X
Quais das seguintes fungoes sdo continuas em 1?
a) f +g
b) f -¢g
c) f.g
d) f/g
e) fog

2.10. CONTINUIDADE EM UM INTERVALO,

DEFINIGAO 1: Dizemos que uma funcdo f e continua em um intervalo aberto
se f € continua em todos os pontos deste intervalo.

EXEMPLO:

Se f(x) = ———— , em quais intervalos abertos f € continua?

n

SOLUGAO:
A funcdo é continua em todo o numero, exceto 1. Logo, f & conti-

nua em todo intervalo aberto que nao contenha o ponto 1.

DEFINICAO 2: Uma funcao f é continua em um intervalo fechado [a,b] se
f € continua no intervalo aberto (a,b) e f satisfaz

lim R f(x) = £(a) e lim f(x) = £(b).
X+ a X> b

EXEMPLOS:
a) Se f(x) =9 - x2 , prove que f € continua no intervalo fe-

chado [-3,3].



SOLUGA0:
Um esboco do grafico de f é mostrado abaixo:
y
_3 0 3 X

Se =3 < ¢ < 3, entao

. . / 20/ 2’
lim f(x) = lim v 9 - x2 =y 9 ~ c2 = f(c)
X+ C X > C

Logo, f é continua em c.
Verifiquemos os limites laterais:

lim _£(x) = lim foo = 0 = £(3)

x +3 x +-3"

Portanto, f € continua em [-3,3].

b) Seja f a funcao definida por

£(x) = 'L‘_
¥ 3 + x

Determine se f € continua ou descontinua em (-3,2) e em
[-3,2].
SOLUGAO:
Temos que o dominio da fungao f € D= (-3,2].
E fdcil verificar que em todo ponto do dominio f é continua. Lo-
go, f € continua em (-3,2).
Como f nao esta definida em x = -3, £ é descontinua a direita

em -3. Portanto, f € descontinua em (-3,2].

EXERCICIOS 2.10,
1. Nos exercicios abaixo, determine se a funcdo € continua ou descon-

tinua em cada um dos intervalos indicados:

a) £ = —2— 5 (3,7), [-6,4], [-10,-5].
X + 5

b) £(x) = 2 34 P 10,41, (-2,2), [~4,4], [-2,2].
x —
y

C) f(x> =v4 - X2 H [-2)2]) [2)3]9 ('2)2)7 (-?95)'

d) f(x) ='JE H ('2’2)’ ["’2’2]9 ('3;3)-
2 - x
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CAPITULO 3: A DERIVADA

3.1. MOTIVACAO

a) RETA TANGENTE
Suponhamos que P(x1, f(xl)) seja um ponto do grafico de uma fun

cdo f e que queiramos obter a reta tangente ao grafico em P.

v=f (%)

P(x<| ’Y1)

Como o ponto P pertence a reta tangente, tal reta fica perfeita-
mente determinada obtendo-se o seu coeficiente angular.

Seja Q um ponto do grafico de f, proximo a P. A reta que passa
por P e Q é chamada reta secante. Se a abscissa de Q difere da
abscissa de P por uma quantidade Ax, entao as coordenadas de Q

sao Q(x1 + Ax, f(x1 + Ax)).

y

f(x1+ax)ﬁ

f(x1)-

Logo, o coeficiente angular da reta secante passando por P e

Q e dado por f(x1 + AX) - f(x1)

Tpq =

Facamos, agora, o ponto Q mover-se ao longo da curva na di-

AX

recdo de P. Isto implica em dizer que - x tende a zero. Ccm is
so, a reta secante gira sobre o ponto P e tendera para a reta

tangente. Assim, quando 2x + 0, o coeficiente angular mPQ da
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reta secante tende para o coeficiente angular m da reta tangente,

ou seja,
, f(x, +ox) - £(x)
m = lim

Ax + 0 AX

Temos, entao, a seguinte definicao:

DEFINIGAO: Seja f uma funcdo definida pelo menos em um intervalo conten-

do Xy Entao, a reta tangente ao grafico de f no pontb-

P(x1, f(x1)) sera a reta que passa por P tendo o coeficiente an

gular m dado por
f(xI +A\x) - f(x1)

m = lim
ax » O Ax
se este limite existir.
Naturalmente, se f é continua em x, e
£(x, + _x) - f(x1i

lim ] = 4+ o
Ax > 0 Ax

diremos que a reta x = X, € a reta tangente ao grafico de f
no ponto (x1, f(x1)).
EXEMPLOS: Nos exemplos abaixo, calcule o coeficiente angular e a equagdo

da reta tangente ao grafico de f no ponto P indicado:

a) f(x) = x3 s P(1,1).

SOLUGAO:

Temos
3

m = lim £(1 +ax) - £(1) - i (1 + gx)3 - _

ax » 0 Ax Ax > 0 dx

l+3Ax+3(Axﬂ-+(Aﬂ3-1 -

= lim -
Ax > O Ax

: 3 3(8x)% + (ax)® . |4 .

= 1im Ax + X + (Ax = lim [3 +34Ax + (Ax)7]=3

bx » 0O Ax tx > 0



Logo, a equacao da reta tangente procurada sera
y - 1 3(x - 1)
ou-y = 3x - 2.

1

b) £(x) = x> - 4x + 3 ; P(0,3)

SOLUGAO:
y
3\P
' \\/ X
Temos
m = lim £(0 +AX) - £(0)  _
Ax -+ O Ax
N2 2
= lim €Ax)” - 44x +3 -3 _ qjp (Ax)” - 4Ax
bx + 0 Ax x>0 AX
= lim ( Ax - 4) = =4
Ax » O
Logo, a reta tangente sera dada por
vy -3 =-4(x -0)
ouy = -4x + 3 ’
. c) f(x) =vx -3 ; P(7,2).
SOLUGAO:
y
Temos
/ <A
m= lim £(7 + ax) - £(7) = 1im (7 + px) -3 -2
Ax ~ 0 Ax Ax » O Ax

= 1im = 1im (Yo + yx = 2) (V4 + ax + 2)

ey
V4 + \x - 2 =
Ax > O Ax &x > O AX (V6 + ax + 2)




AR

= lim 4 + Ax = 4 = Iia 1

ax > 0 ax(¥4 + R+ 2) bx + 0 Vb + ax + 2

2
4
Logo, a reta tangente ao grafico por P sera

y-2=_1_(x-7
4

ou seja y=_1_x +_1_

4 4
b) VELOCIDADE E ACELERAGAO INSTANTANEA NO MOVIMENTO RETILINEO.

Como situacao inicial, pensemos num movimento retilineo, descrito
por uma fungcao s = £(t), a qual nos da a distancia orientada de
uma particula ao ponto de origem num determinado instante de tempo.

No tempo t,, a particula estara a uma disténcia f(t1) da oriéem
Decorrido um intervalo de tempo h, ou seja, no tempo t, +h, a par
ticula estara a uma distancia f(t1 + h) da origem. Entao, a veloci
dade média (ou sua taxa de variacao média da distancia no tempo)

durante o intervalo h é dada por
f(t1 + h) - f(t])

m

h

Mas, a velocidade média ndo proporciona informacao especifica so
bre o movimento da particula num dado instante. Percebemos, no en
tanto, que quanto menor for o intervalo de tempo h, mais proxima
sera a velocidade média daquilo que considerariamos como a veloci

dade instantanea em t1.

Podemos dizer, entdo, que a velocidade instantanea da particula

no instante t, sera dada por
£(ty +h) - £(c))
v(t,) = lim

! h> 0 h

EXEMPLOS:
a) Uma particula se move sobre uma linha reta de modo que a
equacdo de movimento é dada por
s = 3t2 + t,

Calcule a velocidade da particula no instante t = 2 s,
SOLUCAO:
A velocidade no instante t = 2 é dada por

h+0 h
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(32 + W2+ @2 +n)] - 132)2% + 23

= lim -

h~>0 h

Clim 3+ 4h e n®) 42 4 h - 12 -2 : 13h + 3n°
h>0 h h~+0 H

lim (13 + 3h) 13 m/s

h >0

b) Uma bola é lancada verticalmente para cima, desde o solo,
com uma velocidade inicial de 20 m/s . Se o sentido positivo
da distancia desde o ponto de partida é para cima, a equacao
do movimento e

s = -St2 + 20t
Ache:
i) a velocidade instantanea da bola no instante t = 1 s,
ii) a velocidade instantanea da bola no instante t = 3 s.
iii) quantos segundos leva a bola para chegar ao solo.

iv) a velocidade instantanea da bola quando alcanca o solo.

SOLUGAO:
Vamos calcular a velocidade instantdnea da bola num instante gené
rico ty:
E(e, + h) - £(t,)
V(t1) = llm - =
h+ O h
-5(e, + h)2 + 20(:1_+ h) - (—Scf + 20t,)
= lim .
h» 0 h
2 2 2
—5t1 - 10t1h - 5h" + 20:1 + 20h- + St1 - 20t1
= lim =
h+0 h
_ -10t,h - 5h’ + 20h 7
= lim = lim  (-10t; - 5h + 20) =-10t, + 20
h~+0 h _ h+ 0
Logo,
i) V(1) = 10 m/s
1i) V(3) = -10 m/s
iii) s =0 <=>—5t2 + 20t = 0 & 5t(-t + 4) = 0=t=0s

iv) V(4) = -20 m/s
Analogamente, se a velocidade de uma particula é descrita por
uma equacao V = f(t), entdo a aceleracdo instantanea da particu-

la no instante t, e dada por
f(t1 + h) - f(t1)
a(t1) = lim
h+0 h
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EXEMPLO:

Se a velocidade de uma particula num movimento retilineo e dada
pela equacgao
v = 3t2 -2t -2,

calcule a aceleracao instantanea da particula no instante

t=4s
SOLUCAO:
Temos
a(4) = lim f(4 + h) - £(4) _
h+ 0 h
ciim 3G e w? 26 em) -2- G360 -2 -2)
h~+0 ’ h
2
= 1im _22h + 3 = lim (22 + 3h) = 22 m/s2
h=>+0 h h=+0

c) TAXA DE VARIACAO INSTANTANEA.

Sejam x e y variaveis tais que y = f£(x).

Para obtermos a taxa de variacao de y por unidade de variacao
de x, consideremos uma variagao em x, de um valor X, para um
valor x, +Ax. A variavel y, correspondera uma variacao.

Ay=f(xI +\x) -f(xi).

Definimos, entdo, a taxa de variacdo média de y em relacio a x

por
Ay F(x] + Ax) - f(xi)
Ax Ax
Além disso, definimos a taxa de variacao instantanea de y em
relacao a x.no. instante x = X, por
f(x1 + Ax) - f(x1)
lim
Ax » O Ax

EXEMPLO:
Um cubo de metal com aresta x é expandido uniformemente como con
sequencia de ter sido aquecido. Calcule:
i) a taxa de variagao média de seu volume em relagdo a aresta
quando x aumenta de 2 para 2,01 cm.
ii) a taxa de variacao instantanea cde seu volume em relagio &
aresta no instante em que x = 2 cm.
SOLUGAO:
3

0 volume y do cubo € dado por y = x~ cm?
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i) Quando x = 2 cm , y = 8 cm?®
Se x aumenta de Ax = 0,01 em para x = 2,01 cm.
y aumenta para (2,01)3 cm3 ., Assim,
Ay = (2,01)3 - 8 = 0,120601 cm?®.
Ent3o, a taxa de variacao média de y em relacao a x sobre o in

tervalo Ax € dada por

8. - .2s120601 = 12,0601 cm® por unidade de comprimento

ax 0,01

de aresta em cm.
ii) A taxa de variacdo iastantanea procurada €

3

3 2 3
lim (2 + &x)~ -2 . lim 8 + 12 Ax + 6(ax)” + (Ax)” -8

Ax ~ 0 Ax Ax > 0 bx

= lim [12 + 6 ax + (Ax)z] = 12 cm® por unidade de comprimen

Ax >~ 0
x to de aresta em cm.

EXERCICIOS 3.1.
1. Nos exercicios abaixo, calcule o coeficiente angular e a equagao da

seta tangente ao grafico de f no ponto P indicado:

a) f(x) = X% - % % 1; P(-1,3)
2

b) £(x) = 2x - x~ ; P(1,1)

c) f(x) = x3 +x + 13 P(=1,-1)
3

d) f(x) = 4x -~ x ; P(2,0)
e) £(x) = —3_  ; P(1,1)

£) F(x) =43 - x ; P(-1,2)

i Fla) = ==daes  ; PlB,=

S Vx -2 2
h) £(x) = vx' ; P(8,2)
T i) £(x) = sen x ; P(™,0)

2. A equacdo de movimento de uma particula sobre uma linha reta é
s = 4t 4+ 3t , t em segundos e s em centrimetros.
i) Determine a velocidade média da particula nos seguintes inter
valos de tempo:
a) [131,2]) b) [1;1,1] c)[1;1,01) d) [1;1,0011.
ii) Determine a velocidade instantanea da particula no instante

t=1s

3. Um foguete é lancado verticalmente para cima e esta a s metros do

solo t segundos depois de ter sido lancado, s = 160t - 5c2



.75.

Se o sentido positivo & tomado para cima, determine:

a) a velocidade do foguete 2 segundos depois do lancamento.
b) a velocidade do foguete 10 segundos depois do lancamento.
c) a velocidade do foguete 30 segundos depois do lancamento.

d) quanto tempo leva o foguete para alcancar sua altura maxima.

4., A produgao y em toneladas por hectare de uma cultura em funcio da
quantidade de nutriente x adicionada ao solo e dada pela equacao.
1 2 3
x" o+

y == ——— x + 1, 0 = x =£100.
25000 250
Esboce o grafico da funcdo e calcule:
a) a taxa de variacao média entre x = 0 e x = 100.

b) a taxa de variacao média entre x = 50 e x = 100.
c) a taxa de variacao instantanea de y, no isntante em que x=0.

d) a taxa de variacao instantanea de y, no isntante em que x=50.

3.2. A DERIVADA DE UMA FUNCAO

Vimos, na secao 3.1., problemas distintos resolvidos pelo calculo de
um mesmo tipo de limite. Este tipo de limite aparece, tambem, em ou-

tros problemas e tem um nome especifico.

DEFINIGAO 1: A derivada de uma funcao f, indicada f' & uma funcao defini
da por:
. 4L - . X
f'(x) = lim £lx + 6x) £&) lim y_

ix » 0 Ax ax - 0 Zx

se este limite existir e for infinito.

OBSERVACOES:
i) Comparando a definicao acima com o que foi visto na secao 3.1., po
demos dizer que o coeficiente angular da reta tangente ao grafico
de y = f(x) no ponto (x1, f(x1)) € a derivada de f calculada em X
ou seja, m = f'(x1). De igual modo, se uma particula move-se ao
longo de uma reta de acordo com a equagao de movimento s = f(t),
entao a velocidade instantanea da particula no instante £ e preci
samente a derivada de f calculada em t,» ou seja, V(tl) = f'(tl)'
ii) Uma formula alternativa para f'(x1) e dada por
£'(x) = lim f(x) - f(xq)

X—rx1 X - X

1
iii) Se f é definida por y = f(x), sua derivada pode ser indicada por,

£ =y =L -y

dx =

.



DEFINIGAO

EXEMPLOS:

SOLUGAO:
f'(x) =

SOLUGAO:

£'(x) =

SOLUCAO:
£ (x)

[}

16

2: Uma funcao f é diferenciavel em x, se f’(x]) existir. Uma
fungao € diferenciavel se for diferenciavel em todo ponto
do seu dominio.

Calcule f'(x) para a fungdo dada usando diretamente a definicao.

a) f(x) = 2x2 + 3.

. f(x + &x) - f(x) [2(x + Ax)2 + 3] - (2x2 + 3)

lim = lim

Ax »+ O Ax Ax - O Ax

. 2x2+4x.3x+2(Ax)2+3—2x2—3
lim -
Ax > O : Ax

2

lim bxdx + 2(Ax) = lim (4x + 2Ax) = 4x.

Ax > O AX Ax » O

b) £(x) = d+x

1 - x
1+ (x+3x) _ 1 +x

. f(x + AMx) - £(x) . 1 - (x + 2x) 1 - x
lim = lim =
Ax »+ O Ax Ax > O Ax

. (1 +x+3x)00 =x%x) = (1 +x)(1 - x - ax)

lim =

ax » 0 ax(1 = x)(1 = x = Ax)

2 2

: 1 =X +X-X +Ax —xAMx -1 +X + AX — X + X + XAX

lim =

Ax > O Ax(1 - x)(1 - x - A&x)

1im 2L.)X - ].im 2 =

Ax » 0 Ax(1 - x)(1 - x - 2x) Ax >~ 0 (1 - x)(1 - x - ax)

2
2
(1 - x)
T
c) f(x) =3 - x.
1 1
i, f(x + Ltx) - £(x) s v/3—- (x + AX) -v/3—x

lim = lim - =

Ax » 0 Ax Ax + O Ax

/" 3 / ! "’ & \ / '
. V3 - (x+Ax) =V 3 - x V3 - (x + 2x) +V3 - x
1im - 7 e &=

Ax > O Ax v 3 - (x + 8x) +Y 3 - x

Jim 3-(x+£—.x)‘—(3/—x). 2
Ax >+ 0 x(V3 = (x + ax) +v 3 - %)

lim - Ax . _ =
Ax + 0 :x(/B— (x + ax) +3 ax)

lim y o - — = _1__,

Ax + 0 V3-(x+Ax)+/3-x 27/ 3 - x
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EXERCICIOS 3.2.
1. Nos exercicios abaixo, determine f'(x) usando a definicdo:
a) f(x) =9
b) f(x) = x* - 2x
c) f(x) = 2 + 8x - 5x2
d) f(x) = x> - X
e) f(x) = !
3 - x
1
f) £f(x) = 5
x
g) £(x) = X123
3x - 2
x2 -1
h) £(x) s S
x + 1
s 1
i) f(x) =

i) £(x) = xVx'

2. Encontre f'(x1) para o valor dado de X,

a) f(x) =1 - 2x2 poxy = 1.
2

b) f(x) = 3 ;X = 6.
X

) £ = —T— [ x =3,
2x - 1

3.3. DIFEREMCIABILIDADE E CONTINUIDADE

DEFINICAO: Se a funcao f esta definida em X, entao a derivada a direita

de f em x, é definida por:
E(x, + 8x) - £(x,)

f;(x1) = lim
ax + 0% Ax

caso este limite exista.
De maneira analoga se define f'(x1), a derivada a esquerda de f em

Xy
f(x1 + AX) - f(x])
fl(x1) = lim
Ax -~ C Ax

Como consequéncia do teorema da secao 2.3., podemos afirmar que a de
rivada f'(x1) existe e tem o valor A se e somente se ambas as deriva-

das fi(x1) e fl(x1) existem e té&m o valor comum A.
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EXEMPLOS:

a) Seja f definida por;

fx) =1 ¥ 2 , sex s -4
-x -6 , sex >4

Demonstre que f € continua em -4, calcule f'(-4) e fi(—4) e determi-
ne f'(-4), se existir.

SOLUCAO:

3
Para demonstrarmos a continuidade de f em -4, verifiquemos as tres

condicoes da definicao (secao 2.8.):

i) £(-4) = -2
ii) lim  f(x) = lim _(x +2) = -2
X »-4 X »=4"
lim f(x) = lim (-x - 6) = =2
+ +
x +=4 x > =4
Logo, lim f(x) = -2 -
x> 4

1ii) lim £(x) = £(-4)

x—+ 4

Portanto, f & continua em -4.

Temos,
£r(4) = lin LA r a0 S £C0) L, (A e e 2] - C2)
x> 0 ax Ax » O AX
= lim 2 bx 2 g0 } o=
x> 0 ax ax » 07
fl(—ﬁ) = lim f(-4 + Ax ) - £(-4) Li [-(-4 + Ax) = 6] - (=2) _

Ax ~» 0+ Ax rx » 07 Ax
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= lim +.i_?£_2_=1im +(_1)=_1
Ax > O Ax Ax >~ O

Como fi('—‘&) # £'(-4), f nao e diferenciavel em -4.

b) Seja f definida por:

3
£(x) = (x -1) , se x>0
ix2+3x--l,se xs0
2

Estude a continuidade e a diferenciabilidade de f em x = O,

SOLUCAO: g

Estudemos a continuidade de f em O:

1) £(0) = -1

5o ; 3 3 2

ii) lim f(x) = lim (—x" +3x - 1) = -1
x> 0" x>0 2
lim +f(x) = lim . (x - 1)3=-I
x>0 x>0

Logo, lim f(x) = -1
x> 0

iii) lim  f(x) = £(0)
x>0

Portanto, f € continua em x = 0.

Temos

3 2
. Ax + x - 1] - (~1
f0) = lim | EQr 80 - £©@ (——(2x) 38 - D
- Ax » O Ax Ax > 0 Ax
—-2—(.‘3x)2 + 3Ax
= lim 2 . .

Ax > 07 Ax Ax » 0
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£(0 + ax) - £(0) (ax - )° = (=1

= lim

£'(0) = lim
+

ax > 0 A ax + 0" Ax
1 ()3 - 3(Ax)2 + 3Ax - 1 + 1
= im $
Ax + 0 Ax
= lim [(Ax)2 - 3ax + 3] =3
Ax + 0
Portanto,

f é diferenciavel emx = 0 e £'(0) = 3.

TEOREMA: Se uma funcido f é diferenciavel em X, entao f € continua em Xy
DEM:
Mostremos que f € continua em Xy
Como f é diferenciavel em Xy existe f'(x1).

Mas,
f(x1 + Mx) - f(xI) £(x) - f(x1)
f'(xi) = lim = lim
Mx~> 0 Ax X > X, X - x,l

Logo, existe f(xl), valendo a condicao 1i.

Temos, f(x) - f(x1)
lim [f(x) - f(xi)] = lim [(x - xl). ] =
X > X X -+ X X - X
1 1 i
f(x) - f(x1)
= lim (x - xi). lim = O.f'(xi) = 0.
X+ X X+ X X - X
1 1 !
Logo,
1im f(x ) = iim [f£(x) - f(x1) + f(x1)] = lim [£(x) - f(x1)] +
X'*}l(1 :\"*x1 x-be

+ lim f(x1) =0 + f(x1) = f(xl).

X+ X
1

Portanto, estao satisfeitas as condicoes ii e iii da definicao.

OBSERVACOES:

i) A reciproca do teorema nao é verdadeira. Existem fungoes continuas

que ndo sao diferencidveis (veja exemplo a acima).
. -~ . - ; = @ .
ii) Como consequéncia dc teorema, podemos dizer que se f nao e conti-

nua em x,, entao f nao é diferenciavel em X

EXERCICIOS 3.3.

1. Nos exercicios abaixo, estude a continuidade e a diferenciabilidade

da funcdo f no ponto x, dado. Esboce o grafico de f.



a) £(x) = x> - 5x + 6 ;X =
b) £(x) = |x - 5| ;ox, =5
c) f(x) =1 + ]x + 21 ;oxy = -2
d) £(x) = 2x + 1 , sex £3 X, = 3
10 - x , se x >3
&) f(x) = 1 , se x s 1 X, = 1
X , se x > 1
2
£) £(x) = X , Se X £2 x, = 2
6 - x , se x >
. e x s x, =0
g) £(x) ={ %, rREESS 3%
-X , Se X >
2 _y 2 2
h) £(x) ={* ~ » SE XSS Xy =
Vx - 2 , se x 22
i) £(x) =[5 - 6x2 , se Xx £3 X, = 3
=4 - x , se x >

2. Encontre os valores de a e b tais que f'(1) existe, se

I 2
Pl = X », Se x <1
l ax + b , Sse X

w

3. Seja f a fungao definida por

[ 8t - g(a)
£(x) = i - x - a
l g'(a) , sSe X =a

Demonstre que se g'(a) existe, f € continua em a.

3.4. TEOREMAS BASICOS SOBRE DIFERENCIAGAO.

TEOREMA 1: Se f(x) = c, ¥x, c constante qualquer, entdo f'(x) =

DEM:

f(x + ax) - f(x) c -c

£'(x) = lim = lim ———— = lim
Ax > 0 Ax Ax > 0O Xx Ax > 0
EXEMPLOS: a) Dado y = 8, calcule y'
SOLUGAO:
y' = 0
. SF (x)
b) Se f e dado por f(x) = 7 + ¥y 2, encontre df(x,
dx
SOLUGA0:

daf (x) _ 0.
dx

0.

0=0.
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TEOREMA 2: Se f(x) = xn, n inteiro positivo qualquer, entao

f1(x) = nxn-]

DEM: ] ]
f'(x)=1im f(x ha AX) - f(X) = ].i]]l (X + éx) - X =
Ax =»> 0 Ax Ax N O Ax
— _ ) _

= 1im Gy (ax)° + (Hx® 1(Ax)1 5. 50 2(Ax) e+ Ganx! 00" 1,

Ax - 0 Ax

- @%@ - X"
- i 4 5 _

= lim "+ nx""lax + G)x" 2(Ax)"+...+nx(Ax)n e =

Ax > O Ax
= lim [l'Dtn-1 + (g)xn-zAx+...+nx(Ax)n’2 . (Ax)n-l] Bt

Ax - 0

OBSERVAGAO: Este teorema se estende quando n for um nimero real. Assim,

se £(x) = x", entdo f'(x) = nxn-1, n real qualquer.

EXEMPLOS:
a) Dado f(x) = x, encontre f'(x).
SOLUCAO:
-1
£'(x) = 1.x| Ce1.x” =
b) Sey = , calcule 4%
13
X dx
SOLUGAO:
dy d 1 d ' -13-1 13
= = ( 13):‘ = -13x =-_'_4—
dx dx x dx X
c) Dado y = x T , obtenha D_y
SOLUGCAO:
2 3 2 § e
Dy:D(XZ):_—xZ = —— x2
x X 2 P
d) Se f(x) = —:%=§r , calcule f'(x).
X
SOLUCAO:
1 1 o
Como f(x) = —fgzjr =—  2x
x X 4
e -l
i) mmte =t 8 T2 3
’ 7 e
-+ <4 4 v X
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3
e) Se f(x) = x , calcule f'(x).

SOLUCAO:

o
£'(x) =/3 xv3 ol

TEOREMA 3: Seja f uma funcao e c uma constante. Se g ¢ uma funcao defini

da por

g(x) =

cf(x),

entao, se f'(x) existe,

g'(x) = cf'(x).

DEM:
g ") < L glx + M) - g(x) - lim cf(x + dx) - cf(x)
Ax > 0 Ax Ax > 0 Ax
- lim c[f(x + ax) - f(x)] - c.lim f(x + Ax) - f(x) - cf'(x).
Ax > 0 Ax Ax -+ 0 Ax
EXEMPLOS:
a) Se f(x) = 5x8, encontre f'(x).
SOLUGAO:
f'(x) = 5.8x7 = 40x7
3
=z
b) Se y = 2 & , obtenha 2y
3 dx
SOLUCAO:
3 _1_ 1
2 2 _
&y 4 2xT 2 3NT ]
dx dx 3 3 2

TEOREMA 4: Se u e v sao fungoes e se f € tal que f(x) = u(x) + v(x),

entao f'(x) = u'(x) + v'(x), desde que u'(x) e v'(x) existam.

(ou seja, a derivada da soma € a soma das derivadas).

DEM:

f'(x)

f(x + 2x) - F(x) _

= lim
Ax > O AX
lim [u(x + 5%) + v(x + ax)] - [u(x) + v(x)] -
Ax » O AX
Lim [u(x + 2x) = u(x)] + [vix + 5x) - v(x)] ~
Ax > 0 AX
lim u(x + Ax) - u(x) + 1lim vix + 4x) - v(x) -
Ax » O AX Ax =+ 0O AX

=u'(x) + v'(x).
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OBSERVAGOES

' 1

i) Costuma-se escreve (u + v)? =u' + v

ii) O resultado pode ser estendido a qualquer numero finito de fun-

coes.
EXEMPLOS:
a) Dado que f(x) =-4x2 + 8, obtenha f'(x).
SOLUGCAO:
f'(x) = 8x + 0 = 8
b) Se y = 4x4 + 7x2 - x + 16, calcule y'.
SOLUGAO:
y' = 16x3 + 14x -1 +0 = 16x3 + 14 x -1,
c¢) Calcule sey = V5x + 12 - I
dx X
SOLUGAO:
DB Iy S I S LR R
dx dx dx X dx
s QL S TN, R S
dx dx
= Vg’—i—-x 2 - 32x = ’5 - 3§
2 2/% x

TEORFMA 5: Se u e v sao funcoes e se f & tal que
£(x) = u(x).v(x), entdo

F'(x) = u'(x).v (x) + u(x)v'(x), desde que u'(x) e v'(x) existam.

.DEM:
£'(x) = lim i(x +ax) - £(x) _
Ax~> O AX
- 1im u(x + AxX)v(x + ax) - u(x)vx)
Ax—+ O AX

Somando e subtraindo u(x +8x)v(x) no numerador, temos

ulx + Ax)vi(xapx) - ulx + ax)vix) + ulx + zx)v(x) - u(x)v(x)

f'(x) = lim
Ax> O AX
= lim fu(x +4x) vix + %) - vix) + v(x) ulx +32) - ulx) ]
LAx> O Ax AX
Vi
= lim u(x +Ax). lim vix +8x)- v(x) + lim v(x).
Ax~> 0 Ax > 0 Ax Ax + 0
lim u(x +Ax) - u(x)

Ax > 0 Ax



Como f e diferencidvel em x, f é continua em x e, entdo,

lim ul(x + ax) = u(x).
ax > 0

Tambem 1lim vi(x) = v(x)
AX + O

Portanto, f'(x) = u(x)v'(x) + v(x)u'(x).

OBSERVAGCAO: Costuma-se escrever (uv)' = u'v + uv'.
EXEMPLOS:

a) Se f(x) (x3 - 4x)(3x4 + 8x3) , obtenha f'(x).
SOLUGCAO:

(x3 = 4x)'(3x4 + 8x3) + (x3 - 4x) (3x4 + 8x3) =
(3x2 - 6)(3x4 + 8x3) + (x3 - 4x)(12x3 + 24x2) =

21x® 4 48x7 - 60x* - 128x°.

£'(x)

b) Sendo u(x) = (L - 3Y (=t 4 7), obter D u.

X x3
SOLUCAO:
Du=D (2 -3 (s s 2D (D) -
b'd X : 3 Tx 3
X X X X
=o' - e s (Ao, D (x> + 7=
X X
% (242 - O+ - o) -
X X
o2 o6 .9 8 9 14
= 5 T T2 5 4 5 T TG 2
X X X X X X X

TEOREMA 6: Se f é uma funcao, f(x) = O, entdo,

(-——1——)' = - __@_'_(% , desde que f'(x) exista.
£(x) [£(x)] '
DEH: 1 ]
( 3% it f(x + ax)  f(x) < 1im f(x) - £(x + Ax)
f(x) Ax » 0 AX Ax + 0 ax f(x).f(x + Ax)
= 1im (- f(x + ox) - f(x) ) 1 ]
Ax + 0 Ax f(x).f(x + 5ax%)
- - lim f(x + &%) - f(x) Clim | -
Ax > 0 bx Ax > 0 f(x).f(x + 2%)
1 f'(x)
==f'(x). = -
[£(x) )2 [£(x) ]2

EXEMPLOS: a) Seja f definida por £(x) = —— . Obtenha #'(x).
X
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SOLUGAQ:
Como (x)' =1 , pelo teorema acima,
f'(x) = - 12
x
b) Seja f definida por f(x) = 1, Obtemha f'(x).
3 Vx
SOLUGA0: 1 3.1 .4
) oo X)X
(3 /%12 9x 6 x /%

, calcule f'(x).

c) Se f é tal que f(x) = % 5
4 + 7x° - x + 16

SOLUCX0:
Observando o exemplo b do teorema 4 e usando o teorema 6, temds
que:

3
£'(x) = - 16x” + 14x - 1

(4x4 + 7x2 - x + 16)2

TBOREMA 7: Se u e v sdo fungoes e se f € tal que

f(x) = _ulx) , onde v(x) = O, entég

v(x)
£'(x) = u' (v (x) = ;(x).v'(x) , desde que u'(x) e v'(x) existam.
[v(x)])™
DEM:
Tewos E(2) = 22w yin),
v(x) R 6

Pela regra do produto (teorema 5),

£1(x) = u'(x). (———) + ux)( ).
v(x) Cv(x)
Pelo teorema 6,
£'(x) = uG) u(x)(-_Jilﬁig.) a
v(x) [v(x)]
u'(x) ux).v'(x) - u' (x)v(x) - ux)v'(x)
r [v(x) 12 [v(x)1?
OBSERVAGX0: Costuma-se escrever (—E—)' . _u'v - uv!
v v
EXEMPLOS: a) S2 f(x) = i, , calcule af (x)
1 - x dx

SOLUGXO: d+x). 0 =x) - +x) d0=-x)
df(x) | & e ax -

dx (1 - x)2




1.0 = %) = (1 +x)(=1) 1l -x+ 1 +x - 2
(1 - x? 4 =x)’ (1 - x)2
o 2x3:+ 4
b) Se f(x) = sessmesaee— , obtenba (%),
X - 4x + 1
SOLUGAO: 2 2 3
. 6x " (x" = 4x + 1) - (2x” + 4)(2x ~ 4)
£'(x) = 3 5 =
(x" - 4x + 1)
- 2x4 - 16x3 + 6x2 - 8x + 16
(x - 4x + 1)2
EXERCICIOS 3.4.
1. Nos exercicos abaixo, encontre a derivada das funcoes dadas:
a) f(x) = 2x7
b) f(x) = 3 - 4x3 + x2 -1
c) g(x) = (2x - x2)3
d) g(x) = X e2m® o522 hx %
4 5
e) h(x) = 2x - 3x + T
8x
£) h(x) = x> V&5
g) £(x) = /3x + VX + "
x
3 1
h) f(x) = ¥ - +5
Vox
i) g(x) = (2 + 2x)(3x + 1).
. 4 6 5 2
3) g(x) = (x +2x - 3)(x - 7x" + 9x" + 1)
. 3
L) h(x) = 2X o 3x v 4
X
m) h(x) = _E._LZ_
3x - 2
2 -
n) £(x) = 2x 3x + 4
X =-2x + 3
) £(x) = 2x + 1 (3x - 1)
X+ 5
3 2 1 1 )
p) glx) = X +1 (X" +x -1+ . x3
x" + 3

2. Se f e g sao funcoes diferenciaveis no ponto 1 e se
£(1) =1, £'(1) =2, g(1) = I g'(1) = =3, calcule:
2

a) (£ +g)'(1)
b) (£ - g)'(1)
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c) (2f + 3g)'(1)
d) (£.g)'(1)
e) (£/g)'(1)
£) (g/£)'(1)

3. Se f,g e h sao diferenciaveis em 1 e se £(1) =3, £'(x) = 2,
g(1) =5, g'(1) =10, h(1) =1 e h'(1) = 7, obtenha (-£8)'(1),
h
4, Se u, v e w sao funcoes, prove que
(u(x).v(x) . wx))'" = u' (@) vx)w(x) + uGEIV' (VW) + ux)vxw'(x),

desde que u'(x), v'(x) e w'(x) existam.

5. Use o resultado do exercicio 4 e calcule as derivadas das seguin-

tes funcoes:

a) £G0) = (8x = ND(xZ + bx + D (x> = 5)
b) i(x) = (1 - 3x)2(2x + 5)
&) £@) = (2 +x + 13
6. Encontre a equagdo da reta tangente a curva y = ———2——5— no pon
1 +x

to (<2,1).

- - 2
7. Encontre a equacao da reta tangente a curva y = 3x~ + 4x - 6 pa-

ralela a reta y = S 0

2
8. Um objeto move-se ao longo de uma reta de acordo com a equacao de
movimento s = ——QQEL——— ; &2 0.
t + 9

a) Qual é a velocidade instantanea em | s ?

b) Em que tempo a velocidade instantdnea € igual a zero?

9. Uma particula executa um movimento retilineo segundo equacao de
movimento s(t) = 2t3 - 3t? + at - 8, t em segundos e s em metros.
Sabendo-se que a velocidade instantanea no movel aos 4 s. - € de
60m/s , pede-se:

a) obtenha o valor de a.
b) obtenha a aceleracdo instantanea da particula no instante

t=1s.

3.5. A REGRA DA CADEIA

dy .
du dx

entdo a funcdo composta y = £(g(x)) tem derivada dada por

TEOREMA: Se y = f(u) , u = g(x) e as derivadas existem,
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dy _ & ) du [ou seja, £'(x) = £'(u).g"(x)]
dx du dx

DEM: Exercicio.

OBSERVAGAO: O teorema se estende para a composta de um numero-finito de

fungodes.

EXEMPLOS :
dy

dx

a) Se y = (x2 - 3x + 8)3, encontre

SOLUGKO:

Se u = x2 -3x + 8, temos y = u3

Logo, pela regra da cadeia,

dy _dy du 3.2 (2x - 3) = 3(x? - 3x + 8)2. (2x - 3)
dx du dx
b) Dado que y = vx? + | , calcule A

dx
SOLUGAO:

Seu =x% + 1, entdo y = Yu e , pela regra da cadeia,

dy dy du

1 X
= . = — (2%) = ——m——
dx du  dx 2V4 A
c) Sey = (—25—1—1—)8, calcule y'
4x - 5
SOLUGAO:
2x + 1 8
Seus—m , y=u
4x - 5
Logo, pela regra de cadeia,
' = dy _ _dy i du  _ 8u7. 2(4x - 5) - (2x2+ .4 _
dx du dx (4x - 5)
-8 ( 2x + 1 )7 8x - 10 - 8x - 4 _ 8(2x + 1)7.(-14)
4x - S (4x - 5)2 (4x - 5)9

o120 + )]
(4x - 5)9
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2
d) Calcule 2. , sey = (4x2 + 1_)'(3x3 - 4)3

dx

SOLUCX0:

Usando a regra do produto,

) ?11—44x2 + 1)2.(3x3 - 4)3 + (lox2 + 1)2. = (3x
dx dx dx

Usando a regra da cadeia nas duas parcelas,
2
4y . 2(4x2 + 1).8x.(3x3 —4)3 + (4x2 + 1).3(3x3 - 4)7.9x"=
dx

= x(6x® + DOX - ©2[27x(4x> + 1) + 16.03x° - 8)]=

= x(4x2 + 1)(3x3 = 4)2(108x3 + 27x + 48x3 - 64)=

= x(4x2 + l)(3x3 - 4)2(156x3 + 27x - 64).
e) Sey = ( x2 + 4)5, obtenha dy
dx

SOLUGAO:

/2 , 5

- 2 -
Seu=vVx" +4, y=u"., Tambem, se v =x + 4, u = VA

Logo, pela regra da cadeia aplicada para a composta de tres

funcoes,
dx 2 '/; + 4

du dv dx
= 5x( sz + 4)3

EXERCICIOS 3.5.
1. Nos exercicios abaixo, encontre a derivada da funcao dada:
a) f(x) = (3x + 5)10
b) f(x) = (x2 - 2x + 6)5
c) £(x) = (x + 5)-3
d) gx) = (17x - 5100
4 1 3
e) g(x) = (x + 5x + )
6x
2

x" + 1)2(x3 - 2x)2

£) g(x)



g) h(x) = (x3 + 2% - 6)3(:(2 - 4x + 5)7
h) h(x) = Z—XT
" -1)
2 3
D heo = Xt D
(x° + 2)
7x + 1
) EE = —; =
X + 2x - 1
3,2 4
1) £(x) = (4x - 1)2(x +22)
(3x" + 5)
m) £(x) = 9[(x + 1) Vx -1
n) g(x) = (V5% + 1 - +¢§ﬂ)8
v;.
o) gilx) = j2=2

2x + 3

p) g(x).= x14 + x2 +Y3

q) h(x) = x3 -x + /x

r) h(x) =v/9 + V9 - x

Vx = 1
Vx + 1

s) h(x) =

2, Use a regra da cadeia para demonstrar que:
a) a derivada de uma func¢do par e uma funcdo impar.
b) a derivada de uma funcao impar € uma funcao par.
2 2
3. Encontre a equacdao da reta tangente a curva y = (—iz—:—l—) no
x + 1

ponto (0,-1).

3.6. DERIVADA DE FUNCOES BASICAS
TEOREMA 1 : Se f(x) = senx, entao f'(x) = cos x

DEM:

Antes de demonstrarmos o teorema, facamos alguns calculos:

cosax - 1 _ 1 - cosax _ (1 - cosax) (1 + cosax)
Ax Ax Ax(1 + cosax)
- senzAx _ _ _senax senjx
Ax(1 + cosaAx) Ax 1 + cosAx
Logo, lim cosAx - 1 aclim senAx im senAx -
Ax > 0 Ax Ax +~ 0 Ax Ax » 0 1 + cosAx

= =-1,0 = 0.



.92,

Ainda,
sen(x + Ax) - senx = senx CosAx + sendx COS X — Senx =

= senx (cos Ax=1) + sem Ax cos x.

Entao,
£'(x) = lim f£(x + ax) - £(x) lim sen(x + Ax) = senx:
Ax - 0 Ax Ax + 0O Ax
= lim senx(—sgiéi—:—l) + lim SROAK ek
Ax + 0 Ax Ax » 0 Ax
= lim senx.lim costx = 17 + lim BRI lim cosx=
Ax + 0 Ax + O Ax Ax - 0 A A&+ 0

senx.0 + 1.cosx = cosx.

TEOREMA 2: Se f(x) = cosx, entao f'(x) = -senx.

DENM:
Seja y = cosx = sen (—— - x)
2
Seu=-"—-x,y=senu e,pela regra de cadeia,

2

f'(x) = 9 o ST s L cosu.(-1) = -cos(—— - x) = -senx.
QX du dx 2

TBOREMA 3: Se f(x) = tgx , entdo f'(x) = seczx

DEM:

senx . e .

Lembrando que tgx = ———— e utilizando.- a regra do quociente,
cosx

temos

2 2
. cosx(cosx) - senx(-senx) sen“x + cos' x

f (x) = =

2 2
cos'x cos " x
1 12
= — = ( ) = sec’x.
cos x cosx

TEOREMA 4: Se f(x) = cotgx, entao f'(x) = - cosseczx.

DEM: Exercicio.

TEOREMA 5: Se f(x) = secx, entao f'(x) = secx tgx
DEM: Como secx = 1/cos x, pela regra do quociente
£'(x) = - (=BErE) T . = secx tgx
cos“x cosx  cosx




TBOREMA 6: Se f(x) = cossecx, entdo f’'(x) = - cossecx cotgx.
DEM: Exercicio.
EXEMPLOS: Calcule as derivadas das seguintes funcoes:
a) f(x) = —380%
2 + cosx
SOLUCXO:
Pela regra de quociente,

(senx)'(2 + cosx) - senx(2 + cosx)'

£'(x) =

(2 + cosx)2
cosx(2 + cosx) - senx(-senx) _ _2cosx + coszx + senzx
2 + cosx)2 (2 + cosx)2
1 + 2cosx__

2 + cosx)2

b) f(x) = tg3x

SOLUGAO:
Se u = 3x, y = tg3x = tgu e, logo, pela regra da cadeia,
£'(x) = Y s gz - sec?u,3 = 3 sec2?3x.
dx du dx

c) y = sen?4x
SOLUGAO:
Se u = sené4x, y = u?. Também, se v = 4x, u = senv. Logo,
' dy dy du dv

y' = = —, . = 2u,cosv.4 = 8senéx.cosbx.
dx du dv dx

d) y = sec
X + 2
SOLUGAO:
S6 s e , ¥y = secu e, pela regra da cadeia,
X + 2
y' = e w o, OB o gion tgu.—f—:—z-:—fi =
dx du dx (x +2)
= 2 3 .sec tg X

(x + 2) X + 2 X + 2

e) y = sen (cosx)
SOLUGAO:

Se u = cosx, y = senu e,entao,

2y = gy P 4 . cosu,(-senx) = -senx cos(cosx)

dx du dx




£) y = x3.sec23x
SOLUGAK0:
Usando a regra do produto,
y' = (x3)" sec?3x + x? (sec23x)’ =

= 3x?sec?3x(1 + 2xtg3x)

g) y = /tg3x

SOLUGX0:
Se u = tg3x, y = Yu. Pela regra da cadeia,
2
w7 = dy _ _dy ] du _ 1 3gec23x = 3 sec?3x
dx du dx 24 2 Ytgdx
h) y = cossec VYx? + 1
SOLUCAO:

Seu=vVx? + 1, y = cossec W Também, se v-= x2 + 1, u = /v.

Logo, pela regra da cadeia,

dy . 9y g du 4V _ _cossecu cotgu. 1 _2x =
dx du dv dx 2N
_ X cossecv’x2 + 1 . cotg\/x2 + 1
= /_2___ﬁ
x + 1

EXERCICIOS 3.6.1.

1. Nos exercicios abaixo, encontre a derivada da funcao dada:

a) y = 3 sen/x
b) Y = cos(5x3 + x)

c) y = sen3x.cos3x

0 5 = senx + COSX
senx - coOSX

&) ¥ = sen2x

y = 5

X
£) y = sen45x
2

g) y = cotg x
h) y = 3 sec (sz + 1)
i) y = secvx - 1
5 2 3
j) y = tg x.sec™x
1) y = senvx + /senx
m) y = Scossec’ 9x
n) y = Ycotg2x
o) y =0 - 2cosx)5/2
p) 'y = cossec (cotg 4x)
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q) y = sen (tg 4x7)
r) ¥y = sec (cossec2 YX)

3
s) y =(=—)
tgx
t) y = sec =%
2
x -1
2 + 1
u) y = sen 3
x

v)y =+ 4+ sen23x

1 + COSZ3£
W) Y = e
1 + X

tg(x3sen3x)

X)y

1
3senx ~ 2cosx
)y =¢/—————g——————

4x3 - xzcotg3G—L0'
X

z) y

TEOREMA 7: Suponha que f seja continua e monétona sobre um intervalo I e
seja y = f(x). Se f € diferencidvel e f'(x) = O para todo - x

em I, entao a derivada da funcao inversa x = fz})é dada por:

dx 1
dy 9
dx

DEM: Exercicio.

EXEMPLOS: 1) Para as funcdes abaixo, calcule
dy

i) resolvendo para x em funcdo de y e depoi;-difg;eneiando.

ii) usando o teorema acima,

2x + 3
a) y = —o—
X - 1
SOLUCAO:
i) Se y = L. , entao y(x - 1) = 2x + 3,

x -1
ou seja (y - 2)x =y + 3.
Ix3
y -2
Pela regra do quociente,

Logo, x =

dx _ 1y -2) - (y +3).1 5
ay v-2% v - 2)°
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Se deixarmos’ em funcdo de x, pela substituicdo y = -jéi:;il—,
dy x -1
obtemos:
2
dx _ 5 - BlEr= 1) 5(x - 1)
= - 7 = e - = -
dy (=235 [2x + 3 - 2(x -D)? 52
x -1
m» e _1.(x @ 1)2
5
C2(x 1) = (2%7+ 3). 5
L1) Coms dy - 2(x ="1) (2x ; E) NS 5
dx x -1) (x -1
Pelo teorema 7,
dx _ 1 - - 1 (x - 1)2
dy
dy 9L 5
dx .
b) y = x3
SOLUCA0: \
i) Sey = x3, entdo x = ¥y = y?
Logo,
dx _ 1 %1
dy 3 3 Y57
Deixando em funcao de x, pela substituicao y = x3, obtemos
dx '= 1 - 1
dy 372 32
ii) Como
AV - 32,
dx
Pelo teorema 7, dx _ 1 _ _1
-

c)y = x2 +2x+ 1, x> -1
SOLUCA0:
~ i) Temos, y = x4+ 2x 41 =(x+ 1)2

Logo, x + 1 = /¥, ou seja, x = /3 - 1.

Entao,

dy 1 1

dx 2/y ) 2(x + 1)
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ii) Uma vez que

-—-d'j-— = 2X + 2,
dy
Pelo teorema 7, X = ‘cllx. = !
dy 2x + 2
dy
x3 -1
2) Seja f a funcao definida por f£(x) = —5 > x> 0. Uma vez que £(1)=0,
X o+ 1

£71(0) = 1.. Use o teorema 7 para determinar ™" 0.

SOLUGAO:
' 3x2(x2 + 1) - (x3 - 1)2x xl“ * Ix> 4 2x
Como f'(x) = > 5 = > 3 R
x“ + 1) (x° +1)
E{1) - i
2
Pelo Teorema 7,
-1y, 1 2
£ )'0) = —— = —
£'(1) 3

EXERCICIOS 3.6.2.
dx

dy

1. Nos exercicios abaixo, para cada funcao y, calcule

i) colocando x em funcao de y e diferenciando
ii) usando o teorema 7.

X - 1

a) y =
2
. .
2 1
) y=2x" - x + 1, x > —
4
d) y = X + 1
2x - 3

2. Seja £ a funcao definida pela equacao f(x) = x3 - x2 + 1, x> —/—,
3.

Use o teorema /7 para determinar (f-1)'(5) (Note que £(2) = 5, ou

seja, £71(5) = 2).

TEOREMA 8: Se f(x) = arc sen x, entao f'(x) = S lxl < 1.

DEM:
Temos,

y = arc senx<>sen y = x, yé[- —— T
2

Logo, g—’; = cosy = + Vl1-gsen?y = /1- x?



Portanto, pelo teorema 7,
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“dy 1 1
f'(x) = = = —
x X 4 x
dy
- 1
TEOREMA 9: Se f(x) = arc cosx, entao f'(x) = - -—-/_z__-—-z-:" , le < 1.
1 -x
DEM: Exercicio.
TEOREMA 10: Se £(x) = arc tgx; entao f'(x) = 1 , ¥ ¢ R,
1
DEM: X
Temos,
m n
y = arc tgx < X = tgy,- <y < —
2
Logo,
2
£z =secy=1+tgy=‘|+x2.
dy
Portanto, pelo teorema 7,
f'(X)=dy=t1ix= : 2
dx 1 +x
dy
TEOREMA 11: Se f(x) = arcaotgx, ,entao f'(x) = - 1 5 ¥x e R.
1 +x
DEM: Exercicio. '
TEOREMA 12: Se f(x) = arc secx, entao f'(x) = ——-—1—-——, x| > 1.
le»‘~x?—1
DEM: Temos,
y=a1:csecxtiox=secy,0<y<ﬁ <y < T
2 2
1 1 1
= x = & —— = cosy & y = arc cos(—)
x X

cosy

Logo, seu=—1—,y=

arc cosu e, pela regra da cadeia,

X
' _dy _ dy du a 1 _ 1 _
£'(x) = = . — ( 5 ) =
dx du dx 1 - u? X
= 1 _ 1 . 1 _ 1
b - “Ix2 = 11 2 = g 1
xz/1 - —17- x* X > L 2 v')’(z - 1‘ 'xlv’gcz -1
X X le



1

TBORM 13= Se f(x) = arc cossecx , entio f'(x) = - "I_I&Z* __1
X -

DEM: Exercicio.
EXEMPLOS: Calcule as derivadas das seguintes funcgoes:

5
a) y = arc sen — Xx.

3
SOLUGAO:
Se u = —5—-.x , ¥y = arc senu. Logo, pela regra da cadeia,
3
dy _ _dy _du _ 1 5 5 ) 5
dx  du dx /1 -ouw' 3 3/1 - 257 /5 2oy
9
2
b) y = x arc tgx
SOLUGAO0:
Pela regra do produto,
2. 1.arc tgx2 + X, (arc tgxz)
dx dx
Mas, (arc tgx?) = : 552X = zx A
dx 1+ (x9) 1 +x
Portanto,
2 2x2
£'(x) = arc tgx” + —
1 +x
¢}y = arc cos 2x
/1 + 4x i
SOLUGAOQ:
) Temos
1 2 ’
(arc cos 2x) = = N R . S —— e
Ve
1 - 4x

d
dx Y1 - (2x)2—‘
g (\/1+4x2) -—————-1—-——-8x

4%
Y1 + 4x2-,

dx 2/ + 4x21
Logo, pela regra do quociente,

’n--———z——-—-—.¢1 + 4x2 ~-arc cost.-———l‘-)-‘-——
dy . Y1 ~ 4x32 71 + ax?
ix 1+ bx°

————

~2(1 + sz) - 4xarc cos2xvl - 4x2

1 z
1 = dx= /1 + 4x )

d) y-arca:t:g——1 ==

1 +x

SOLUCAO:

<99

’ ]x|>1.
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SOLUGAO:
Se u = lex , ¥ = arc cotg u,
1 +x
Como,
du (1 +x) - (-1 2
B ‘2 2 3
dx (1 + x) (1 + x)
pela regra da cadeia,
dy _ _ay du 1 (- 2 ) =-
N ’ T 2 : 2 -
dx du dx 1 +u (1 + x)
_ 2 - 2 _ 1
[t + (—l—:—i—)z](1 + x)zﬁ*r 1+ x)2 + (1 - x)2 1 +x
1 + x

EXERCICIOS 3.6.3.

1.

Nos exercicios

a)

b)
c)

d)

e)

£)
g)

h)
i)
3
k)
1)
m)

n)

o)
P)
qQ)

y =

abaixo, encontre a derivada da funcao dada:

X
arc sen —

arc

arc

arc

-arc

23

cos

tgx2

2
A

sec(—l—J

coss

arc

X

ec(—l—J
X

sec Y%

X arc cosx

2
x“arc sen2x

arc

cotg;

2x

1 - x2

arc cotg3x

arc

2

1 +x

sec

1 )

Y1 + x?

X arc senx + V1 - x?

arc

arc

arc

arc

arc

tg

tg (

xsenx
| - xXcosx

=3

Y1 = x?

sen Ysenx

cos(

senx)

tg (3tgx)
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arc secvx

n) y= 3
x" + 1 SUGESTAO: Considere
arcsenx —_—
dt
)y = L g &) ,
5+t
0 > (J f(e)de) ' = £[gx)] g'(x)
arctg2x 0
t) y = f (5 + tz)zodt
0
u) y = Yarc sec3x
V1 - 4x2
v) y = xarc cos2x - ———————
2
w) v = 4arc sen —— + x V4 - x2
2
X) y = -2 arc cotg -
Y2’
y) y = N E— arc sen =

vYa? - x? a
2) y = arc sec Vx? + 4

TEOREMA 14: Se £(x) = log, x, entdo £'(x) = —— log, e = ———1—,

x >0, a>0ea=1,

: 1oga(x + Ax) - logax
f'(x) = lim f(x + ax) - £(x) = lim
Ax + 0 Ax Mx + 0 Ax
= lim — log, (1 + %)
Ax + 0 Ax b4
Multiplicando e dividindo por x,
£'(x) = lim L% 10g, (1 +-2) - 1in —Log (1 +
Ax + 0O X Ax b4 Ax > 0 x X
Ax
Se, a= , a » 0 quando Ax - 0. Logo,
x
X
AX (DX 1 1
lim loga(l + )= lim loga(1 + a)d = logalim (1 +.0)% =
A+ 0 X o + 0 a =+ 0

= 1ogae, pelo 29 limite fundamental (teorema 5 - segao 2.7.) e pela

continuidade da fungao logaritm ica.

Portanto,
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X
f'(x) = lim L 1w log (1 + X 5k = Llog e

& +0 x M-+ 0 a X X

CONSEQUENCIA: S £(x) = L|x|, entdo £'(x) = —— , x = 0.

DEM: *
Se x >0, L|x| = Lxeo resultado € imediato.
Se x < 0, entao -x >0 e
d 1 1 .
—— L(-x) = ,(-1) = —, pela regra da cadeia.
dx ~-X X

-

X

Portanto, 4 lel

EXEMPLOS: Calcule as derivadas das seguintes funcoes:

a) y = log (x2 + 1)

SOLUGAO:
Se u = x2 + 1,y = ].oga u e, pela regra da cadeia,
dy _ _dy du _ 1 1 ., _ 2x
dx du dx u La (x2 + 1)La

b) y = log3(x25enx)
SOLUGAO:

Se u = xzsenx, y = log3u. Logo, pela regra da cadeia,

dy dy du 1 2xsenx + xzcosx

. o (2xsenx + xzcosx) = 5
dx du dx u L3 x“senxL3

c) y = L|senx|
SOLUGAO:

Se u = senx, y = L|u| e, entao,

dy = dy . du = —1—.COSX = ﬂ»= cot

dx du dx u senx

d) y = L(x + /1 + x?)
SOLUGAO: .
Seu=x+7vY1l +x*, y=1Lue, como,

= 1+ —-]-———.Zx =1+ —x—, pela regra da cadeia,
dx 2/1 + x? , /1 + x?

dy _ _dy . du =_1_(1 N X ) = 1

dx du dx u Y1 + x2 x + V1 + x?

L1 X Y 1 1 +%2 +x 1

Y1 + x2 x + /1 + x2' Y1 + x? Y1 + x2



EXERCICIOS 3,6,

1. Nos exercicios abaixo, encontre a derivada da funcdo dada:

4,

a) y=1o’g3(x3 +1)

b) y =

c)
d)
e)
£)
g)
h)
i)
kD)
k)

A I - BB -
(]

1

-
[}

m) y =

n)
o)
p)
q)
r)

NN N <
]

s)
t) ys=

<
[}

u) y =
v) ¥y =

w) y =

X) y=

yy-=

z2) y=

TEOREMA 15: Se

log 2x

1 +x
L(2x + 3)
L(x2 + 2x + 3)
Lx4
L /%' + /Ix'
L(2 - 3x)5
LY6x + 7'
L3x
Lx? /XT3 1)
L(Lx)

L2x
2

1 +x

Lxlogx - La logax

log (senx)
L(cosxz)
sen(Lx)

arc_tg(Lx)
L/ 1 + x
1 -~ x
L(5sen x ~ 4arc senx)

arc tg(Lx) - L(arc tgx)
YIx + 1+ L(Yx'+ 1)

L(arc senx) + —I—sz + arc senlLx
2
L 1 + cosx

1 - cosx

L =B LN . 5 are tg vsenx
1 - /Ysenx

tg—x—+2-/3'

1 L 2

',T tg—x—-+2+E
2

arc tg L ——1—-
x

£(x) = a* , entdo £'(x) = a'La.
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DEM: Temos
y = axg) X = logay e, entao,
dx _ 1 _ 1
dy y La a*La
Pelo teorema 7,
f'(x) = i T‘ = a"La
dx o
dy

CONSEQUENCIA: Se f(x) = eX, entdo f'(x) = e

DEM:
Pelo teorema anterior,
£'(x) = e’Le = e*
EXEMPLOS: Calcule as derivadas das seguintes funcées:

&) 3= 3 5x

SOLUCAO:

Seu=>5, y=3 e, pela regra da cadeia,

by _dy du _gv45 5 37%3,
dx du dx

—5x.34x2

b) y =2
SOLUGAO:
Pela regra do produto,

'
i (2-5x),'34x2 . 2-5x'(34x2)

y' = =
= =5.27% 12,397 | 279X g 3% 13
- 279X 30 510 4 8x13),
x2- 3x + 7
c) y=ce
SOLUCAO:
Se u = x2 -3+ 7,y = e’ e, entdo,
2.
4y Ay du U oy 9 = (2% = 5) &5 5
dx du dx
d) y = L(* + ™)
SOLUGAOQ:
Seu=e" + e-x, y = Lu e, pela regra da cadeia,
x -X
dy _ Qy_du - 1.(ex_e—x)___ e -e
dx du dx u PP
e)y=etgx

SOLUGAO:
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EXRRCICIOS

1.

Nos
a)
b)
c)
d)
e)
£)

g)
h)

i)
i)
1)

m)
n)

o)
p)
q)
r)
s)
t)

u)

v)

W)
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u .
Se u = tgx , y =e e, pela regra da cadeia,

Y o s 2 . eu.seczx = seczx.etgx
dx du dx
3.6.5.
exercicios abaixo, encontre a derivada da funcao dada:
v 35x
5 = A—ZX
2
y=27x
y = (x -1-3).2-.7x
o &3
y = 2t8%%
v = gsecx
Yx"+9
y =17
T x
y=xm
y = ezx;Lx
xLx
y=
x
y = e farxm
y = 3eJ§
5 - X - 1
e* 4+ 1
/’ x ]
y =/xe" + x
sen?x
y =e
X
_— earc uﬂg
y = e".L(senx)
-X -x
y = e ~arcsec e
e4x-1
y = L(;ZEIT—}
oX
y = L{———)
X
1 + e
2x-
e
y:.'
arc senSx
y = elog4x
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X

x) y = log
Ty 5*

X
arc cos e

L(W/1 +e* - 1) =LA + 5+ 1)

]g(x)

y)

<
n

z) y

(dupla exponencial), entao y' = eg(x)Lf(x).

£'(x) ]

£ (x)

TEOREMA 16: Se y = [f(x)
+ [g' (x)LE(x) + g(x)

DEM:
Se y = [f(x)]g(x) , entao
Ly = L[f(x)]g(X), ou seja,

Ly = g(x) L[£(x)]
Logo,
§ eg(X)L[f(x)]

Chamando de u = g(x)L[f(x)], temos y = e". Pela regra da cadeia,

y' = dy _ dy . du _ eu_[g'(x)Lf(x) + g(x) M] =
dx du dx f(x)
= eg(X)Lf(x)[g'(x)Lf(x) + g(x) —j:ﬁfl—]
f(x)
OBSERVACAO: Costuma-se escrever W) = vuv-1u' + u¥.v'Lu.

EXEMPLOS: Calcular as derivadas das seguintes fungoes:

a) y =x
SOLUCAO:
Temos,
Ly = Lx® e, logo,
Ly = xLx.
Entao,
y = exLx
Se u = xLx, y = " e, pela regra da cadeia,
. . et (Lx + x.—l—) = eXLx(Lx +1) =
dx du dx x
= x(Lx + 1),
b) y = (semx)™
SOLUGAO:
Temos,

xLsenx
e

Ly = L(senx)* < Ly = xLsenx «= y
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u .
Se u = xLsenx, y = e e, pela regra da cadeia,

dy _ _dy , da e’ (Lsenx + x——— cos x) =
dx du dx sen X
= eX%®™ (1 cen x + xcotg x) = (senx)*(Lsenx + cotgx).

Z . X x-1 X
Ou; usando a observacao acima, [(senx)”]'=x(senx)” cosx+(senx)” L senx

c) y = senx 8%

SOLUCA0:
Temos y = etngsenx

- . -
Se u = tg xLsen x, y = e e, entao,

dy _ _dy g du_ eu.(sechsen X + tgx.——l———cosx) =
dx du dx sen X
= g EALEEDK G, 2 senx & 1) = senx"8*(sec’xLsenx + 1).

EXERCICIOS 3.6.6.

1. Nos exercicios abaixo, encontre a derivada da funcao dada:

a)y = (x + DF
. _ x/;
c; i = xex
Oy = xS
e) y = (x* - 5)*
B yom o™
g) y =Vx'
k) v = (—2--)x

x
i)y = W
Dy = @
1) y = (4e¥)7%
m) y = (cosx) ™
n) y = (arc tgx)”™

3.7. DERIVADAS DE ORBEM SUPERIOR,

Se f' é a derivada de uma funcdo f, f' também é uma fungdo de x,

chamada primeira derivada de f.
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A derivada de f', se existir, é chamada segunda derivada de f, de-

notada por,

2
vy o= £ (x) = DZ*Y - d?y
dx?

Generalizando, a n- esima derivada da funcao f € a derivada da

(n-1)~ésima derivada de f. Indicamos por

y(n) = f(n)(x) = any - __Sl_L
dxn

OBSERVAGAO: Se uma particula move-se ao longo de uma reta de acordo com a
equacao de moviemento s = f(t), ja vimos que a velocidade e a
aceleracdo da particula sio dadas por v(t) = f'(t) e a(t)=v'(t),
respectivamente, Portanto; podemos dizer que a aceleracao ins-
tantdnea é a segunda derivada de s em relacdo a t, isto €,

a(t) = £ (t).

EXEMPLOS:
a) Encontrar todas as derivadas da funcao f definida por
f(x) = 3x4 - 2x3 + x2 + 10,

SOLUGAO:

£f'(x) = 12x3 - 6x2 + 2X
£ (x) = 36x2 - 12x + 2
£"°(x) = 72x - 12
£ - 72

£ ) =0
£ 4y 20 % 2 5.

= k. -
b) Dada a funcao y = e *(k = constante), encontre a expressao

da sua derivada de ordem n.

SOLUGAO:
Temos
y' = kekx
yu = kz ekx
le! = kJekx

Observando a lei de formacao, podemos afirmar que,
(n) n_kx
y =k'e

c) Uma particula move-se ao longo de uma reca de acordo com a
equacao de movimento,
1.2 4t
s = —t + —
2 t + 1
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onde s é dado em metros e t em segundos. Encontre o tempo, a dis-
tancia a origem e a velocidade instantanea quando a aceleracio ins-

tantanea for nula.

SCLUCAO:
Temos
v(t)=ds=t+4.(t1—1)—4;=t+ 4 . o
dt (t + 1) (e + 1)
& a?s 0.(t + D2 - 4.2(t + 1)
a(t): =—-—-—-§—=1+ = '4 =
dt dt (t + 1)
,,,___E__.T
(t + 1)
Temos -
a(t) = 0 & 1 - —28 S0 (t+ 1) =8é&pt + 1 =2
(t + 1)3

= t=135,
Quando t = 1 s ’

v(1) =1 + 4 g 2m/s e
1+ 1)
s(1) = —— 12 =13 NN
2 1 + 1 2

EXERCICIOS 3.7,

1. Nos exercicios abaixo, encontre as primeira e segunda derivadas

da funcao dada:

a) f(x) = 5% + sz - 7x + 3.
b) f£(x) = Ix° & sx*
Q) £() = Vx + L
x
d) £(x) =3x + 1

e) £(x) = —2—
/x2 + 1

£) £(x) = V10x = 7'
£)£(x) =

h) £(x) = sen x

) £x) = (1 + x%).arc tgx

L(x + Y4 + x2)

j) £(x)
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2, Uma particula movese ao longo de uma reta de acordo com a equacao
de movimento dada. Encontre t, s e v quando a aceleragao for nula:

3 2
t” -6t ~ 12t + 1 , t 20

a) s(t) = z

b) s(t) = 9¢t% + 22t + 1  ,t20

c) s(t) = 5t + : , t 20
t + 1

d) s(t) = %r- t3/2 + 2t1/2 , t20

3., Nos exercicios abaixo, encontre formulas para f'(x) e £" (x) e

estabeleca os seus dominios:

2
i) Flx) = X » se X s 1
2x - 1 , se x >1
2
b) £(x) = -X , se x<20
2
X , Se X 2
( x5
, se x=0
c) £(x) = |x|
L0 , se x=0

4, Seja g uma funcao duas vezes diferenciavel tal que g(2) = 3,

g'(2) = J e g’ (2) = 5, Define-se a fungiofpor f(x) = xhg(x).
3

Calcule £" (2).

. 3 ~ n
5. Nos exercicios abaixo, encontre a expressao para f( )(x):

a) f(x) = =L
X
b) £(x) =7 x'
c) f(x) = senx
d) fx) = e'.3X
e) £(x) = —
1 - x
£ £ = ——EE.
1 - x

5. Seja f uma funcao duas vezes diferenciavel. Prove que:

a) Se f e par, entao f'' & par.

b) Se f € impar , entao f' € impar.
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3.8. A DIFERENCIAL,
Seja f definida por y = f(x), Sua derivada € determinada por

Filx) = 1im 2y
Mx > 0 ax

onde Ay = f(x + Ax) - f(x)

Uma vez que
lim [ - '] = lim P lim £0(x) = £'(x) - £'(x)=0,
Ax ~ 0 Ax Ax »~ 0 Ax Ax + 0
Ay

podemos tornar [ - f‘(x)l ou ]Ay - f'(x)Axl tao pequeno quan

to desejarmos, tomando [Axl suficientemente pequeno.
Assim,
Ay - £'(x)dx  se [Axl for suficientemente pequeno.

Temos, entao, a seguinte definicao:

DEFINIGAO 1: Seja y = f(x). Entao a diferencial de y; demonstrada por dy,
e dada por,
dy = f'(x)ax,
onde x esta no dominio de f' e Ax é um incremento arbi-

trario em x.

Se trabalharmos com a funcgao y = X, temos

y' = 1 e, consequentemente,

dy = dx = Ax , ou seja, dx = Ax

Temos, entdao, a definigao:

DEFINIGAO 2: Seja y = f(x), Entao a diferencial de x; denotada por dx,
e dada por;
dx = Ax.
Podemos, entao, escrever

dy = f'(x)dx. "’
OBSERVAGOES:
i) Da dltima relagdo segue~se que
.
dx

= f'(x),

isto e, f'(x) pode ser visto como a razao da diferencial de uma

funcao pela diferencial da variavel independente.

ii) Como dy * Ay quando Ax = dx € suficientemente pequeno,
concluimos que a diferencial de y, dy, e o incremento de
¥y, Ay, sao aproximadamente iguais quando dx € suficiente

mente pequeno,
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iii) Geometricamente, temos o seguinte:
Sobre a curva y = f(x), tome um ponto arbitrario M(x,y) e
trace a reta tangente i curva neste ponto. Denote por o o angulo que

a reta tangente faz com o eixo X.

=
0

X /7

Dé um incremento Ax a variavel x. Logo; a funcao mudara de Ay = PN.
Temos, entdo, os pontos N(x + Ax, y) e P(x + Ax, y + Ay).
Do AMNT, temos,
NT = MNtg a

Como MN = Ax e tg a = £'(x), temos NT = £'(x) Ax = dy

Logo, PT = Ay - dy

Note que quanto menor for o valor de dx = 4x, menor sera o va-
lor de Ay - dy.

EXEMPLOS:

2

a) Encontre dy e Ay para a fungdo y = x° e determine o erro

Ay - dy cometido na aproximacdo para:

i) x e Ax arbitrarios
ii) x = 20, 2x = 0,1
iii) x = 20, ax = 0,001
SOLUCAO:
o 2 2 2
i) ay = (x + &x)7 - x7 = 2xAx + Ox
dy = y'ax = 2xAx

Erro = 3y ~ dy = sz

ii) ay = 2.20.0,1 + (0,12 = 4,01 e
dy = 4,00
Erro = Ay - dy = 0,01
iii) ay = 2.20.0,000 + (0,0001)% = 0,040001 e
dy = 0,04
Erro = Ay - dy = 0,000001
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b) Usando diferenciais,estime V28,
SOLUGAO;

Consideremos a fungao y = ¥x.
e g 1 1
Temos y + Ay = VX + AX e dy = y'dx = (x/°) dx = __%7_ . dx.
3x7?

Como o cubo perfeito mais proximo de 28 é 27, tomamos

x = 27 e Ax =1,

]
=
1]

Portanto, x + Ax = 28 , dx = Ax

L
3Ven? 27

Entao Y28 =y + Ay e, como Ay = dy, temos

dy =

V38 =y +dy = 3 + —— = 3,037
27

0 valor de. V28 com trés casas decimais é 3,036.

¢) Uma caixa de forma cubica tem 40 cm de aresta, sendo que
esta medida € dada a menos de um erro de + 0,5 cm. Dar uma estima-
tiva para o erro cometido quando se calcula o volume do cubo por
V= (40)3cm3.
SOLUGAO:
Sabemos que o volume de um cubo de aresta x € dado por
V(x) = x3
Quando x € modificado para x + dx, o acréscimo no volume &
AV = V(x + dx) - V(x).
Mas, AV = dV = V'(x)dx = 3x’dx.
Quando x = 40 e dx =+0,5 , temos
dV = 3.1600.(x0,5) = 2400 e

o erro cometido € aproximadamente = 2400cm?®

PROPRIEDADES: Temos as seguintes formulas diferenciais:

i) d(c) =0

ii) d(cu) = cdu
iii) d(u + v) = du + dv
iv) d(uv) = udv + vdu

v) af u - vdu —zudv
v v

vi) d(u") = nu™ 1du
n) - nxn-—1dx

onde u e v sao fungées de x diferenciaveis, c é constante

vii) d(x

e n e um expoente racional,
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EXEMPLOS :
a) Sey = 2x3 + 4x + 9, ache dy.

SOLUCAO:
dy = 6x2dx + bdx = (6x2 + 4)dx
3x ’
b) Se y = —=———— , encontre dy.
2 .
X + 2
SOLUCAO: 9 2 2
iy = (x° + 2)d(3x) - 3xdéx” + 2) (x° + 2)3dx - 3x2xdx
(x2 +2)L (x2 + 2)2
2 2 . : 2
- 3x° + § - éﬁ__ ix = 6 - 3x i
(x2+2)2 (x2+2)2
c) Sey =V3 - xS , ache dy.
5 4
SOLUGAO: dy = d(3 -x7) _ -5x o

B 2 V3 - xs-I B 2Y3 ~ xs-1

DEFINICKO 3: Seja y = £(x), ja vimos que
dy = f'(x)dx
A diferencial da diferencial de uma funcdo € chamada diferen
cial de segunda ordem desta funcao e € denotado por dzy:
d(dy) = d2y, ou seja,
d2y = (dy)'dx = (£'(x)dx)' dx =
= £ () (d0? = £ (dx’.
A diferencial de ordem 3 de uma funcdo é a diferencial da di
ferencial de segunda ordem, ou seja,
d3y = d(dzy) = [f”(x)dle'dx = f"'(x)dx3.
Generalizando; a diferencial de ordem n e a diferencial da dife-
rencial de ordem (n - 1), ou seja, 7
d% = f(n)(x)dxn

EXEMPLOS:
a) Se y = 9x5 - 7x4 + X - —3—, ache d2y
x
SOLUCAO:
Temos y' = 45x4 - 28x3 + 1+ 22 . Logo,
x
d2y = y"dx2 = (180x3 - 84x2 - 43 )dx2
X

'b) Se y = cos5x, ache dzy.
SOLUCAO:
Temos y' = -5sen5x

Logo,

2

d%y = y”dx2

= (-25cos5x)dx2
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1. Nos exercicios abaixo, encontre dy:

a) y =8 - 3x2 + X

b)
c)

d)

e)

£)

g)

y

y

h) y

i)

i)
1)

]

5

V16 - x2
x; Vx3 + 9
2
X

Yx + 1
/ X -3
x + 3
/Gx + 4 i V;2 - ?

~-X2
e

cotgx + cossec X
1 - x

L —
1T +x

xLx - x

S x
arc sen ——
8
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2. Nos exercicios abaixo, use diferenciais paraencontrar um valor

aproximado para a quantidade dada:

a) /101"

b) ¥82"

c) V7,5

d) ¥17°

e)

1

Y15
£) ¥0,042'

g) cosb10

h) tg44o

i) a2

) 10,9

1) arc tg1,05
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3) Nos exercicios abaixo, encontre dy e Ay para as fungoes dadas,

usando os valores x e Ax indicados. Determine o erro Ay - dy:

a) y = 3x2 + 1 , x =1, Ax =0,1
3
b) y =x + 1 , x=-1, ax = 0,1
c)y='2 , x =2, ax = 0,01
x
X + 2
d) y = —— , x=0, ax =-0,03
x + 2
9
e) y = , x=9, asx=0,1

4) A altura de um cone circular reto € constante e igual a 2m.
Se o raio da base é aumentado de 100 cm para 105 cm, ache o

crescimento aproximado do volume do cone.

5) A medida de um lado de um cubo e 15 cm, com uma possibilida
de de erro de 0,01cm. Usando diferencial, encontre o erro a

proximado no calculo do : a) volume b) area de uma das faces.

6) A forca atrativa entre particulas eletricas de cargas opos-

k " .~ .
7 onde x e a distancia entre as
X

tas é dada por F(x) =

particulas e k € uma constante, Se x cresce de 2%, ache a

porcentagem aproximada de decréscimo de F.

7) Nos exercicios abaixo, calcule dzy:

a) y = 8x7 - x4 + 5% =~

b) y =v1 - x?

c) y = L(2x2 + 1)
d) y = e-2x2
2 -x
e) y=x"e
1)y = (x + )

Lx

f) y = arc tgx

g) y = sen x Lx m) y

1

h) arc sec

«
i

x + 1

i) y = 10g3(sen xz)

i) g = SX3+2X
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CAPTTULO 4: APLICACOES DA DERIVADA

4.1. TFOREMAS DE VALOR MEDIO

TEOREMA 1 (ROLLE -~ 1652/1719) = Seja f(x) continua em [a,b] e derivavel
em (a,b) e que f£(a) = £(b)=K, Entao existira pelo menos um

ponto X tal que f'(X) = 0.

y

f(a)=£f(b) 1

m———————f

]
[}
1
!
]
'
|
'
'
T

%
x4,
o

»

N
w

DEM: Caso I - Seja f(x) constante em [a,b]. Entdo em todos os pontos

de (a,b) f'(x) sera zero.

Caso II - Sejam M > m respectivamente o maximo e o minimo de
f(x) no intervalo [a,b]. Como f é continua em [a,b]
existirao X, e X is que f(x,) =Me f(x ) = e

Xy o tais que (xM) fxp) = m
pelo menos um dos xn e x nao coincidira com os ex-
tremos a e b. Sem perda de generalidade seja esse o

ponto x,. Mostremos que f'(iq) necessariamente tera
R r
que serzero. Observe que

f(zM + bx) = f(;M), para todo ax

f(%'1 + Ax)-f (ZM)' 5 0, para todo ax

Portanto, se Ax # 0 temos

f(iM + bx) - f(EM)
: -5 0, 4x >0

Ax

f(xM + Ax) - f(xM)

Ax

20

y 4x <0 3

essas desigualdades implicam que
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- f(x}[+ 4x) - E(XN)
ilm . £ 0
x> 0 AX
g £(x,, + Ax) - £(x.)
tim S Ty - O

x> 07 Ax
Usando a hipotese de que f'(Eﬁ) existe, os limites acima devem
ser iguais, o que acontecera somente se ambos forem zero. C.Q.D.
TEOREMA 2 (Cauchy) - Sejam f(x) e g(x) continuas em [a,b] e derivaveis em
(a,b) com g'(x) # 0 em (a,b). Existira, entao, pelo

menos um ponto x ¢ (a,b) tal que

£(b) - f(a) £'(x)

g(b) - g(a) g'(x)
DEM: Seja 9(x) = i(x) - F(a) - X =£@) (o) _ 4(a)] m
g(b) ~ g(a)

Observemos que g(b) - g(a) # 0, pois, caso contrario, g(b) = g(a),
donde decorreria pelo Teorema de Rolle que existiria x ¢ (a,b) tal
que g'(X) = 0, contrariando uma hipotese deste teorema. A  funcao
Q(x) esta bem definida,

Substituindo-se x por a e b respectivamente, verificamos que
Q(a) = Q(b) = 0, Pelo Teorema de Rolle existira x « (a,b) tal que
Q'(x) =0

Portanto, derivando (1) e igualando a zero teremos

f’(;) _ f(b) - f(a) g)(;) =D
g(b) -~ g(a)

Resultando,

B | _£0) - £
g' (%) g(b) - g(a)

€.qQ.D.

TEOREMA 3 (Lagrange) - Seja £(x) continua em [a,b] e derivavel em (a,b) ‘ie-. .-

entao existira X € (a,b) tal que _. . i 1
£(B) - £(@) = £') (b - a) .
ol /4;
'DEM: Exercicic {use o teorema de Cauchy) . 2 -
EXEMPLOS: e -
BT R 3 -

a) Mostre que f(x) = x3 -x, x€ [=1,1] satisfaz as hipoteses do '

Teorema de Rolie e determine todos os X em (-1,1) tais que f' (x)=0.
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SOLUGAO:

) £@a) = (1) = (=17 = (=1 = =1+ 1 =0
EB) =£(1) = 1" =1=1~1=0
ii) £(x) = x> - x éum polinomio e; portanto; é continua em [-1,1] e

derivavel em (~1,1),

iii) Calculo de x
£ (x) = 3x% = 1

fWD3Q—1=O@§2=ﬂ?=_L3;ﬂ_1=i@
3 Y3 3
— ,/3' —_ ‘/3'
Portanto teremos x, = e X, = = ————
1 2
3 3
y
x
. o .
-1 ;' : 1 X
2

grafico de x* -~ x

5

X

b) Se f(x) = , MOStre que nao existe nenhum X tal que

£(4) = £(-1) = £'(xX)[4 - (-1)]. Por que isso ndo contradiz o

Teorema de Lagrange?

SOLUGAO:
£(4) = e 1; £(-1) = e ok, Temos
4 -4
que mostrar que nao existe X tal que
R { O R { C DI IS S
5 5
Mas £'(x) = -~ , £'(0) = -
X x?2

como f'(x) < O para todo x # O resulta que £'(x) nio pode ser

igual a 1 nunca.

4 a3 _r
Como f(x) = ¥ nao e derivavel no ponto x = O,pertencente
ao intervalo [-1,4], uma das hipoteses do teorema de Lagrange
nao esta satisfeita para este exemplo. Portanto a sua conclusao

nao necessarlamente deve valer.
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¢) Usando o teorema de Cauchy, calcule lim -l
x>0 x
SOLUCAO:
As fungoes f(x) = senx e g(x) = x sao continuas em [-K,K] e de

rivaveis em (-K,K), com K> 0. Sejam a = 0 e b = xjentao existe X

tal que
sen x - sen 0 _  (sen x)' x =X
x -0 (x)'x = x
ou, senx _ COSX
X 1 .
. sen x <
Portanto, lim ———— =-lim COS X - cos 0 =1

x>0 X x>0 1

OBS.: veremos mais casos desses no capitulo Regras de L'Hospital.

EXERCICIOS 4.1.
1. Se f(x) = iXI, mostre que f(~1) = £(1) porém £'(X) = 0 para todo

X em (-1,1). Por que isso nao contradiz o Teorema de Rolle?

Y, —
2. Se f(x) =5 + 3(x - 12 ° , mostre que f(0) = f(2), mas £'(x) = O
para todo o xe (0,2). Por que isso nao contradiz o Teorema de

Rolle?

3. Mostre que f satisfaz as hipoteses do Teorema de Rolle no interva

lo indicado e determine todos os numeros x em (a,b), tai que
£'G) = 0,
a) £(x) = 3x> - 12x = 11, [0,4) &) %) mxs = 3% ., [6,3)
B) £(x) = 5 - 12x - 2x> , [-7,1] @ £() =vx (> = 1), [0,1]
c) f(x) = xA + 4x2 +1 , [-3,3]

£) £(x) = x> - 3x2 -x+ 3, [-1,3]
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4. Determine se a funcao satisfaz as hipotese do Teorema de Lagrange
no intervalo [a,b] indicado e, em caso afirmativo, determine todos

os x € (a,b) tais que f(b) « £(a) = £'(x)(b ~ a).

a) £x) = % + 1, [-2,4] &) £&x) = 3% + 5x° + 15%, [-1,1]
. '
b) £(x) = x + —, [1,4] &) £() = —1— [0,2]
X (x - 1) .
c) f(x) =4 +vVx ~ 1, [1,5]) £) £(x) = lx - 3I’ [-1,4]

5, Mostre que, se Q.(x) e a funcao definida na demonstracao do Teorema
de Cauchy , entao Q (x) € a distancia (medida ao longo de uma ver-
tical com intercepto~-x igual a X) entre o grafico de f e a reta

passando por (a;f(a)) e (b,£(b)).

6. Usando o Teorema de Cauchy, calcule os limites abaixo:

tg x 1 = eF
a) lim —Bx c) lim g
x*+ 0 b'd x>+ 0 >4
2 .
x>0 cos X X > 7 T - X

4.2. FUNGOES CRESCENTES E DECRESCENTES

Pelo fato de a primeira derivada poder ser interpretada como a
tangente do angulo de tangéncia de uma reta a uma curva no ponto
dado por (a,f(a)), ela podera ser utilizada para a analise da ta-

xa de crescimento de uma funcao.

TEOREMA 1: Seja f uma funcao continua em [a,b] e derivavel em (a,b).

i) Se £'(x) > 0 para x e (a,b) entao f é crescente em [a,b]
ii) Se £'(x) < O para x e (a,b) entao f é decrescente em [a,b]

DEM: Suponhamos que f’(x) > O para xe (a,b) e sejam X, ex, (x1 < x2)

pontos de [a;b]. Aplicando o Teorema de Lagrange teremos:
(x.) = = £f'(x -
f‘xz) _f(x,) £ (x)(x2 xl) ~
para algum x € (a,b). Como, por hipotese, f'(x) > 0 e Xy > X,
resulta que f(xz) - f(x1) > 0, ou, f(xz) > f(x1), caracterizando
f como uma funcao crescente em [a,b].

A demonstracao da parte (ii) fica como exercicio.

As figuras a seguir mostram a relacao entre funcoes crescentes e
decrescentes e o sinal de sua primeira derivada no intervalo de in-

teresse:



.122.

(c) . (d)

f crescente f crescente f decrescente f decrescente
f' crescente f'decrescente f' crescente f' decrescente
£'> 0 f'>0 f'< 0 f'< 0

Podemos notar que em ambos os casos (a) e (b) a tangente a cur-
va é positiva, caracterizando, pelo teorema 1, casos de ‘fungoes
crescentes.

A diferenca mais importante entre os casos (a) e (b) € que, co
mo veremos adiante, a tangente a curva (numericamente) cresce no ca
so (a) e decresce no caso (b).

Nos casos (c) e (d) temos uma situacao oposta, pois ambas as
funcoes sao decrescentes, sendo que no caso (c) a primeira derivada
(tangente a curva) cresce e no caso (d) a primeira derivada decres-

ce.

EXEMPLOS:
a) Se f(x) = x> +'x2 - 5% - 5, determine os intervalos de cres
cimento e decrescimento de f.
SOLUGAO:
Pelo Teorema 1, bastara os valores de x para os quais f'(x) > 0
(crescente) e f’(x) < 0 (decrescente).
Impondo a condicao f'(x) > O teremos;
£ (x) = 3x2 +2x - 5=(3x + 5 - 1) >0

Resolvendo a inequacao teremos o quadro abaixo:

Intervalo 3k +5 | x - 1 f£'(x) f
5
(- , = —) - - + crescente
3
5
-— 1) + - - decrescente
3
(1, = + + + crescente
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5 ~ . .
onde os valores - —— e | sao obtidos pelas equacoes
3 §

.-
3

3 +5=0 = x =-

x=1=0 = x =1
Esses pontos sao chamados pontos criticos de f.

Uma outra ilustracao feita pela figura abaixo.

/ \ /

L.
|

1

uﬂun——

b) Se f(x) = e?xz, estude os intervalos de crescimento e decres
cimento de f.
SOLUGAO:
f1(x) = _axa" %" s £1(x) > 0 <« 2ze™" 5 0

x? . .
e sempre positiva, decorre que

Como e
-2x >0+ x <0
Portanto se x < 0, f'(x) > 0; decorrendo que para x < 0 a funcao
f e crescente.
De forma analoga, £'(x) < 0 &= ~2xe X ¢ 0 < -2x<0 &

<> x > 0, Portanto, se x > 0, a funcao f sera decrescen

te,
Resumindo teremos:

—-x?
Intervalo =-2x e £1(x) f
(- »,0) + $ + crescente
(0,+ @) - e - decrescente

—t-

0

P : 5 2 .
Na verdade, o grafico da fungdo dada por f(x) = e~ ¢ como

mostra a figura a seguir:
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¥) Estudar os intervalos de crescimento e decrescimento da
funcao dada por f(x) = senzx
SOLUGAO:
A primeira derivada fica f'(x) = 2senx cosx e o quadro abaixo re-

sume os sinais dos fatores, da derivada e o tipo de crescimeanto de f.

Intervalo 2senx cosx f'(x)=2senxcosx £
& ) v

(0,—) + + + crescente

=M + = - decrescente
2
- m

(m, - ) - - + crescente
3%

( ,27m) - + - decrescente

Na realidade o grafico de f(x) = senzx fica

W e

N
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EXERCICIOS 4,2,

1. Indique os intervalos em que £ € crescente ou decrescente e obte-

nha os pontos (abscissas) em que f'(x) = 0., Esboce o grafico de f.

a) f(x) =5 - 7x = 4x2 d) f(x) = 6x2 - 9% + 5
b) £(x) = ¥ (8 - x) e) £(x) = x*%e2 - 4
c) f(x) = 2x3 + x2 - 20x + 1 f) f(x) = x3 + 3

X

2, Calcule os valores de x tais que f'(x) = O,

¥x3 - 9x

a) f(x) =
X2
b) £(x) = ———
VYx + 7
) £(x) = 2X=3

X + 3

3, Calcule os valores de x tais que f" (x) = 0.

a) £ = e™*
3 2
b) f(x) = 2 - x
6
c) f(x) = Lx.

4.3. EXTREMOS DE FUNCOES

4.3.1, EXTREMOS ABSOLUTOS —~ Consideremos uma funcao continua em [a,b],

cujo grafico é exibido abaixo.

y

CZ C3 Cl; /:’\ C6C7
1 5 i—\\j/)/ C5 i ii *
k ! 1 ! 'b

[}
(2]

Vamos caracterizar e definir pontos desse grafico tais como

Cys Cor-vesCqs 0 que de comum possuem essas abscissas? Vejamos que -
a fungdo nesses pontos muda o sentido do crescimento. Em Cys por

exemplo, ha uma brusca mudanca de crescimento para decrescimento.

Nos demais pontos as mudancas de sentido de crescimento é suave.
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Se analisarmos pela primeira derivada vemos que em <y ela nao

existe e em c como a tangente a curva nesses pontos &

21’C3:!' '9C4’

horizontal, a primeira derivada e zero.

DEFINIGAO {1: O ponto ¢ do dominio de uma funcao f é dito ponto critico de

f se uma das duas condicoes (i) e (ii) for satisfeita:

i) £f'(c) existe e é zero.

ii) f'(c) nao existe,

DEPINIGAO 2: Seja f definida num intervalo I e ¢, um ponto em I.

i) f(co) é méximo'abscluto em I se £(x) s f(co), xe I

[V

ii) f(co) é minimo ~absoluto em I se f(x) f(co), xe I

casos em que ¢ € dito ‘ponto de maximo absoluto e ponto de mi-

< .-
“nimo ~absoluto em I, respectivamente,
et

OBSERVAGAO:

Os conceitos de maximo e minimo absolutos sao relativos a um
dado intervalo; portanto uma caracteristica global, em oposicao aos
conceitos de maximo e minimo locais que veremos adiante.

Quando queremos nos referir indistintamente a maximo e minimo

absolutos diremos extremos absolutos.

EXEMPLO:

Analisar a funcdo f(x) = 1 10 intervalo (~wy+o ) = {0} com
X

com relacdo a maximo e minimo absolutos.,

SOLUGAO:
Com excecao do ponto x = 0 a funcao 1 & continua e derivivel,
x
A derivada é - 12 suma funcao sempre com valores negativos e, por
x

tanto, a funcdo f é sempre decrescente. De fato, examinando o grafi

co dessa funcao temos:
y

1
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Notemos que- 1im N = +©° e que lim .

- = : §
x> 0 X x>0 p <

. - - 1 ~ 5o e i .
isto- e, a funcao ~—— nao € limitada nem acima nem abaixo. Dire-
X

mos entao que essa funcao nao possui extremos absolutos em R*,
Se o problema fosse a determinacao dos extremos absolutos de
—— no intervalo (1,+«) entdo o mdximo absoluto também nio existiria
pois f(1) = N pode ser considerado pelo fato do ponto 1

1
ndo pertencer ao intervalo. De modo anilogo essa funcdo nesse inter—
valo nao possui minimo absoluto, pois ela & sempre decrescente para
zero sem nunca atingi-lo.

Se o problema fosse o -calculo dos extremos absolutos no

intervalo [~1,~- L ] entao o maximo sera M = f(-1) = . .
2 -1
o minimo absoluto sera m = f(- —l—) . -2, e os pontos -1 e
2 -1
2
=l sao, respectivamente, os pontos de maximo e minimo absolutos
2

em relacao a [-i,— —1—].
2

OBSERVAGAO:
Como vimos pelo exemplo acima € muito importante o tipo de in-
tervalo quando se deseja uma analise a respeito de pontos extremos

absolutos.

TEOREMA 1: Se uma funcao e continua num intervalo fechado [a,b] entio f
admite seu maximo e seu minimo pelo menos uma vez em [a,b].
(Sem demonstracgao),

OBSERVAGAO:

Este teorema é extremamente simples de se entender e até ja o
utilizamos na demonstracao do Teorema de Rolle, Porém a sua prova
remonta na propria conceituacido de nimeros reais como um corpo or
denado completo, assunto de topologia dos reais que transcende os
objetivos mais aplicados deste curso, O estudante mais interessa-
do pode ler por exemplo (LIMA, E.L. - Elementos de Topologia ge-

ral, Ao Livro Técnico, Rio, 1970).
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4.3,2, EXTREMOS RELATIVOS:

DEFINIGAO 1: Seja c um ponto do dominio da funcao f.

i) f(c) é maximo relativo (ou local) se existir um intervalo

aberto (a,b), contendo c, tal due f(x) s f(c); ¥xe (a,b)

ii) £(c) é minimo retativo (ou local) se existir um intervalo

aberto (a,b), contendo c, tal que f(x) 2 f(c); ¥xe (a,b).
OBSERVAGAO:
Pela definicdo acima, dado um intervalo I; a funcao f podera
ter varios maximos e minimos relativos; mas apenas um maximo e
um minimo absolutos; quando os tiver.
Algumas vezes os extremos relativos (maximos ou minimos re-

lativos) poderao coincidir com os extremos absolutos.

TEOREMA 1: Se uma funcdo f é derivavel em ¢ e tem um extremo local nesse
ponto entao f'(c) = 0.
DEM:
Provemos pela contrapositiva, isto é; neguemos a tese e concluamos
pela negativa das hipoteses.

Suponhamos que f'(c) » 0, por exemplo. Entao, pela definicao de

derivada, .
lim f(x) ~ £(c) . >0
X > C X = C

Pelo teorema da permanéncia do sinal, existe um intervalo (a,b)
: f(x) - £(c) 0

X - C

contendo c tal que o quociente

Desse ultimo fato decorre que:

i) Se x > c entao f(x) » f(c)

ii) Se x < ¢ entao f(x) < £(c)
resultando que f£(c) ndo é ponto extremo, contradizendo a hipotese
do teorema. A mesma conclusao chegariamos se fizéssemos inicialmen
te f'(c) < 0. C.Q.D.

OBSERVACOES:
i) Portanto, a condicao f'(c) = 0 € necessaria para que a fun

cao derivavel em ¢ tenha nesse ponto um extremo relativo.

ii) Convém salientar que se f nao for derivavel em c, ela pode
ra ter um extremo nesse ponto, como msotra a funcao f(x) = le,
fazendo ¢ = 0, Nesse caso 0 € um minimo relativo (e também abso-

luto) e, no entanto, essa funcao nao e derivavel nesse ponto.
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iii) Resumindo podemos concluir que para uma funcao continua
em [a,b] ter um extremo relativo em c, de duas uma, ou f'(c) =0
ou f'(c) nao existe, Portanto, temos uma regra a seguir na busca
de pontos extremos relativos,

EXEMPLOS :
a) Seja f(x) = x3 -~ 12x; determine os extremos absolutos no in-
tervalo [~3,5). Esboce o grafico de f.
SOLUGAOQ:
A regra para se determinar os extremos absolutos de uma fungao

continua num intervalo fechado [a;b} é;
i) Obter os extremos relativos,
- 1i) Calcular f(a) e £(b),

iii) M, o maximo absoluto; sera o maior dos maximos relativos e
dos f£(a) e £(b),
m, o minimo absoluto, sera o menor dos minimos relativos e
dos f(a) e £(b).
Obtendo os extremos relativos determinemos os pontos criticos de
£, isto €, os pontos CysCgsvreyc que anulem a primeira derivada ou

que esta nao exista,

£'(x) = x? - 12 = 3(x2 -4) = 3(x =~ 2)(x + 2)
Como f'(x) existe para todo x em (~3,5) os pontos criticos de

vem satisfazer a condigdo f*(x) = 0, Entao,

3(x = 2)(x +2) =0
— {x = 2
X = w2
Pela continuidade de f em [-3,5] e pela discussio acima obte=-
remos 08 extremos absolutos entre os valores:
£(2), £(-2), £(~3) e £(5)
Mas,
£(2) = (2)3 - 12(2) = 8 » 24 = =16 = m(minimo absoluto).
£(-2) = (=2) = 12(<2) = -8 + 24 = 16
£(=3) = (=3)% = 12(=3) w=27 4 36 = 9
£(5) = (5)3 = 12(5) = 125 = 60 = 65 = M(miximo absoluto),
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Marcando outros pontos obteremos o seguinte grafico:

y
651-~=—=-=---
I““'16 f(x)=x3-12x
SedEEa
5 2 . 5 x
V3 .

b) Se f(x) x3, mostre que f nao possui extremo relativo.
SOLUGAO:
Como f'(x) = %% > 0 para todo x, a funcao sera sempre crescente.
Ora, como num ponto extremo relativo o tipo de crescimento muda,
essa funcdo nao possui extremo relativo. -
No entanto vemos que £'(0) = 3(0)2 = 0, mostrando, com esse exem
plo que a condigao f'(c) = 0 & apenas necessaria mas ndo suficien-

te para que ¢ seja um ponto de extremo relativo.

c) Determinar os pontos criticos de f(x) = (x + 5)? Vx - 4.
SOLUGAO: .

Derivando f, teremos:

- : 2
2(x + 5) Vx - 4 + (x + 5)2—%—(x - 4)" 3

£'(x) =
1 2 1 - L
=2(x + 5)(x - 4)3 + (x + 5)" —(x - 4) 3
3
5)(7x ~ 19
- LEL xz ) (comprove!!!)
3(x - 4)3
Consequentemente f'(x) = 0 se x = -5 ou se X = - . A derivada
7
£'(x) ndo existe para x = 4; portanto f tem os pontos criticos
19
¢y = -5 ¢, = —;—— e cq = 4

EXERCICIOS 4.3.

1. Determine os extremos absolutos de f nos intervalos indicados:

3

a) f(x) =5 - 6x2 - 2x7; [-3,1]
b) £(x) = 3x> - 10x + 7;  [-1,3]
=1 - < : [-1,8]

c) £(x)
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&) £l =5 = 5% = 4y 10,2

Vs . : .
2, Prove que f(x) = xé nao possul extremo relativo.

- - - . 2
3. Prove que f(0) e minimo relativo de f(x) = x/a.
4, Seja f(x) = ‘2 ; mostre que nao existe extremo relativo. Esboce
X

o grafico; prove que f € continua em (0,1) mas que nao possui nem ma
ximo nem minimo nesse intervalo. Por que isso nao contradiz o Teore-
ma 1 de 4.,3.%2

5, Determine os pontos criticos das fungdes:

a) f(x) =="4x3 ~3x + 2

b) g(x) = 2x €5
c) s(t) = 2t3 + tz - 20t + &
d) K(z) = 423 + Sz2 ~ 42z + 7
1
e) £(z) = /%2 - 16
£) G(x) = ﬁz‘-'—3—
x° -9

6. Prove que uma funcao quadratica tem exatamente um ponto criti-

co.

n . i : .
7. Se f(x) = x , onde n € inteiro positivo. Prove que f ou tem
um, ou nenhum extremo relativo em (-» , =), conforme n seja par ou

impar, respectivamente. Esboce graficos que ilustrem cada caso.
mpar, P q

4.4, CORDICOES SUFICIENYES PARA EXTREMOS RELATIVOS DE FUNGOES CONTINUAS

TEOREMA 1: Seja ¢ um valor critico de f em (a,b). Seja ademais f conti-
nua em [a,b] e derivavel em (a,b), exceto, possivelmente, em

c,

i) Se f7(x) » 0 para a< x <ce f?(x) < O parac< x< b, en-

tao f(c)- € maximo relativo em c.

ii) Se f'(x) < 0 paraa< x <ce f*(x) > 0 para c< x < b, en-

tao f(¢) e minimo relativo em c,
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. . : £ 0,0 £'50
Y 1£150 £1<0 £'>0{£% 0 Y le<0i£>0 g

N . 7 R

c, c b X
1 2
af'(ci) ﬁfl(cz) af'(cj) ﬁf'(cz)
DEM:

Seja ¢ um ponto critico de f, digamos ¢, ou c, dos graficos acima,
isto €, ou £'(c) nao existe ou f'(c) = 0,

Se a funcao se comporta como em (i) entao ela € crescente em
[a,c]) e decrescente em [c,b], Portanto, f(x) < £(c) para todo

x € (a,b) diferente de c. Portanto f(c) é maximo relativo.

0 caso (ii) prova-se de modo parecido.
EXEMPLOS:

a) Determinar os extremos relativos de f(x) = x3 + x> - 5x - 5.
SOLUCAO:

£'(x) = 3%% & 9% -5 = x - Dk + —2—). Se f'(x) = 0 entao, ou
3

Montemos o quadro abaixo:

Intervalo £'(x) = (x - 1D(x + 2 f(x) = x? + x2 - 5x -5
3
5
(o ,- —) >0 crescente
3
5
(- —, 1) <0 decrescente
3
1, o) >0 crescente
Pelo Teorema 1 , - 2 éum ponto de maximo relativo e

3

o ponto 1 de minimo relativo,

1
b) Determinar os extremos relativos de f(x) = xb(g = %)

Esboce o graiico de £,
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SOLUGAO: , .
1 -5 i 8 - x y 8 - 4x
Fl(x) =—x ¥ (8 -~ x) + x" (1) =-—-——-x"=———7——2 .
3 3£ﬁ 3x

Os pontos criticos sdo x = 2, pois £'(2) =0 e x = 0, pois A£'(0).

Utilizemos o Teorema | para analisar extremos relativos.

2/
Intervalos 2 - x x? £f'(x) £
(0, 0) + - + crescente
0,2) - + + + crescente
(2,+=) - + - decrescente

_Pelo teste da primeira derivada (Teorema 1) o ponto critico

x = 2 é de maximo relativo. O valor desse maximo sera:
1s
£(2) =27 (8 «2) =6¥Z =7,6

0 grafico dessa funcao fica:

y

7,61
1
- § ()’ (B

[ S

8\\ X

0 ponto critico x = O nao e de maximo nem de minimo, pois a

primeira derivada nao muda de sinal numa vizinhanca de zero.

2
c) Determine os extremos relativos de f(x) = xb (x2 - 8).

Esboce o grafico,

SOLUGAO:
' 2 = 1 2 ZA
£'(x) = — x T (x° - 8) + x"(2x)
3
2
= —§£Z§::—El— (verifique!!!)

3x
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Os valores criticos sdo, portanto, -v 2, ++ 2 e O. Estudaremos o
sinal de f’(x) nos intervalos (~= ,- v2),(~ v2,0), (0,/2) e (VY2,+=).

Intervalo x2 -2 x/3 £ (%) f

(- ©,-v2) + - - decrescente em (-w= ,-/2]
(-¥2, 0) - - - crescente em [-YZ,0]
0,+ v2) = + - decrescente em [0, {Z]
(+/Z, <) + + + crescente em [{Z,+w)

Pelo Teorema 1, f possui um minimo relativo em x = —/2, um maxi
mo relativo em x = 0 e outro minimo relativo em x = +/2.

Os respectivos valores da funcao serao, respectivamente:

f(/2) =-6¥2, £(0) =0 e £(+/2) = -6 V2.

0 grafico dessa funcao fica:

2
\ /2 | /7 / £ (x)=x(x2 -8)

X

—6V 2

EXERCICIOS 4.4,
1. Determine os extremos relativos pela primeira derivada.
y/ 1
3
a) f(x)=x/ + 4x?

= <P (s -
b) £E) = = (8 =) g) £(x) =3x - 9x
3 3 2
X
ﬁ‘

<) B =& T h) £(x) =

b'e =X X + 7
d) £(x) = 2 %€ 2
* i) flx) = 2*3
2 X - 1
e) f(x) = 10:<3(x - 1)
£) f(x) = 43:3 = 3xA
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2, Esboce o grafico de uma funcao derivavel que satisfaca as se-

guintes condigoes:

£7(=5) = 0; £°(0) = 0; £'(5) =0; £'(x) > 0 se |x|> 5 e
£'(x) <0 se 0 < |x| <5,

3. Determine os extremos relativos de f'(x), Descreva os interva-
los em que f' e crescente ou decrescente. Esboce o grafico de
f e relacione a variacao do coeficiente angular da tangente a
curva com a variagao de f'(x).

4 2

a) £(x) = x* - 6x b) £(x) = 4x° 4

- 3x

4, Seja f(x) = ax3 - bx2 + c¢x + d; determine a,b,c e d tais que

f tenha maximo relativo em (~1,2) e minimo relativo em (1,-1).

5. Seja f(x) = ax4 + bx3 + cxzé dx + e; determime a, b, ¢, d, e
tais que f tenha maximo local em (0,2) e minimos locais em
(-2,-14) e (2,-14).

4.5, CONCAVIDADE E A SEGUNDA DERIVADA

DEFINICAO: Dizemos que f, derivavel em ¢, tem nesse ponto uma concavidade
para cima se existir um intervalo (a,b) contendo ¢ tal que

f'(x) e decrescente.

Dizemos que f, derivavel em c, tem nesse ponto uma concavida-
de para baixo se existir um intervalo (a,b) contendo ¢ tal

que f'(x) e decrescente,

(a) X () X

Os graficos acima mostram duas fungoes concavas para cima em to-
dos os pontos de seus dominios. O caso (a) mostra um caso de concavi-
dade fraca. Notemos que as tangentes a curva giram no sentido anti-ho
rario de uma forma lenta, Pela interpretacao geometrica da primeira
derivada diriamos que a funcao f£*(x) no caso (a) é lentamente crescen

te'
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0 caso (b) exibe um exemplo de concavidade forte para cima e
isso se faz refletir no crescimento rapido da primeira derivada
dessa funcao,

EXEMPLO:
As fungoes f(x) = x> e g(x) = <! ko ambas concavas para cima em

todos os pontos de seus dominios, Como £'(x) = 2x e g'(x) = 4x3 po-
demos comparar as concavidades dessas duas funcoes. Os graficos de

£ (x) e g’ (x) sao:

y y
304 50]

20 20 ;

J

10 10 !

1

) 2 ~— T ! 2

Para se saber qual das duas fungoes f'(x) ou g'(x) crescem mais
rapidamente precisamos saber, por exemplo, para que valores de x a p;i

meira derivada de f'(x) é maior que a primeira derivada de g'(x).

Isto e,
(£ > [g' )] e £ (x) > g" (x) o> 2 > 122 >
= x2 < —l—
6
Portanto para - —— { x £ + ! f'(x) cresce mais rapido que
Y6

g'(x) e consequentemente, pela analise de £'" (x) < g'" (x), con-
. 1 1, .
cluiremos que para x < - —— ou X > + — f'(x) cresce mais len

tamente do que g'(x). /e V6

Com relacao as fungoes originais f(x) = x2 e g(x) = xa con
1

; 5 1 - 2 .
cluiremos que no intervalo (- ———,—:;) a funcao x~ tem concavida
. ) 4 . .
de para cima mais forte do que X , Em contrapartida nos demals
pontos de seus dominios a situagao se inverte, isto e, f(x) € me
nos concava para cima do que g(x), Ao desenhar os seus graficos

- essas carcteristicas ficam evidentes, como mostram os graficos a

seguir:
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TEOREMA :

Seja f uma funcao e c um ponto de seu dominio em que f" (c) exista.
i) Se £ (¢) > 0, entdo f é concava para cima.

ii) Se £'" (c) < 0, entao f é concava para baixo.

DEM: Exercicios (use a definigao de concava para cima e para baixo).

DEFINICAO: Um ponto (c,f(c)) do grafico de f, continua e definida em
(a,b) contendo c e dito ponto de inflexao se uma das condigoes

abaixo fica satisfeita,

i) Para a < x < c, £?(x) e crescente e para c < x < b, f'(x) é

decrescente.

ii) Para a < x < ¢, f'(x) é decrescente e para c< x< b, f'(x)
& crescente.
Ou ainda,

R}
i) Para a< x< ¢, £ (x) >0 e parac< x< b, f'" (x) < 0.

; .
ii) Para a< x< ¢, £" (x) < 0 e para c < x < b, £" (x) >0,
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OBSERVACOES :

i) Os pontos A,B,C,D indicados no grafico anterior tem todas
as condicoes para ponto de inflexao. Em todos eles a declividade
das tangentes a curva (primeira derivada) passa ou de crescente
para decrescente (A e C) ou de decrescente para crescente (B e D).

Com relacao ao sinal da segunda derivada esta passa de po
sitiva para negativa nos pontos A e C e de negativa para positi-

va nos pontos B e D.

ii) Motemos que nos casos A;C-e D, estes correspondem a pon-
tos em que a fungao f'(x) € derivavel (sofre variacio suave) en-
quanto que no caso B, este corresponde a um caso em que a func¢ao
f'(x) nao é derivavel (sofre variagao bruta)., Portanto, nos pom-
tos A,C e D a derivada f" (x) se anula, enquanto que no ponto B
f!' (x) nao existe,

Concluindo temos, entao, um critério para encontrar pon-

tos de inflexao, quais sejam,

i) Obter os pontos x em que f*' (x) nao existe.
ii) Obter os pontos x em que £ (x) existe e é zero.

que, apesar de nao serem suficientes, sao condigoes necessarias.

EXERCICIOS 4.5.

1. Discuta os tipos de concavidade e pontos de inflexao das funcoes.

a) £(x) = x3 - 2x% e x 41
b) £(x) = x* _4x 4 6
c) f(x) = x3 . le2 + 25x = 50
d) £(x) = 8x> - 2x/4
e) f(x) = (x + &) VX
x
£) £(x) = .

4.6. EXTREMOS RELATIVOS E A SEGUNDA DERIVADA

TEORFMA 1: Seja f derivavel num intervalo (a,b) contendo ¢ e que f'(c)=0.
Entao,
i) Se £'" (c) < 0, entao f tem um maximo local em c.

ii) Se £" (c) > 0, entao f tem um minimo local em c.
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e ““‘\\\\\ \W‘\\\\§_¥A__,,,//’/

o4 ]

f'(c)=0§f"(c) <0 £'(c)=03£" (c)> 0

OBSERVAGAOQ:

Este resultado pode ser considerado um dos mais importantes no

estudo de extremos de funcoes. O uso desse teorema pode ser encon-

trado praticamente em todas as ciencias e seu bom conhecimento sera
utilissimo a qualquer engenheiro-agronomo.
EXEMPLOS:

" 3 ; . . .
a) sSeja f(x) = x° ~ Sx ; diagnostique todos os extremos relativos

dessa funcao, as concavidades e os pontos de inflexao.
SOLUGAO:

Condicao necessaria: f'(x) = 0. Impondo essa condicdo a f(x) tere

mos a equacao:

5x% - 15x% =0 (£'(x) = 5x - 15%%)

2
5x*(x% = 3) = 0
Decorre, portanto, que,
x =06oux=~30oux=m+n3

Teste de £' (c):

Seja ¢ = 0 entao f'" (x) = 20x3 - 30x; £"(0) =0
Como f'" (¢c) = 0 o Teorema acira nao € conclusivo (isto é, nao se
aplica) e teremos que examinar a condicao de extremo relativo ou

nao pelo comportamento da primeira derivada.

9
¥/

Intervalo 5% x" -3 £'(x)

(O—E,O) +
(0,0+E) + -

A primeira derivada f'(x), portanto, nao rmuda de sinal ao passar

pelo ponto O, representando que f(x) e decrescente no intervalo

[-€,4€], com € > 0 suficientemente pequeno. Portanto o ponto O nao

e um extremo relativo (nem maximo nem minimo) .
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Examinado Oos Outros pontos Lemos que se C = /3, entao f'" (/=
= 200/ D> = 30(~/D) = 20(-3/3) + 30/F = -30/3 < 0. Pelo teste da

segunda derivada ~/3 € um ponto de maximo.

Para ¢ = +/3, £" (+/3) = +30/3'> 0(£" (x) € uma funcao ‘impar) e,
pelo teste da segunda derivada +/3'é um ponto de minimo.

Para o estudo de concavidade e pontos de inflexao necessitamos co

4

P 2 .
nhecer os pontos criticos de f'(x) = 5x - 15x2 = Sx*(x2 -3). Deri-

vando teremos
£ (x) = 20x° ~ 30x = 10x(2x> - 3)

Da equagao f'' (x) = 0 resulta, 10x(2x2 - 3) = 0, donde, ou x = 0 ou

2% -3 = 0, isto e, 22 = 3; x2 = -3—; X = + /—il— . Se estudarmos
2 Vv 2 .

o sinal da segunda derivada teremos o quadro abaixo.

S

\

Intervalo 10x 2(x = /._5_‘—-‘——) (x + ’ i ) £ (x)

(moi- [0 - - = -
2
~31
3
(- F———,O)
2
g

(0,+j—§—) + - ‘ + -

(+ —§~,+m) + + + +
J 5 .

Como f'' (x) passa de negativa para positiva em x = = ,—2—, en-
2

tao este € a abscissa de um ponto de inflexao (a fungao passa de
concava para baixo a concava par cima).
Como f'' (x) passa de positiva para negativa no ponto x = 0, es

te também € uma abscissa de ponto de inflexao (a fungao passa de
concava para cima a concava para baixo).
Pela mesma analise feita no primeiro caso, x = + ’-2— é abscis
2
sa de ponto de inflexao.

Com todo esse estudo e possivel, pelo calculo de alguns valores

de f(x) desenhar o grafico de f que apresentamos a seguir.
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_|_
L’}F.
1
N5

Em resumo temos:

(+/3310,39) maximo relativo.

(- /—2—;6,43) ponto de inflexao.
2

(0;0) ponto de inflexao.

(+ ,—2—;-6,63) ponto de inflexao.
2

(+/3}—10,39) minimo relativo.

s

b) Seja £(x) = 1 - x'° ; determine os extremos relativos, discu-

ta a concavidade, ache os pontos de inflexao e desenhe um grafico

de £,
SOLUGAO:
Para extremos relativos devemos calcular os pontos criticos de f(x).
2
f'(x) = - 2 T s—1__, 0 dnico ponto critico é x=0, pois f'(x)
3

3xh
aunca se anula em seu dominio. Como para x ¢ (-§,0) f'(x) < 0 e
para x € (0,€), f'(x) < O concluimos que a funcao € decrescente em
(-€,€) o que elimina o ponto 0 da lista de candidatos a ponto ex-

tremo relativo.

Para o estudo de concavidade e pontos de inflexao devemos calcu-
lar os pontos criticos de f'(x),.
5

2 - — o i P .
f"(x) =—x 3 = S — , O unico ponto critico e tam-—
9 9x§%

bém x = 0, pois f'" (x) nunca se anula em seu dominio. Examinando
o sinal de f" (x) numa vizinhanca de 0 temos: para x € (-€,0),
£" (x) < O e para x € (0,+48), £" (x) > 0, Portanto f'(x) passa

~
de decrescente para crescente, ou seja, f(x) passa de concava
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para baixo a concava para cima, Isto é, 0 é um ponto de inflexao.
0 grafico ficara:
e

'3
----\\\\\<::r' f(x)=1-x
1

¢) Estudar os extremos relativos, concavidade - e pontos de

- . 1 2
inflexao da funcao f(x) = x/3 (x - 1)/’ .

SOLUGA0:
Pontos criticos de f(x):
" y
- e 2 1 1 _ 3
f'(x):—l—x I (x - ])/J +x/3 2 (x - 1)/3= (x 1)
’ : 3ch
1
23
+
1
Ix - NP

2/+ Y3 N 2x’/, +'

Ax - 3 -
f'(x) =0 = (X 1), = _ X 1 + 2x
2 ) 2 1
3x/3 x = 1P 3x/’ (x - 1)/3
_ 3x - 1 =0
2 1
3x/3 (x —1)/3
Resulta,pois, que X = Lo € o ponto critico que anula a deri-
3

vada. Como x = 0 e x = 1 anulam o denominador de f'(x), mas nao

o numerador, temos os outros dois pontos criticos da funcao f.

Estudo do Sinal de f'(x)

Intervalo 3 - 1 3x.3r (x - 1)AF £1(%) f(x)

(~=,0) - + - + crescente
(0,1/3) - + - + crescente
(1/3,1) + + - - decrescente
(1,-=) + - + - L crescente.
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Concluimos pelo quadro acima que O nao € extremo relativo e que

. s : 1 5 - .
| e ponto de minimo relativo e —— um ponto de maximo relativo.

3
. . 1 -2 -1
Pontos criticos de f’(x): Derivando £'(x) = — x~ 3 (x - 1) 3,
3 :
+(3x - 1) temos,
5 = 3 =i 1 =
f" (x) = r— [v-A—;-—X 3 (x - 1) 3 (3X - l) + X 3(— -—)(x - ]) 3 .
3 3 3
= 2 -1
*(3x - 1) +x 3(x -1  3(3)]
1 1 -2 =&
£ (x) = — {—x 3(x - 1) I[-2(x - 1)(3x =1) - x(3x = 1) + 9x-~
3 3 5
c(x - NI}
1 ] == -2 2 2 2
F''(x) = —{—x 3(x = 1) 3[~6x" + 8x - 2 - 3x" +x + 9x" - 9x]}
3 3
1 L e -
F"(x) = — |/ x 3(x - 1) 3(-2)]
3 3
-2 = A . 2
£'" (x) = x 3(x - 1) 3
. 9
Os pontos criticos de f'(x) sao: x = O e x = 1, pois sdao pontos
onde f£'" (x) nio existe. Estudemos o sinal'de £"(x) entre esses pontos
criticos.
7 -3 e
Intervalo —g—-x 3 | x=- 1) = £V £'(x) £(x)
(~=,0) + + + crescente | conc.p/cima
0,1 - - - decresc. | conc.p/baixo
(1,+=) - - - decresc. | conc.p/baixo

Portanto o ponto (0,0) € de inflexao. Ografico fica

y

1 %
f(x)=x/2 (x-1)"3
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A terceira derivada de uma fungao, quando existir, podera ser usada
como teste de ponto de inflexao, de forma semelhante ao uso da segunda
derivada como teste de extremos relativos.

Um ponto de inflexao, quando a fungao e derivavel até a terceira or
dem, nada mais é Go que o extremo relativoda primeira derivada, isto e, £"(c)=
=0 e f" (¢) 20 sao condigoes suficientes para que c seja um extremo re
lativo de f'(x), isto é, um ponto de inflexao de f(x). Formalizando te-

mos:

TEOREMA 2: Seja f(x) derivavel ate terceira ordem e suponhamos que f' (c)=
= C. Entao se £'"(c) = O; o ponto (c,f(c)) sera um ponto de in-
flexao.

DEM: Exercicio.

5

Seja f(x) = 3x~ - 30x* + 110x 2

3 +x + 1. Obter os pontos de

- 180x
inflexao do grafico dessa fungao.
SOLUGAO:
Obtendo a primeira derivada:
£'(x) = 15x" - 120> + 330x% - 360x + 1.
A segunda derivada:

£" (x) = 60x3 - 360x2 - 660x + 1.

Obtendo as raizes (por tentativa) pelo metodo de Briot-Rufini:

com an/a° = 360/60 = 6, as raizes racionais deverao ser fatores de

6.
‘ X 60 -360 660 =360
1 60 -300 360 6] (x - 1) é fator.
2 60 =240 180 0 (x - 2) e fator.
3 60 -180 120 0 (x - 3) é fator.
Temos entéo;
x = 1.
F'U(x) =60(x - 1(x-2)(x-3)=0 ={ x = 2.
x = 3.

. 2
A terceira derivada e f"' (x) = 180x” - 720x + 660. Examinando o

sinal de f'"' (x) para as raizes de f'' (x) temos,
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x 180 ~720 660 f(x)
1 180 -540 120 ponto de inflexio  -95
; 2 180 ~360 ~60 ponto de inflexao -221
4 3 180 -180 120 ponto de inflexao -887
;i ]
=4 OBSERVACOES :

i) Como £"' (1) = 120 2 0; a derivada segunda é crescente e, como
ela se anula no ponto f; entao ela passa de negativa para positi-

f'i va; portanto a funcao passa de concava para baixo a concava para

: cima, '

Como £""' (2) = ~60 <« 0, a segunda derivada é decrescente e a mu-

danca de tipo de concavidade e exatamente inverso ao caso antéri—

or.

Como £'"' (3) = 120 > O temos outro ponto de inflexdo com caracte

risticas identicas ao primeiro caso.

ii) Apesar de ser um método atraente para o teste de ponto de infle-
x3ao, a obtencao de terceira derivada nem sempre é tao facil como

no exemplo mostrado.

EXERCICIOS 4:6.

1. Use o teste da segunda derivada (quando aplicavel) para determi
nar os extremos locais de f. Discuta concavidade, ache as abscissas

dos pontos de inflexao e esboce o grafico de f,

a) £(x) = x> - 2x% + x « 1,
) £x) = VX - 1,
c) £(x) = Vx¥(3x + 10).
Q) £x) = X4
Vx
e) f(x) = 8x® 4 xhr

xa - 4x3 + 10,

£) £(x)

2., Esboce o grafico de uma funcao continua f que satisfaca todas

as condicoes indicadas.
a) £(0) = 1; £(2) = 3.
£'(0) = £7(2) =0; £'(x) < O se |x-4|>4 ; £'(x) > 0 se lx -1| <1

' (x) =0 se x < T; f"(x) <0 sex >1.
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b) £(0) = 2; £(~2) = fc2) =1
£'(0) = 0; £'(x) > 0 sex < 0; £'(x) <0 sex >0;

£M(x) <0 se |x| <2; £ (x) >0 se |x] > 2.

[}
w

c) £(=2) = £(6) =-2; £(0)

[}

£(4) = 0; £(2) = £(8)

2

f' nao e definida em 2 e 65 £'(0) = 1; £'(x) > O para

x e (=.2) exe (6,2);
£'(x) < 0 se [x - 4] < 2

“EM (x) < 0 para x € (<=,0) U (4,6) U (6,4m); £ (x) > O para
x e (0,2) U (2,4).

n . o
3. Se f(x)=x , n > 1, prove que o grafico de f ou tem um, ou nenhum
ponto de inflexao, conforme n seja impar ou par, respectivamente. Es

boce algumas curvas.

4.7. PROBLEMAS DIVERSOS DE APLICACOES DAS DERIVADAS.

a) Uma embalagem em forma de caixa de base retangular deve ser cons-
truida a partir de uma folha de caftolina retangular medindo 100cm
de comprimento e 60cm de largura; cortando-se um quadrado de cada qui
na. Obtenha as dimensoes da caixa de maximo volume e seu volume em li
tros.

SOLUGAO;
vV = x(100 - 2x) (60 - 2x)
Evidentemente a parte mais dificil e o equacionamento do proble
ma, pois exige muita criatividade, Somente a pratica conseguird

tornar o equacionamentd dos problemas Treais uma tarefa facil.
100-2x X

r= -
1 1

I 1
[ -

Deste ponto em diante temos apenas que achar o maximo de V em rela

cao a x. Derivando e igualando a zero teremos:

Vi) = (4x> - 320x% + 6.000x)" = 4(3x - 160x + 1.500) = 0, resul- -
41,19

ey
cando,X 160 + /@5;600'- 18.000 1

6 x,

12,13
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Como X, torna um dos lados da base negativo entao essa solucao
deve ser descartada. A solucao X, = 12,13 produz as seguintes di-

mensoes da base:

100 - 2x = 75,72cm (comprimento).
60 - 2x = 35,72cm (largura).
0 volume sera entdo V = 12,13(75,72)(35,72) = 32.808,2341 ou,
V = 32,808 litros

Calculando a segunda derivada obtemos:

V' (x) = 4(6x ~ 160); V' (12,13) = 4(6(12,13) - 160) = -348,88 -
e, como V' (12,13) < O trata-se mesmo de um maximo relativo. Na ver

dade e um maximo absoluto.

b) Um arame de 60m de comprimento vali ser cortado em dois pé&a-
¢os. Com um dos pedacos deve-se fazer um circulo e com o outro um
triangulo equilatero. Qual deve ser o tamanho de cada pedago para
que a soma das areas das figuras seja: a) mdxima ; b) minima.

SOLUCXO0:

P1 = 2rr

P2 = 3s

60=2nr+35;5=._§_0_ir_

3
s S
s
A1 = 7mr?; A2 - ndll, o E /3 s =12 g2
2 2 2 4

A soma das areas sera:
60 - 2rr 3v§‘

A =731?2 + (
3 4
A = wr? + £§1(60 - 2ﬂr)2; T € [0;_é9_]
36 27

A derivada de A em relacao a r fica:

A' = 2rr + - 2(60 - 23r)(-2m)
36
Donde, A' = 0 decorre que

r + ZE1—(60 - 2mr)(~1) = 0.
18
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0 V3n ) = 103
9 3
T = —-3191-3-- = 3,598m
9 + /3m

0 comprimento do circulo sera 2m(3,598) 22,61cm. festando o

tipo de extremo, obtemos a segunda derivada de A em relagao a r e

substituimos r por 3;598.
A" =27 - _‘[5_..(_211) = 2T + 2/3 >0
9 9

Pelo teste temos que o unico ponto extremo relativo € um minimo
respondendo a parte (b). A area respectiva sera dada por
/3 (60 - 27(3,598) )2
4 3
= 40,670 + 67,273 = 107,943m? .

A(3,598) = (3,598)2 -

0 maximo (absoluto) deve ser buscado nos extremos do intervalo

2y ). Mas,
om

) = 286,479m?

de r, isto e, o maior ente A(0) e A(

60

9 -

A(0) = 173,205m* e A(

A area maxima sera, portanto, 286,479m?.

c) Determine a abscissa do ponto do grafico de y = x3 mais proximo
do ponto (4,0).

ty
f(x)=x3
AN
\
v D(x)
N\
<\
~o )
. ]
e SN
-=7,
S ST S
r’/
/"
»

SOLUGAO:

A distancia entre (4,0) e (x,f(x)) sera dada por:

D(x) = /Qx - 4)2 + (x3 - 0): = /1; - 8x + 16 + x°

»

D(x) = /&6 + x: - 8x + 16

6x5 + 2x - 8 _ 3> + x - 4

Portanto, D'(x)

92 . ml
2/x-6+x"—8x+16 ,/;6,)(2_8;(4.16

0 re2sulta, recessariamente, cue

A equacao D' (x)

3%° + x - 4 = 0.
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Por inspecao x = | e raiz dessa equacao, isto €, D'(1) = 0. A
segunda derivada de D(x) sera,
15x4 + 1

D" (x) = D" (1) > 0

2 /;6 + x2 - 8x + 16 .
Portanto | € abscissa de minimo relativo de D(x). Tera D'(x)
outras raizes? .
Ora; como a derivada de D'(x); ou seja, D" (x) € sempre posi-
tiva isto quer dizer que D'(x) e sempre crescente. Portanto, como

ja achamos uma raiz, esta sera unica.

d) Usando o teste da primeira derivada mostre que a menor dis~

tancia de um ponto (xt’yT) a reta ax + by + ¢ = 0 é dada por

Iax1 + bx1 + cl

d =

vYa? - b2

SOLUCAO: ax+by+c=0

P(X/,;YK; ~~~~~~~~~~~~ -
d(x)

Seja ax + by + ¢ = 0 a equacao da reta dada, com b # 03 entao

a C
y=~.——x——-—-
b b

A distancia entre P e P, sera dada por

& B
X + —)

d(x) = /<x1 - x)2 +(y1 +
b b

Pela construcao feita fica 6bvio que d(x) tera apenas um mini-
mo relativo e, também, minimo absoluto. A abscissa do minimo de

d(x) sera obtida da solugao de d'(x) = 0. Entdo,

) - %)% : 2 €y -2
e - 2(xy - x) ' 20x, + Xt ) .
PR
2\/()(‘l - x)2 -+ (y:‘l + —f— X + —;—)

implica necessariamente que

2 .4
c .
b b2 b2

a
-X +x+—y1+

1
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que é a abscissa do minimo de d(x) procurada. Jogando esse valor

na expressao para d(x) teremos:

b?x, -~ aby1 - ac

1

2
d(x ) = (xl - } )2 + (y1 g s X+ =)
o (a? + b2) b b
— e
/ (a’xl + bIx, - b2x, + aby, + ac)
d(x y B 5 -
o \I (a? + b2)
- bTx, - aby, - ac ) !
(by1 + a 5 —~ +c)
+ —
b2
= e
(a‘x1 + aby1 + ac)
d(x ) = = +
o (a? + b2)
.e 1
(a2¥y, + b3y, + ab2x, - a?By, - ajc + afec + bzc)2
. 1 1 i 71
bz (az + b?)
3 1
i 3 (b’y1 + ab?x, + bic)
dfx ) = = [(a'x1 +aby1 +3c) + ]
- (a2 + b?) b2
| 1
1 2 2
d(x ) = [az(ax, + by, + c) + b*(ax, + by, + c)
m (az " bz)z 1 1 1 1
r — | b i
2 b2 . 2 ax, + by, + ¢
d(x_ ) = ez —(ax +by, +¢c) = —_—
o / (a® + b?) ! L /a’ + b2

e) 0 proprietario de um pomar estima que, plantando 24 arvo

res oor hectare, cada arvore produzira 600

¢a -arvore adicional plantada por hectare, havera uma reducao

12 frutos por pé ano. Quantas arvores deve

modo a maximizar o numero de frutes?

frutos por ano. ?ara c3
de

plantar por hectare de

SOLUGAO:
Calculemos algumas

cionadas por hectar

producoes, considerando x o n? de arvores adi

e e P(x) o numero total de frutos.

% 24 + x P(x) = (24 + x) (600 - 12x)
0 24 24x600 = 14.400
! 23 25%588 = 14,700
2 26 26x576 = 14.976
3 27 27x564 = 15,228




151,
Temos, portanto, que achar o maximo de P(x); derivando e igualando
a zero temos a eqaucgao a ser resolvida.
P'(x) = (1)(600 - 12x) + (24 + x)(=12).

P/(x) = 312 = 24x = 0 =>  24x = 312 =» x = 13.

37. Co-

O numero de drvores/ha a serem plantadas sera de 24 + 13

mo P" (x) = ~ 24 < 0, o valor x = 13 realmente corresponde a um pon-

to de maximo. C valor do maximo sera:

P(13) = 37(600 - 12(13)) = 16.428 frutos/ha.

f) Uma agronomo tem 100m de arame farpado e deseja construir 6
(seis) baias, primeiro cercando um regido retangular e, em seguida
sub-dividindo a regiio resultante em 6 (seis) retdngulos menores co-
locando 5 (cinco) cercas paralelas a um dos lados do retangulo maior.

Que dimensoes maximizara a area total?

SOLUGAO:
b
a
Os dados do prbblema permitem escrever a equacao
100 = 7a + 2b
donde, b:._LOO_".la__=50—__z_a
2 2
A area total a ser maximizada é A = a.b = a(50 - —— a). Portan
2
tanto a equacao A' = 0 ficara,
(1) (50 - " a) + a(- —Z—) =0
2 2
50 -7a =0
=20 oy os0 - (3% L5
7 2 7
Como A' = 50 - —— a, A" = - L 0 e, portanto a = 0,
2 2 7

ponto de maximo da funcao area, A. A area sera, portanto, o2 =

/

= 178,57m? ‘e as dimensoes do retangulo maior serio de 7,14x25.

g) Uma longa folha retangular de wmetal, de 2%cm de largura,

vai ser utilizada para formar uma calha, dobrando-se em angulo re
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to as duas bordas. Quantos centimetros devem ser dobrados de forma
que a capacidade da calha seja maxima?
SOLUCXO:

Volume da calha: V(x) = x(12 - 2x)a = A(x).a. Como o compri-
mento nao depende de x; necessitamos apenas maximizar a area ' da
" seccao A(x). Portanto, a equacdo A'(x) = 0, para a obtencdo do ma
ximo ficara:
(1)(12 - 2x) + x(-2) =0 => 12 - 4x =0 = x =3
Como A" (x) = - 4 <0, x = 3 é um ponto de maximo. Esse mAxi-
mo sera A(3) = 3(12 - 2(3)) = 18cm?

0 volume da calha ficara V = 18 a cm?

Dimensoes finais:

a

h) Um fabricante vende certo artigo aos distribuidores a Cz$20,00
por unidade para pedidos de menos de 50 unidades. No caso de pedi-
dos de 50 unidades ou mais (até 600), o preco unitario goza de um
desconto igual a 2 centavos vezes o numero encomendado. Qual o vo-
lume de encomenda que proporciona maior receita para o fabricante?

SCLUGAC:
A funcao R1(x) que da a receita total do fabricante, onde x € ©

numero de unidades sera dada por:

Ri(x) 20x, para 0 < x < 50.
R](x) = x(20 - 0,02x), para 50 £ x s 600.
com x inteiro. Trabalhando com valores reais de x podemos usar a

funcao R(x), onde,

fa(x) = 20, para 0< x5 49.

| R = x(20 - 0,02%), para 495 x5 600.
Temos R(x), descontinua em x = 49 e que admite os mesmos valores

de R‘(x) parax lateiro no iatervalo [1;600].
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Para x € (0:49), R'(x) = 20 0 e R(x) e crescente em [0,49]3 o

maximo de R(x) nesse intervalo sera R(49) = 980.

Para x e (49,600), R'(x) = (1)(20 - 0,02x) + x(-0,02); donde
R'(x) = -0,04x + 20. ' '

Como R'(x) = O implica ~0,04x + 20 =0 e; portanto, x = 500 e,
desde que R" (x) = - 0;04 < 0; entao x = 500 e um ponto de maximo
no intervalo [49;600]; o maximo sera R(500) = 500(20 - 0,02(500))
ou, R(500) = 5.000 unidades.

A resposta, pois, € que vendendo 5.000 unidades pela metade do

preco (Cz$10,00) o fabricante tera a maxima receita-bruta.

EXERCICIOS 4.7.

1. Determine dois numeros reais cuja diferenca seja 40 e cujo pro

duto seja minimo.

2. Se uma caixa de base quadrada, aberta no topo, deve ter um vo-
lume de 4m3 determine as dimensoes que exigem menor quantidade

de material (desprezar a espessura e a perda do material).

3. Um muro de 8m de altura, num terreno plano, € paralela a um
edificio alto. Se o muro estd a Im de edificio, determine o
comprimentc da escada mais curta que se apoie, por sobre a cer .
ca, no solo e na parede do edificio ( pontos de apoio).

INDICAGAODE SOLUGAO:
1 8

cos« senda

a) Mostre que D

1]
.
+
a
N
L}
+

b) Mostre que & = arctg2 minimiza D. .
edificio

c) Mostre que Bt ™ 55,

4, Uma pagina de livro deve ter 90 polegadas quadradas de area
com margens de 1 polegada na base e dos lados, e 1/2 polega-
da no topo. Determine as dimensoes da pagina que maximizem a

area icpressa.

5. Prove que retangulo de area maxima e perimetro dado p é um

quadrado.

6. Determine o ponto do grafico y = x? + | mais proximo do pon
to (3,1).
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7, A 1 hora da tarde um navio A esta a 65 km ao sul do navio

B e navegando rumo norte a 10 km/h. Se o navio B esta nave

gando rumo oeste a 15 km/h, determine o instante em que a’

distancia entre os dois navios € minima.

8. Deve-se construir um tanque de aco para armazenar gas pro
pano com a forma de um cilindro circular reto com um hemis
fério em cada extremidade. Se a capacidade desejada e de
100m?, quais as dimensoes que exigem menor quantidade de

aco?
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CAPITULO 5; REGRAS DE L'HOSPITAL,

5.1. FORMAS INDETERMINADAS DE LIMITES.

Consideremos o calculo do limite de tres quocientes, tendo como ca-
racteristica comum o fato de tanto numerador como denominador serem

funcoes que tendem para zero.

Caso I. Calcular lim ol Boodd Gy
X > =1 x2 - 1 0
SOLUGAO: 2
lim x"-x -2 _ lim (x - 2)(x~+"1) -3 3

x > -1 x? - 1 x> -1 (F1)x-1) -2 2
1

Caso II. Calcular lim.  —— AL
X > 4+ 1 0
x? + 1
SOLUGAO: ]
2
g eeefe i  Eldawgin x s == e
X > 4+ 1 X > 4+ X X >+ X
x? + 1
3 oo x2 -
Caso III. Calcular lim L = xt1 (—9—)
x>+ 1 x? - 5x + 4 0
SOLUCAO: ,
3 = 2 o - -
lim X X x + 1 = i (x -1) x -2) -
x> 1 x? -'5x + 4 x> 1 (x - 1)x - 4)
=y B BESD. .
x -+ 1 x -4
OBSERVACOES:
i) Esses exemplos sao mais do que suficientes para demosntrar que

quando tanto o numerador como o denominador de um quociente tendem
para zero, o limite desse quociente é indeterminado, no sentido de
que € necessario fazer algum 'truque” para se poder resolver o li-
mite. Nos cawxe acima temos 3 respostas distintas para 3 casos da

0 . . . ;
forma (—). Finalizando podemos dizer que se recairmos num caso
0

0 - - . .
(—) a resposta nao € imediata.
0
ii) Em todos esses exemplos o limite do quociente nao se aplica pois
o limite do denominador e zero.

Temos os seguintes casos:
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'--C.“ ‘-0—

0

Essa forma de indeterminagao ja ficou demonstrada anteriormente.

2. Caso —=

Podemos justificar essa forma como indeterminada pelo seguinte exem
plo. Suponhemos o caso

£
%:-—-o—- = —E— . Rearrsnjando numerador e denominador chegaremos ao
A caso que € indeterminado.
0 0
3. Caso Ov=
Como 0.m = 0.—— = -~ entdo 0.= é indeterminado.
: 0 0
B. Cagso = - c.»J
Como —m = —— w0-00 o 0 =0 _ 0 1 i0 ee & indeterminado.
0 0 0 0

5. Caso «°

Como Lw’= OLw = 0.« entao «° € indeterminado.

Como L 0° = OLO = 0.(-w) entio 0° é indeterminado.

Como L 1° =wLl = ».0, entao 1”¢ indeterminado.

5.2. REGRAS DE L'HOSPITAL.

TEOREMA 1: Se para x = a a fracio —=)_ admite a forma indeter
g(x)
0 £'(x) s ol ] -
nada — mas ————— nao e indeterminada nesse ponto entao
0 g! (x)
tim 21X g5 £
x5 a g'(x) x5 a g(x)

se o primeiro limite existir.
DEM:

Aplicagao direta do Teorema de Cauchy ja visto anteriormente.
OBSERVAGAO:
Se £'(x) e g'(x) forem continuas numa vizinhanga de a entdo
’
lim £(x) .t (a)
x+>a g(x) g'(a)
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CONSEQUENCIA:
Se a fracao £(x) admite a forma indeterminada .5 para x
g (x) 0
. £'(x) EUNE P ’ -
tendendo para +®, mas ————— nao € indeterminada, entao,
g ' (x)
1
TR &L 3 T SO 1 - 3 I
X +»-+2  gl(x) x >+ g(x)

se 0 primeiro limite existir.
DEM:

Fazendo a mudanga

. - 1
de variavel z = —— temos que

X

1 1
1 -—f' (=)
[£(—=]
lim ) . . 2 = lim s B
> 4o ! > ! o ;
X > 4+ g'(x) =z-+0 [g(_l_)] z +0 _;g!(_l_)
z z2 z
£1(—)
= lim N =
2207 onply
z

Péla hipotese do teorema, ess

)
a lim £ que, por hipo
X7t  g'(x)

temos que,

e ultimo limite existe pois € igual

tese, existe. Pela tese do Teorema 1

£ (-1 £(—)
a , ———E ilim |, I oy LG
250 g' (—) z+ 0 g(—) X > +o  g(x) C.qQ.D.
z z
TEOREMA 2: Se 00 admite a forma indeterminada —— quando x  tende
g(x) ®
para 2 (finito ou nao) entao,
1

lim 202 _ jga 200
x> a g'(x) x> a g(x)

se o primeiro existir.

OBSERVAGAO:

A demonstracao deste teorema € mais complicada pelo fato das

funcoes serem ilimitadas. Os mais interessados refiram-se

a

N.Piskounov - Calculo Diferencial e Integral, vol. I.

EXEMPLOS:
2 senn X +

2
‘ﬂ(x - 1) (_9__)

a) Calcular lim
X > 1

2
(x =~ 1)

0
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Sejam, f(x) = 2senm + 7(x? « 1) ; £'(x) = 27mcosmx + 2mx
gx) = (x -D? ; g?(x) = 2(x ~1)

1
lim 2 yin

x>+ 1 g'(x) x =+ 1 2(x = 1) -0

2n(x + cosmx) ( 0 )

Como o quociente das primeiras derivadas também ¢ indeterminado,

podemos aplicar novamente a Regra de 1'Hospital.

£" (x) = 2r(1 - Twsenmx)

g" (x) = 2

Agora,

1w 2r(1_- msenwx) _ .

x>t 2

2 5
Portanto, lim SEEDEX. % "(xz 1) = 7 tambem
x + 1 (x - 1)
n

n=1,2,3,... =)

b) Calcular lim
X +o e

SOLUCAO:

Seja £(x)=x" e g(x) = e*} entdo £'(x) = nx®"1

e g'(x) = 2

1 n=1
Agora lim L s lim —E'x—'

x v g'(x) X +o e

. Sen 2 2 entao recaimos

novamente no caso ——, Na verdade esse tipo de indeterminacao con-
tinuard atraveés de sucessivas aplicagoes da Regra de 1'Hospital a-

té que o numerador se reduza a uma constante. Teremos entao:

<" nx™" 1 n(n ; )xn-2
lim = lim = lim ces =
% e g™ X +® e X »® et
s n!
= lim = 0,
X o e*
x'n
Portanto, para o 2 1, lim =0, n=1,2,... Na verdade
X > - e

¢ facil mostrar que esse resultado se estende para n positivo nao

necessariamente inteiro.

¢) Calcular 1lim Lo s (—-g—)
x> 0 tgdx-

SOLUCA0:

Sejam, f(x) = x - sen x ; £'(x) = 1 - cos x
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g(x) = tg?’x ; g'(x) = 3tg?x sec?x

]
lim —f &) g l-cosx 9y .
x>0 g'(x) x > 0 3t?x sec?x 0

Na verdade poderiamos aplicar novamente a Regra de l'fiospital e,
poderdao ser necessarias varias aplicacoes da Regra de l'Hospital a-
te que a indeterminagao seja eliminada. Para evitar que tenhamos .que
derivar funcoes muito complicadas, em muitos casos é conveniente sim

plificarmos antes da aplicacao da regra., No.caso presente teremos,

: 1 - cos x : 1 - cos x
lim —_——— = lim —_— =

2 .
x >0 3 tg?xsec’x x> 0 3sen x sec x

1 1 - cos x 1 - cos x
e I e, B

= (lim ) (Lim ) = e 1im
x>0 3secx x>0 sen?x 3 x»0 sen?x
Aplicando a regra na ultima expressao teremos
1 lim 1-cosx __1 in Sem X N U S
3 x>0 sen?x 3 x>0 2semrx cos x 3 2 6

Portanto, lim Xosem R ol
x+0 tgix 6
d) Calcular lim . x"Lx (o > 0) (0.w)
x> 0

SOLUCAO:
Para aplicar as regras de 1'Hospital (Teoremas | e 2) é necessa-

: . s ; 0
rio que se reduza uma forma indeterminada em uma das formas —— ou
0

@

——, para que os teoremas se apliquem.

No caso presente temos,

R.H. 1
lim x'Lx = lim . lim . = =
x+ 0F x> 0% 1 x> 0 n
n
X nel
= lim =0
x> 07 n

OBSERVACAO:
R.H. significa a aplicacao da Regra de 1'Hospital.
e) Calcular. lim (sec x - tg x) (o= )

m
X > o

L
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SOLUGAO:
Temos que procurar recair num quociente. Para tal,

lim (sec x - tg x) = lim ( ! - —2EhX ) =
x+ I x L cosx cosx
2 2
- T {1 - sen x , ( 0 )
x + ; cos x 0
R.H.
Pela Regra de 1'Hospital temos lim & (sec x = tg x) =
X*I
. -co8 X
= lim T 0
X"-z— =-sén X

f) Calcular lim (1 + x)cotgzx )

‘ x + 0¥

SOLUGXO:
Esta, como todas as outras formas exponenciais de indeterminacao
(=° e 0°), devem ser expressas através de quociente. Porém ¢ im-
possivel passar diretamente uma funcao da forma exponencial para
uma forma de quociente. Podemos, no entanto, utilizar a funcao

continua logaritmica como passo intermediario.

Seja entao:

K = lim (1 + x)COtB2x
+
x-+ 0
L(K)=L lim (1 + x)Ot8%
x -+ of
L(K) = lim L(1 + x)°0tB2x
+
x+ 0
L(K) = lim N cotg2x L1 + x)
x-+ 0
L(K) = lim . LU+ x) (_0_)
x+ 0 tg2x 0

Aplicando a regra de 1'Hospital (Teorema 1) teremos:
1

———a

LK) = lim A EE el
x+ 0 2sec?2x 2
L K=l . Je
-
g) Calcular 1lim xcothx (0)

x =0
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Essa pdo € uma forma indeterminada (=@ que é)jo resultado &,

obviamente, O.

EXERCICIOS 5.2.
1. Determinar os

a)

b)

c)

d)

e)

£)

g)

h)

i)

k)

1)

2, Calcular 1

tipos de indeteminacao e calcular os limites.

lim
x+ 0

lim
x+ 0

lim
X =
lim
X -

lim
X > 2

lim
X - |

lim
X -

lim
X -+ 1
lim
x> 0

lim
x - 1

lim
X =

lim
X >

im

X
e - Co0s X
sen X

sen2x ~ 2x
cos3x - 1

e2x -1 ~2x

1 - cos x

1
(1 - sen2x)x

X s
—)2-x
2

1
1-x
X

X
e"sec x - 1
aom sl BRSO

' X

an

1 - x?

(1 - cos x)cotgx

f(x + h) - 2f(x) + £(x - h)

h -+ 0

h2

3. Pode a regra de 1'Hospital ser usada para calcular

lim
X >

2Xx - sen x

X

? Explique, Qual o valor desse limite?
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4. Pode a regra de l'Hospital ser usada para calcular

x?cos(-J—J

lim -~ = ? Explique. Qual o valor desse
x+ 0 sen X

limite?
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CAPITULO 6, FORMULAS DE TAYLOR E MACLAURIN (APROXIMAGAO DE FUNGOES POR
POLINOMIOS) ,

6.1, INTRODUGAO
0 objetivo destecapitulo € a aproximacao dos valores de uma fun
¢ao por valores de outra; esta ultima polinomial que é teconheéida-
mente membro de uma classe de fungoes bem estudadas, até mesmo em
muitos cursos secundarios.
Duas fungbes cujos graficos possuem um ponto de interseccao te-
rao valores semelhantes em geral numa vizinhanga muito estreita (fi’

gura 1).

a a
Figura 1 figura 2

Duas funcoes, coincidindo num ponto e possuindo nesse ponto
primeiras derivadas identicas, serao semelhantes num intervalo um
pouco maior, pois a tangente as duas curvas nesse ponto devem
ceincidir (figura 2).

Duas funcoes, com os mesmos valores em a, com idénticas pri-
meiras derivadas e com segundas derivadas também iguais; terao va
lores aproximadamente iguais num intervalo aindavmaior; pois, a-
lém de coincidirem em a e terem mesmas tangentes em a, a concavi-
dade nesse ponto também devera ser a mesma.

Continuando nesse raciocinio a exigéncia de derivadas ate al
ta ordem idénticas para as duas funcées acarretara uma semelhanca
em termos de seus valores em intervalos cada vez maiores; depen-

dendo da ordem dessas derivadas sucessivas.

6.2. APROXIMAGAO DE UMA FUNGAO f(x) POR UMA POLINOMIAL P(x).
Seja P(x) uma funcao polinomial em (x - a) de grau nyderivando suces

sivamente obtemos as seguintes equagoes:
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P(x) = a = a1(x - a) + az(x -a)2 & a3(x - a)3+...+an(x B

P(,zx) -a n-1

1t Zaz(x ~ a) + 3a3(x - a)2+... o 5w nan(x - a)

p(sz) = 2a, + 3,2(x - a) +,v. v = nln = I)an(x - a)n-z

P(3}x) =3 % cui 0 see Emlno= 1) = 2)an(x -a)n“3

D P L I A N ) I I I R R R R R R N N A N )

P(n{x) =n(n - 1) ... 3.2.1an
Substituindo x = a em todas as equagoes teremos,

P(a) = a; P(1)(a) =a; P(Z)(a) = 2&2; p(3)(a) = 3! 335 oo ;P(n)(a) =

=n! a
n

Seja agora f(x) uma outra funcao (nao necessariamente polinomial)
qualquer e suponhamos que seja derivavel em a atée a ordem n. Vamos
impor a condic3o de que f(x) e P(x) devam ter derivadas sucessivas
até a ordem n iguais. Pela andlise grafica da introducdo,f(x) e P(x)

terao valores semelhantes num certo entorno de a. Teremos entao:
)
f(a) = a; f("(a) =ag; f(Z)(a) = 2a2; F(3)(a) s 3! ags .ees

f(n)(a) =n! a
n

Donde obtemos as constantes da funcao polinomial em funcao das

derivadas de f no ponto a, ou seja,

(2) (3)
£ 7 (a) £ 77 (a)
a =f(a); a, =f'(d); a, = ————" ; @, = ——————; ... }
o 1 2 21 8 31
£ (a)
a = —
- n!

A fungao polinomial procurada sera entao,

2 T 3
Bl = Bla) - @ x-a)EM @) » Zo2) Dy &x=-a) B,
i 2! ) 3!

n
(x - a) f(n)(a)

T oeee F

n!

A funcdo polinomial P(x) é dita Formula de Taylor para f(x) no

ponto a.
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EXEMPLO: L
Calcular para a fungao f(x) = ————=—~—  afirmula de Taylor no

2
ponto 0 de 59 grau.
SOLUGAO:

Considere o quadro abaixo:

FUNCAO no ponto 0 Termo do Polinomio
X -X
f(x) = —=% 0 0
2
x -x
Mgy e +e” ’ X
2
x -X
. f(z)(x) - 0 0
2
X -X x3
f(J)(x) o2 T8 1 31
) !
x -x
Wy o e e’ 0 0
2
x -X 5
f(s)(x) =L - & 1 x
2 !

Calc lemos f(x) e P(x) para valores proximos de 0, pela tabela

abaixo:

x P(x) f(x) IR(x) | {R(x) /£ (x) |x100
-10 -1,010 -11,013 10,003 90,872
-5 -51,87 ~74,20 22,33 30,17
-2 -3,6 - 3,6269 0,0269 0,7%
-1 -1,18 ~1,1752 0,0048 0,4%
-C,5 -0,52109 - 0,52109 =0 - 0%

0 0 0 0 0Z

0,5 0,52109 0,52109 -0 : 0%

1 1,18 1,1752 0,0048 0,47

Um exame dessa ultima tabela mostra uma boa aproximacao de P(x)
em relacao a f(x) quando x esta proximo de 0 e mostra uma aproxima-
(*) Essa juncdac ¢ conhecdda Po% éenoxhipeAbEZicc de x, aioxacc pon senhx;
. - ] !
vernifique. que, se coshx—2—t& _ ontdo (senhx) -ccshx e (coshx) =
' 2
= denhx.
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¢ao .cada vez mais grosseira a medida que x se distancia de 0.
Uma melhor aproximagae de P(x) para valores mais distantes de 0
pode ser conseguida a custa de um aumento do grau de P(x), isto
é, tomando-se mais termos da formula de Taylor.

OBSERVACAO:

Brook Taylor, matematico ingles, discipulo de Newtom, publicou
a sua formula em 1715. O caso especial em que a = O foi publicado
em 1742 por Colin MacLaurin e; muitas vezes; sem justiticativa his
torica, é conhecida como formula de Maclaurin, matematico escocés
(1698-1746) ,
(citado em Introduction to Calculus and Analysis, Courant & John;
vol. I, pag. 452).

Como podemos ver, dada uma fungao derivdvel até a ordem n, po-
demos escreve

f(x) =P (x) + R_(x)
n n

onde Rh(X) € a funcao resto. Um estudo mais completo das formas de

representacao de Rn(x), tais como:

(x ~ a)n+1 f(n+1) &
(n - 1)!

R (x) = , x ¢ [a,b]

chamada representagao de Lagrange para Rn(x), representagao de
Cau ay, etc... estao além dos objetivos do curso. Uma boa fonte
de reférencia é o volume I de Courant e John ou o volume I de N.

Piskounov.

EXEMPLOS:
a) Expandir até o 79 grau a funcao f(x) = sen x, pela formula de

Taylor no ponto a = 0. Calcular £(——) e P(—).
: 9 9

(1

(x) = cos x, f(Z)(x) = - sen Xx, f(3)(x) ®» -CO8 X
f(5)

f(x)=sen x, f

f(4)

(x) = sen x, (x) = cos x, f(G)(x) = -sen X, 5(7)(x) = -co8 X

etc, etc,...
Para a = 0 teremos,

£ =0, £P0 =1, P =0, P - -

90 =0, ¢ =1, £90) =0, £70) - -1

etc, etc, ..,
A funcao F(x) ficara:
x? %3 X X

(0) + =—(=1) + —(0) =
2! 3! 41 51

P(x) =C + x(1) -
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3 5)
(XY = % = oo 5 i — R(x)

3! 51

Para x = —-. teremos
9
3 5
P = I oy L3y

9 9 9 6 9 120

0,34906585 - 0,00708877 + 0,00004319
0,34202027

Usando uma calculadora obtém-se:
£(——) = sen () = 0,34202014
9 9 =
OBSERVACAQ:
Na realidade a calculadora tem embutida um processador aritmetico
que calcula £(x) = sen x através P(x) com grau bem maior. 0 valor

exato do sen —— jamais saberemos com exatiddo absoluta.

b) Expandir e* até o n-eamo grau pela {onnula de Taylor no
ponto 0, Calcular eo’12 e e1’5 e suas aproximacoes com n = 4,
SOLUGAO:
Temos f£(x) = e*, fI(x) = X, ..., f(n)(x) = e*. Para x = 0 temos
f(n) =e’= 1, para n > 0. Portanto,
x2' . x3 —
P (x) &1 +x+ + + ..+
° 2! 31 a!
iz x> x*
P4(x) =1+ x + + -
2 6 24
P, (0,12) = 1,12749664
P4(1,5) =1+ 1,5+ 1,125 + 0,5625 + 0,2109375 = 4,3984375
Usando uma calculadora obtemos,
%1% 1127496852 5 e'?? = 4,48168907
OBSERVACAO:

Este exemplo mostra claramente as diferentes precisdes de P(x) em
relacdo a f(x) a medida que x se distancia de a (no caso a =0). A
determinagao do numero de termos é muito importante além do interva-

lo de precisao minima, topicos que ficarao para cursos mais avangados.

. senx .
c) Expandir e ate o 59 grau.

SOLUCAO:
Ja vimos que
2 3 n
X X X x o+
e =1+ x + + * e F

2! 3! n!



sen X = X -

@ que,

~ senx
entao, e =

1+ x -

3! 51
+ e

Reunindo as poténcias iguais teremos,

2 4 5
senx X X X

15

EXERCICIOS 6.2.
!. Obtenha a formula

arc b) f(x) =
sen e* d) £(x)

a) f(x)
c) f(x)

sen X

2. Expanda f(x) pela

+ 2X —x2

a) f(x) =x + X + 13
2
Ab) f(x) = ——z—x———’—“';
x" +2x + 2
c) £(x) =x + L :

21

cos(t + x)
1

1 - x)é

Formula de Taylor no ponto a.

a = -1
a =1
a =2

3!

+

5
X

5!

de Taylor no ponto 0 das seguintes funcoes:

2
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RESPOSTAS DOS EXERCICIOS .

CAPITULO t.

EXERCICIOS 1.1.

1. £(1) = =1 £f(-1) =5 f(0) =1 fW?) =5 - 372

2. £(1) =2 £(3) =6 +/ 2 £(5) =12  £(10) = 23

3. a) a2 - 3a + 2 b) az + 3a + 2 c) ! - 3 + 2

a? a
d) ! e) (a + h)2 -3(a +h) + 2 =a? + 2ah + h? -
a? ~ 3a + 2
-~ 3a - 3h + 2, f) 2a + h - 3,
4,a) R b) {x ¢ R|x = «1} c) [—3-,+m) d) (—m,—g—]
3 5

e) (~=,~4]U[4,r=) £) [-3,3] g) {xe Rlxz2 e x =3}h) (1,2).

EXERCICIOS 1.2.
[-1,1] I =[0,1) ¢) D =R ,{__L_}
2

R I = [-4,+»)

n

1. a) D=R=I b) D

I=R-}-2}) d)0D
£) D=R-{-3} 1

R I=10-2,2}) e D
R - {20}

2. Se -1<x < 1, ha dois pontos diferentes no grafico com abscissa x.

3. a) f(x) = /1 - x? b) £(x) = - /1 - x?
EXERCICIOS 1.3.
1. a) par b) par «c¢) sem paridade d) par e) impar f) par
g) sem paridade h) par i) impar.
2. £ é impar, entao f(~x) = -f(x).
g e Impar, entao g(-x) = -g(x).

Logo, (f + g)(-x) = f(-x) + g(-x) = -f(x) - g(x) = -[£(x) + g(x)]=
= -(f + g)(x) e, portanto, (f + g) é {mpar.

Analogamente para (f - g).

3. Temos (f.g)(-x) £(-x)g(~x) = [~f(x)][-g(x)] = £(x)g(x) =
= (f.g)(x).

Portanto, (f.g) e par.

Analogamente para f/g.
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EXERCICIOS 1.4.

1. a) (fog)(x) =5 - 6x> D = R; (gof)(x) = 18x2 - 96x + 129 DsR.
2
3 X
b) (fog)(x) = ————=— D = R - |-5}; (gof)(x) = e
(x + 5)2 l } 3+ 5x

D=R -~ {0}
¢) (fog)(x) = (gof)(x) = x, D =R, ' ‘
) (fog) = /2xt + 7, D = H; (gof)(x) = 2x + 4, D = [= ——,¢a)
2

e) (fog)(x) = 4 ; D=PR; (gof)(x) = 4 ; D = R.

t sex <0 o ; se x <0

4x? se 0 5 x & —- xt, 86 0 sx 51
f) (fog)(x) = 9 2 , D=R; (gof)(x)-t), se x > {

0 se ——<X s |

B 2 D:R
Ll//ge x > 1
.

2, sex <0 0, sex <0
g) (fog)(x) ={x, se 0 = x = 1 ; D=R; (gof) (x)={x, se 0 s x s—-'-

2, sex > 1 2

.

R
2

LO, se x > 1

1, se <x s 1

2. g(x) =x -3 ou g(x) =1-x DsR

EXERCICIOS 1.5.
1.a) (F+g)(x) =x2 + x =8, D=R; (f~g)x) m-x ¢+x-2,
D =R; (f.g)(x) = x? ~ 5x2 = 3x + 15; (£/g)(x) = (x = 5)/
/(x? - 3), DaR -{~/3,/3}
b) (£ + g)(x) = 2 =3, D = [8,4=) ; (£ =g)(x) = O, D=[8,+a);
(£.8)(x) = |x = 8], D = [8,+=); (£/g)(x) = 1, D = (8,4=),

e) (£ +g)x) = |x| + |x «2],D=R; (f~g)(x) =|x| - |x - 2],
D = R; (£.g)(x) = |x2 - 2x|, D = R; (£/g)(x) =| - I
D = R -{2} % =4

2+ 2x - 1

d) (f + g)(x) = = ,D=R={0,1} ; (f - g)(x) =

x? - x
2 1 :
w2l B eRr = {00 a2t
xt = x X1 - %

D = R -{0,1};(£/g) (x) = X tX

x -1

, D =R ~{0,1}
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2, Nao. Exemplo: f(x) = x> +8xe7 e g(x) =-x? +x2 +8
(f + g)(x) =x? + 8x + 1
(f.g) (x) = x” - x5 - 8x4 + 23x3 - 7x2 + 64x - 56.

EXERCICIOS 1.6.

1. a) injetora, sobrejetora, bijetora b) nao injetora, nao sobreje-

tora, nao bijetora ¢) nao injetora, sobrejetora, nio bijetora.

EXERCICTOS 1.7,

3, a) F il o x o & b ¥l m=222d, o ¢ len Wi on
3x - 2
0sxs6 d)f_‘(x)=x2+2,xgo e)f"(x)-x -
£) £ x) =~ 2 g £l 2225
b'd 2

EXERCICIOS 1.8.1,

1. k >1 )
3. £(5) =17

boa) (smpm ) b) (-=,4) o) [ 4=) @) (T,42) @) (mw,=29]

£) R g) [-2,1]U[3,+®)  h) (==, —=)U[4,4+w)

2
EXERCICIOS 1.8.2.
2, f(x) = - x%2 + 2x + 3
3. a) (-=,3]U(6,+x) b) R c) R d) [3,5]) e) @ '
£) [-3,2)U(3,40)  g) (~,~ ——JU(1,——]U(3,40) h) (-3,2)
2 2
EXERCICIOS 1.8.3.
2. a) {-7,7) b) {~11,5) c) @ d) {~1,4) e) {-3,-1,1,3)
3. a) (-=,-5)U(5,+=)  b) (-8,8) R d) g

&) (== JU[-mr=)  £) (-8,24) g) R ) (-3,0)0U(1,4)
2 2

EXERCICIOS 1.8.4,
2.2) (4} b) (=2} ) (0} @ i~} e (1,2),

3o a) (=,2)  b) (==,0]U[1,+=) ) (==, 1]U[3,40) d) (= —>—, )
24
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<) (0, 1).

EXERCICIOS 1.8.5.
1.a)5 b)2 B ) - =
7
3.a) 0,77 b) 0,17 ¢) 0,70 d) 1,84 ) 1,13

4,a) (2) b) (1,2} o {6+2/5} ) {2,512} e {—-‘o—,no}
‘ -

5. a) [3,4%)  b) (1,+@ ) (== 1]U[3,4e) d) (1,+a)

e) (0,10)U(100,+=) 4
EXERCICIOS 1.8.6.
3.3){-—",1!, 3"} b){X:sRlx-—"——?hnoux-t-“—--bZha,
2 2 ' 2 3
h €z
¢) {x eR| x = 2% & h",heZ}
8 2
d) {xchx-L-f-'-oux + X~ +hnr , hel
2 3 -
4. /3
EXERCICIOS 1.8.7.
1. a) = b) 0 o) - - q) - o) I-  f) &I-
2 2 2 3 3
g) < _ h)o i) —=—
4 3
2, )
2
3. Tty T 3
1
b (- ]
3 3
5. _9_[’2__
9
CAPITULO 2.
EXERCICIOS 2.1.
1. a) 0,0005 b) 0,005 &) e @) 0,005 &) 0,2

001 1.400

3

£)
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2, a0 == Bl am-= o) e @) §emn(i, L)
2 2 3
e)§ = min(1,—€) £) ¥ 6 >0,
2
EXERCICIOS 2.2.
1. a) 5 b) 48  c) 4 d) 3 e)12 £) 0 g)——'/Z:-
4
h) —— 15 e
2 2
2, a) lim f(x) = 0; f(=3) = 4
 ox >3
EXERCICIOS 2.3.
1. a) lim _ £(x) = lim f(x) = lim f(x) =0
X > 2 x> 27 x + 2
b) lim f(x) = lim f(x) = lim f(x) =8
x + 4 x> 4 x > 4
¢) lim _ f(x) = lim f(x) = lim f(x) =5
x> 1 x> 1 x> 1
d) lim - f£(x) = lim v ) = Lim o £(x) =5
X > — X * .Z X » 5
e) lim f(x) = lim f(x) = lim f(x) =4
x> 2 x+ 2 x > 2
£) lim _ f(x) = -~ 1; lim . £(x) = 1; B lim f(x)
X »-10 X +>=10 X +-10
g) lir _ £(x) = -1; lim £(x) = 1; A lim  £(x)
X > 1 X > 11. xa 1
h) lim _ £(x) = 8; lim £(x) = 6; A lim £(x)
X+ 3 x> 3 X+ 3
2, lim £(x) = 4; lim £(x) = 2; 8 lim  £(x)
X > 1 x> 1 x> 1
lim g(x) = 1; lim g(x) = 2; # lim g(x)
X > 1 x> 1 X > 1
lim [Ex)g(x)] = lim [f(x)g(x)] = lim [f(x)g(x)]=b
X+ 1 x> 1 x> 1
EXERCICIOS 2.4,
z.a>—?7— )2 )0 A1 e 1 £) S g8
s i 2 Y3



EXERCICIOS 2.5.

3. a) += b)

c) lim -

x=+ 4
d) lim

x> 0

h) += i)
EXERCICIOS 2.6.
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2
lim _ i = ¢ 3 lim &=’ = -
x>+ 3 9 - x2 x =+ 3 9 - x?

f(x) = = ; lim £(x) = +o

x> 4
f(x) = = ; lim £(x) = +¢ e) +@ f) = g) 4w
x+ 0 '

1 j) =@ 1) 42 m) += n) +=

1. Convencao: AH: assintotas horizontais ; AV:

assintotas verticais.

a)AV:x:—"— b)AV:x-;A—3— c)AH:y--_E._; -
3 5 /2 /7
AW: y = 5/3 AH: y = - 3/5 -
d) AV: X = = 2; x = 2
AH: y = O
e) AV: x = =2 f)AV:x--3;x-3g)AV:x-0;x-—-3—-
2
AH: y = 0 AH: y = =2 AH: y = 1
EXERCICIOS 2.7.
4. a) 8 b) 02 a3 -1 H-+- /7
2 2 9
h) 1 5) =2 j) cos a | JELE G
3 ; 2 3
s e me o - o1 pe -t
e e e
EXERCICIOS 2.8,
1. a) f descontinua em 3; lim £(x) = £(3)
x+ 3
b) f descontinua em -5; nao existe lim f(x)
¢) f continua em 10, x> =5
d) f descontinua em 2; ndo existe lim £(x)
X+ 2
e) f descontinua em 0; nao existe f(0),
f) f descontinua em «2; lim f(x) = £(=2).
& x> =2
g) f continua em 1.
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EXERCICIOS 2,9.

1, sex <0 «1, sex =0
2. f(x) = g(x) =

i, sex 50 ; (£ + gXx)=0, ¥x

-1, sex >0

3. Todas as funcoes sao continuas em 1.

EXERCICIOS 2.10.

1. a) f continua em (3,7) e descontinua em [«6,4] e [-10,-5].
b) £ continua em (-2,2) e descontinua nos outros intervalos.
c) f continua em (-2,2) e [~2,2]) e descontinua em [2,3] e (-1,5)

d) f continua em (-2,2) e descontinua nos outros intervalos.

CAPITULO 3.
EXERCICIOS 3.1.
1. a) m = =3; y = =3x b) m=0; y = c)m=4;y =4x +3
d) m=-8; y = -8x + 16 e)m:«-»—’—-;y-:.—Lx+—4~—
3 3 3
f)m:——L-;yz-—?——.__l__x g)m:——‘—;y:—l—_——l-—-x
4 4 4 16 8 16
h)m=-1——;y=1 x+i i)m= -1; y==x+n1
12 12 3
2. 1) a) 11,8cm/s b) 11,4cm/s c) 11,04cm/s  d) 11,004cm/s
ii) 11em/s
3. a) 140 m/s b) 60m/s c) «140 m/s d) 16s
4. a) 2¥ - 0,008 b) -2 - 0,006 «c) d)
[1%4 Ax 250 125
EXERCICIOS 3.2,
1.a) 0 b)2x<2 ¢) 8- 10x d) 3x? = 1 e) 4 —
(3 - x)
x3 (3x - 2) (x2 + 1)°
3 SR ¥ = i
2 Jx + 3) 2
/,
2. a)-4  b) - — ¢) - 1%

216 25
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EXERCICIOS 3.3,
1. a) continua e diferenciavel em 2.
b) continua em 5; nao diferencidvel em 5{ f:(S) = -l.e fl(S)-t
¢) continua em -2; ndo diferencidvel em -2; £'(=2)==1 e fl(-2)-l.
d) continua em 3; ndo diferenciavel em 3; £'(3)=2 e fl(3)--l'
e) continua em 1; ndo diferencidvel em 1; £'(1)=0 e £ (1)=1.
£) continua em 2; nao diferencidvel em 2; £'(2)=4 e f;(2)--1.

g) continua e diferenciavel em O.

h) continua em 2; nao diferenciadvel em 2; £'(2)=4 e fl(Z) nao

existe.

i) continua e diferenciavel em3,

2. a=2eb=-1.

EXPRCICIOS 3.4.
1. a) 14x6 b) 26x7 = 12x2 £+ 2x «c) 6x2(4 - 8x + sz - x3)
Q) 3x% & bx < 3 4 2 n S e) 8x3 - 3 - ‘Z
x2 x3 8x
5 9
B3 o & w3 Ve
3 2x 3x x? 5 X 4x?

i) 9x2 + hx + 2 3) 10x7 - 63x° + 14x5 - 48x> + 105x" + 4x> +

+ S4x% - Shx +2 1) 2(x? - 2)x~7  m) -13(3x - 2)”?

n) (-x2 + 4x - 1)(x2 - 2x + 3)-2 o) 6(x2 + 10x + 1)(x + 5)-2

p) (2x7 + x6 + 13x4 + 10x° - 3x? + 8x + 6x 1 - 3x"2 + 9x_4)°
. (xz + 3)-2
2, a) -1 b) 5 c) =5 d) -2 e) 16 £) -4
3. -65

5. a) 48x5 + 155x4 + 104x3 - 141x2 - 310x - 260
b) 54x2 + 66x - 28
c) 48x5 + 6Ox4 + 72x3 + 39x2 + 18x + 3

6. y.- —ﬁ— X + 13
5 5
S R LN
2 16
8. a) 6 w/s 5; 2 s
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9. a) =12 b) 6m/s?

EXERCICIOS 3.5.

1. a) 30(3x + 5)9 b) 10(x2 - 2X + 6)4(x - 1) c) =3(x + 5)-4

1
6x

d) 17000(17x —-5)999 e) 3(x4 + 5% + )2 (4 + 5 -

1.3
o

£) 2(5x9 - 8x7 ~ 9x5 + 8x3 + 4x)  g) 3(x3 + 2x - 6)2(3::2 + 2)°

cx% - x4 5 4+ 7Gx v 2x - 6)3(x2 - 4x + 5)5(2x - 4).
h) -1+ x5 (x% = 137 1) 22 + D22 s 4) (<2 4 2)73

1

i) («7%% - 10 = &x~ + x_z)(x2 + 2% - 1)-2

D 4Cx - D22 42315 - 3x3 + 49x? - 4x + 30)3x2 4 5)73

7
m) 7x—_,_—1 n) 8(/5x + — +/11_1)(/5_x1— 2%?)
63\/x1~1ﬁc—1 %/:? 2x 3x2
1 3 . .
0) (3x - DT T2x + T p) x(7x2 + D&+ x4 D2
2
1 2 o1 -1 3 "'i'
q)T(3x Sl e x )T - x + /%)
1 X + 5
I')- =] = S) 1 1
4Y9 + V9 -x/9 - x 6 /x - 1 ¥(x + 1)*
3.y = -1

EXERCICIOS 3.6.1.

a) 21cos7x b) —(15)1:2 + 1) sen(Sx3 + X) c) 3cosbx

d) -2(sen x - cos x)_2 e) (2xcos2x - 55en2x)x_6
3
£) 100 sen”5x cos5x g) —2xcossec2x2 h) 30x sec(Sx2 + 1) tg(5x?+1)
i) — 1 secYx - 1 tg /x - 1
2vVx -1
—
j) tgx sec3x(25ec2x + 3tg2x) 1) cosv x ¥ s X
2 /%' 2 Ysen x
2 2 cossec22x
m) -90x cossec9x” cotg 9x n) -
. Y cotg2x
7
o) S5sen x(1 - 2cos x) p) 4 cosseczéx cossec(cotgsx)cotg(cotghx)

2
q) 122 sec24x3cos(tg4x3) r) —sec(cossec‘/;)tg(cossecz/;).

.cossec2/; cotgvx. 8) 3x2.(tgx + xseczx)

tg x

+ 1 X+ 1
tg—
X -1

X

2 2
x

2



.178.

/ !
2x° + 3 Yx? + 1 3senbx
u) - A ‘.CO.‘.‘- V) ——#‘
xlx’ + 1 x3 2 /1 + sen?3x
@) - 9(1 + xz)senﬁx + 4x(1 + c0523x)

6 1/(1 + x’)a/i + c:os’f!x1

3cos x + 2sen X

x) 3x2(sen3x + X cos3x) sec? (x3sen3x) y) =
2 /15sen x - 10 cos x

z) 12x2 - 2xcoté(——1——) - 3cotg2(—1—) cossecz(-—L—).
x x x

EXERCICIOS 3.6.2.

2
La 2z » e o) ket gy -3
5
2.
8
ExercicIOS 3.6.3.
1 1 2x 1
1. a) b)- — c) ———— d) -
Y4 - x? Zv/x-xz 1¢x1‘ ;1-x’
1 X 1 1
e) arccossec— + ————=o f) __‘(arcsec/;' +y —)
x Y1 - x2 % Yx - 1
x X . 2
g) arc cosx - ————— h) 2x(arcsen2x + — i)
Y1 + x2 Y1 - 4x? 1 + x?
5 =301 + x2) + 2x(1 + 9x%) arccotg3x x

k)

(1 o+ 92 (1 xH? x| /1 -«
senx+xcosx-—x2 1
n)

1-2xcosx+x2 VY1 - x?

1) arcsen x m)

cos X cos X 35ec2~x
o) . p) - —
2 /sen x - sen?x _ Icos xl 1 + 9tg?x
£ x2 + 1 < 4x2 Yx - 1 arcsec /x' &3 1
2x(x2 + 1)? Vx -1 [5 + (arcsen x)l’]/l - x?
205 + (arctg2x)’)%° 3
t) 5 u) T .
1 + 4x 2|3x| /arcsee3x vf9x’ -1
2
v) arc cos2x w) 2 V4 - x? x) tgzxz y) - :
2 + tg'x »(a;_;,)/z
z) x

G2 + &) Ixi % 3
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EXERCICIOS 3.6.4

2
1.2) —2X b) ] B gy —xx D
(x7 + 1)L3 xL10(1 + x) 2x + 3 x7 + 2x + 3
4 i
e) B — it e —13 @ 13 b e
X 2x YLx 2 - 3x 6x + 7
.y 3L2x . 3x2 + 2 1 2Lx(1 + x2 - szx)
i) —= i) — k) 1) 77"
x x(x” + 1) xLx x(1 + x7)
) 2Lx 1 n) _cots x o) <D tgxz 0) cos(Lx)
xL10 X L10 X
@ 1 2 1 £) Scos x Y1 - x2 - 4
x(1 + L°%) 1 - x? (5sen x - 4arc sen x)Y1 - x?
£) 1 . N ] o) 1 . 1 -
(1 + L'x)x (1 + x?)arctgx 2x YLx + 1 2(/x + x)
v) : + Lx + ! w) —-cossec X
] e
¥1 + x? arcsen x X xv1l -LxXx
2 1 1
x) y) z)-
cos x m 1 + 2sen x x(1 + L2x)

EXERCICIOS 3.6.5.

1.a) 375513 b)) 472X(e2) L6 o) 27 axt2 d) 27 ¥ (3x2 - 7L2)
2:3(17)77% *o

/;_:4-5»9‘

2
e) 2xL2 2°8% gec2x? £) 5°%°*Ls sec xtg x g)

h) x“"](n - xLm ) i) ezx(I/x + 2Lx) §) X (Lx + 1)
X 3 Y X
1) 4 evhsxt (4 + x’)_/2 m) 2 e/x n) 2;5—
2% e + 1)
ex . ex _ seni o earccotg X
o) == = p) 2 senbx e " qQ) -
2 »/xex + X 1 + x2
X -X -X 1
r) e (cotg x + Lsen x) s) -e (arcsec e = + 7——:2sz—-)
e -1
SE— |
o w 1 ) 2e2x arcsenSx V1 - 25x2 - 5e2x
1+ e* Y1 - 25x2 (arcsenSx)2
log, x . x
) o ) _L7(L3 + 5%L0,6) o - e

b Ty
xL4 1 + 5% Y1 - er

z2) —————
/1 + e

EXERCICIOS 3.6.6.

1. a) (x + l)x[———-{—- + L(x + 1)) b) xlx_ T4+ -—-‘—-Lx)
X + 1 2
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c) xexex(Lx + -—1—) d) x> (2 X, cos xIx)
X X ,
&) (x2 N A)Lx[ L(x? + 4) L 2xLx ) x)glﬂ(‘ + 2Lx)
X x? + 4 .
re - UL .
g) VX = h) () W)+ 2= i) @wx)*(1 + Lx)
x X X 9
j) (Lx)Lx[-—.Ii—(}‘_’i)_—f_.l—-] 1) (4ex)3x.3(L(4ex) + x)
X
senx

m) (cos x) (cos x L cos x ~ sen x tg x)

n) (arctg x)* (L arctg x + 2x )
(1 + x%)arctg x

EXERCICIOS 3.7.
1. a) 15x2 + 16x - 7; 30x + 16 b) 24x7 + 20x3; 168x6 + 60x2
1 1 4 2 1 12 3
) =TT YT D ——;
3 ¥x2 x3 9 \/;c X 2V3x + 1
R R e) ! . -3x
6 VSox s Vtxie 1) /=t v D
- 2
f) e : 16 g) 2x exi; X (bx? + 2)

V(‘IOx + 7)4‘I . Y(10x + 7)9-‘

h) sen2x; 2cos2x 1) 2x arctg x + 1; 2arctg x + ———21-2—
- 1 +x

j) 1 . -X
/4 + x? ; .F(L; + xz)rl
2.a) 2s ; 9m ; Om/s b) a nunca € zero. c) a nunca e
zero. d) : s ;-——li—/gm;-i—/?m[s
2 3 3
3 &) £'(x) = [Zx , se x £ 1’ D=R; £" (x) = 2, se x < 1,D-t-(l}
2 , sex >1 0, sex >1
b) £'(x) = 2|x|, D =R; £" (x) = 2IX|/x, D = R -{0}
¢) £'(x) = 4|x°|, D = BR; £" (x) = 12x|x|, D = R
4, 736/3
5. 2) (<D™ al *—(n+1) b) (_1)n+1 1.3.7.(2n‘- 3)
Hfi = /2

n -3x -(n + 1)

¢) sen(x + m—) d) (-3)"e e) n! (1 - x)
9
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2n!

(1 - x)n+1

£)

EXFRCICIOS 3.8.

1
8} (-Bx % B dx b) ~x(16 - x2)” 7 dx
2 > . .53 -3 1 -3
c) [3x"(x3 + 9)3 + x (x~ + 9) ] dx. d) 5 x(x + 2)(x + 1) dx
3 -2 _ 2 1
£) —%— (3x2 + 1)03x + 4)° T(xz - 1) 3 dx e) 3(x + 3) T(x - 3)2 dx

—x2?
g) Bx g i W) eehteSEE gy - ——395—7— j) Lxdx
: sen x 1 - x
: dx
1) ————
Y 64 - x?

3. a) dy = 0,6; Ay = 0,63; erro = 0,03.
b) dy = 0,3; Ay = C,271; erro = -0,029,
¢) dy = -0,00250; Ay = -0,00248; erro = 0,00002.

d) dy = -0,00333; Ay -0,00337; erro = -0,0067.

e) dy = -0,01656; Oy = -0,0165; erro = -0,0331,

2. a) 10,05  b) 3,009 ¢) 1,958  d) 2,03 e) 0,508
£) 0,205 g) 0,485 h) 0,965 i) 1,2 i) -0,045
1) 0,81.

4. 0,21 w

5. a) 6,75cm’; b) 0,3cm?

6. - 47.
7. ) (336x% < 12t - 30 k7 ax? b)Y -(1 - D" F axd
) 401 -3xD2x® + D% ax® @) e (ux? - 1) ax?
e) e_x(x2 - 4x + 2) dx2 £) -~2x(1 + xz)-2 dx2
g) (-sen x Lx + 2C08 % - sen?x ) a5
X x~
h) -(x + 1)(—x2 - 2z)° é'dxz i) 2z (cotg 2= - 2x2cossec2x2)dx"
L3
3 PRt & (3 & 2000V

1) (x + Z)X-2 {[(x + 2)L(x + 2)]2 + 2x(x + 2)L(x + 2) + x2 +
+ X + 4} dx2

o

m) (2Lx - 3)x—3 dx”
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CAPITULO 4,

EXERCICIOS 4.1,

1.
2.

3.

4,

6.

f nao é diferenciavel em 0 € (-1,1).

f nao e diferenciavel em 1 ¢ (0,2).

A2 b)-3 )0 d) —=— e —— £ (6- /a6

2 \Zh
a) 2 b)2 ¢)2 d)* 0,62 e) f nao é continua nem dife
renciavel em 1 e 1 ¢ (0,2) f) f nao é diferenciavel em

3 e (-1,4).

a)1 b)O0 ¢)=-1 d)O

EXERCICIOS 4.2.

7 7
1. a) crescente em (-»,- ——]; decrescente em [~ ——,+=)};

;f'(x)=01=rx=—-7.

d) crescente em [—-3——;15@); decrescente em (-m;—3—-];

4 4
; £'(x) =0 & x = e,
4
5 5
c) crescente em (-=,-2] e [—5-,+=); decrescente em [-2,—3—-];
; £7(x) =0 &= x E{_z,._i_}
3
16 16
b) crescente em [0,——]; decrescente em (-=,0] e ( ,¥®)}
16

; £'(x) =0 & x = —— .
) 5

e) crescente em [-¥3,0] e [/3,+=); decrescente em (=,~3) e

[0,/3]; £'(x) = 0 &= x e(~/3,0,/3}

f) crescente em (-=,-1] e [1,+#0): decrescente em [-1,0) e

(0,1]; £'(x) = 0= x = *1

2. a) V3 ev3 b) 0 c) & x,
3. a) -v2/2 e V272 b) 2 c) & x.
EXERCICIOS 4,3,

1. a) 5; -3 b) 20; - 4/3 c) 1; =3 d) 43 -9/4.
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5. a) 3/8 b) nao existe c)5/3 e =2 d)3/2 e -7/3

e) 4e =4 f) nao existe.

EXERCICIOS 4.4,

f. a) minimo: f(-1) = -3 b) minimo: f(0) = O;-méximo=f(—lg—):10,423
5

c) minimo: f(1) = 4; maximo: F(-1) = -4 d) minimo: £(0) = 1
e) minimo: £(1) = 0; maximo: £(3/5) 20,346 f) maximo: £(1)=1
g) minimo: f(¥/3) = 9(6/39%-méximo: £(-/3) = (6/3)73 |
h) minimo: £(0) = 0 i) minimo: £(3) = 6; maximo:f(-1) = =2.

-8; maximo: f'(~1) = 8; f'crescente em (-w,-1]

n

3. a) minimo:f'(1)

e [1,+»); decresente em [-1,1].

b) minimo: ff(ég—) 2 o dO ; maximo: f'(0) = 0; f'crescente em
3 9

(-=,0] e [—E—,+m); decrescente em [0,~g~].
3

4. a =3/4, b =0, c=-9/4e d= 1/2.

"

5. a 15 b=0,c=-8,d=0¢ee=2,

EXERCICIOS 4.5.

1. Convencao: CC = grafico é concavo para cima; CB = grafico € con
' cavo para baixo;'PI = abscissas dos pontos de iﬁfle—
xao,
a) CB em (~=,2/3); CC em (2/3,+=); PI = 2/3,

c) CB em (~=,-10/3); CC em (-10/3,+w); PI = -10/3.

b) CB em (0,2/3); CC em (==,0) e (2/3,+=); PI = 0 e 2/3.

d) CB em (-=,~V6/3) e (J&/3,+=); CC em (9/3/3;JE/3); PI = +/6/3
e) CB em (12,+=); CC em (0,12); PI = 12, 3

£) CB em (~=,-¥3) e (0,/3); CC em (+/3,0) e (/3,4); PI=0 & + /5

EXERCICI10S 5.6.
' 1. a) ver 4.5. a; maximo: £(1/3) = 31/27; minimo: £(1) = 1.

b) nao ha extremos relativos; CB em (0,+»); CC em (-»,0);
s PI = 0.
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c) maximo: £(-4/3) » 7,27; minimo: £(0) = 0; CB em (~=,0) e
(0,2/3); CC em (2/3,+=); PI = 2/3.

d) ver.4.5. e; minimo: £(4) = 4.

e) minimo: f(-2) = -7;55; CB em (0;4); CC em (-w;O) e (4;+~);
; PIL = 0 e 4,

f) minimo: £(3) = ~17; CB em (0,2); CC em (—m;O) e (2;+m);
; PL=0e 2,

EXERCICIOS 4.7.
1. 20, =20.
2. base: 2m; altura: 1m,
3. %5m= 11,2 m
4, 10,95" x 8,21"
6. (1,2)
7. 15 horas

15
- % . 3
8, 0 tanque deve ser esferico com raio JL?;-—

CAPITULO 5.

EXERCICIOS 5.2.

1.a)1 b)O0 ¢)0 4d) ™2 e) o e g) 1 h) -n/2
)1 e’ K L@mb 1O
2, £" (x).
CAPITULO 6.
EXERCICIOS 6.2.
5 7
1. a) x + —J—n—zi +-—l—a41-. X s n4z—. 2 o e
2 3 2 4 5 2 4 6 7
b) cos1 = (seni)x - x2 + —Esg;lf X+ oz 1, x4 - s
2! 31 41

2. a) (x + 1)2 + 2(x + 1)3 - 3(x + 1)4 + (x + 1)5
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