SMAO0169 — EDP Lista 3 - Ondas e Difusoes
Prof. Sergio H. Monari Soares 02 de abril de 2023

1. Considere o valor inicial para a equagao das ondas

utt:czuxx, —co<x<oo, t>0

u(X)O) = C[)(X), ut(x,O) :‘LI)(X), —00 <X < 0.

Sejam ug e u, as solugdes correspondentes aos dados d1, b1 e ¢z, P2, respectivamente. Mostre que
para todo (x,t) € R x [0, T]

sup [ug (x,t) —uz(x, 1) < llp1 — d2lloo + TIP1 — V2lloo,s

x€eR

onde

lb1 — d2lloo = sup|dpi(x) — b2 (x)] 1 —Y2llee = sup hpq(x) —P2(x),

x€R x€R
ou seja, uma pequena alteragdo nos dados causa uma pequena alteracio nas solugdes, pelo menos durante
um intervalo de tempo fixo, mostrando que a solugdo depende continuamente dos dados ¢ e .

2. Considere o problema de valor inicial e de fronteira para a equagdo de difuséo

U — Kuyy =f(t,x), 0<x<l, t>0
u(x,0) =od(x), 0<x<l

Sejam 17 e u, solugdes desse problema e seja w(x,t) = uq(x,t) —uz(x,t). Mostre que
1
J Ww(x,y)]?dx =0, Vt>D0. (1)
0

Uma vez que (1) seja demonstrado, u; = u,. Assim, este exercicio fornece um método alternativo ao
uso do principio do méximo para provar a unicidade de solugdes para problemas de valor inicial e de
fronteira para a equagao da difusio.

[Sugestdo: w satisfaz wy — kwyy =0 € (Wi — kwyy )W = (%wz)t + (—kwy,w)y + kw2 ]

3. O ponto médio de uma corda de piano de tensdao T, densidade p e comprimento 1 é atingido por um
martelo cujo didmetro da cabega é 2a. Uma mosca estd pousada a distdncia 1/4 de uma extremidade.
(Assuma que a < 1/4; caso contrério, pobre mosca!) Quanto tempo demora para a perturbagéo chegar
até a mosca?

4. (A corda dedilhada) Considere a corda infinita com velocidade inicial {(x) = 0 e posigio inicial

blx|
b—
bx) = o M<a

0, Ix| > a

Esboce o perfil da corda (u versus x) em cada um dos os instantes sucessivos t = 0, t = a/2c, a/c,
2a/2c e 3a/c.

[Sugestédo: decomponha o semiplano xt com t > 0 nas seis regides determinadas pelas retas caracteristicas
emanadas dos pontos (—a,0) e (a,0).]

5. (O golpe do martelo) Considere a corda infinita com posigdo inicial ¢(x) = 0 e velocidade inicial 1 (x) =1
para [x| < a e P(x) =0 para |x| > a. Esboce o perfil da corda (u versus x) em cada um dos os instantes
sucessivos t = a/2c, a/c, 3a/2c, 2a/c e 5a/c.

[Sugestdo: decomponha o semiplano xt com t > 0 nas seis regiGes determinadas pelas retas caracteristicas
emanadas dos pontos (—a,0) e (a,0).]
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6. No Exercicio 5, encontre o maior deslocamento, max, u(x,t), como uma fungdo de t .

7. Se u(x,t) satisfaz a equagdo das ondas wy = Uyy, prove a identidade

ux+ht+k)+ux—ht—k)=ux+kt+h)+ux—kt—nh)
para todo x,t,h e k. Esboce o quadrilatero Q cujos vértices sdo os argumentos de u na identidade.
Esta identidade mostra que conhecendo o valor de u em trés de um quadrilatero caracteristico é possivel
portanto calcular seu valor no quarto vértice.

8. (principio do méximo). Seja u a solugdo para o problema

U (X, t) —Uxx (%, 1) =0, O0<x<1, t>0
u(x,0) =sinmx, 0<x<1,
u(0,t) =2te' Y, u(l,t) =1 —cosmt, t>0
(a) Prove que u é n&o negativa.
(b) Encontre um limite superior para os valores de u(1/2,1/8) e u(1/2,3).

9. Considere a equagdo de difusdo uy = Uy (0,1), para0 <x < 1,0 <t < oo, com u(0,t) =u(l,t) =0
e u(x,0) =1 —x%. Observe que esta fungéo inicial nio satisfaz a condigéo de contorno na extremidade
esquerda, mas que a solugdo ird satisfazé-la para todo t > 0.

(a) Mostre que u(x,t) > 0 em todos os pontos internos 0 < x < 1, 0 < t < oo.
(b) Para cada t > 0, seja u(t) = max{u(x,t),0 < x < 1,t > 0}. Mostre que p(t) é uma fungéo
decrescente (ou seja, ndo crescente) de t. (Dica: seja X(t) o méximo, de modo que p(t) = u(X(t),t).
Derive p(t), supondo que X(t) é diferencidvel.)
(c) Desenhe um esbogo do grafico (u versus x) em alguns instantes. (Se vocé tiver um software apro-
priado disponivel, use-o0.)
10. Considere a equagéo de difusfo uy = Uyx, para 0 < x < 1, 0 < t < o0, com u(0,t) = u(l,t) =0 e
u(x,0) =4x(1 —x).
(a) Mostre que 0 < u(x,t) < 1paratodot>0e0<x < 1.
(b) Mostre que u(x,t) =u(l —x,t) paratodot>0e0<x < 1.
1
(c) Use o método da energia para mostrar que J u(x,t)? dx é uma funcio de t estritamente decrescente.
0
11. Considere a equagio de difusdo em (0, 1) com as condigdes de contorno de Robin wu, (0,t) —apou(0,t) =0
e Uy (Lt)+ au(lyt) =0. Se ap > 0 e a; > 0, use o método da energia para mostrar que os pontos x =0
1
e x = | contribuem para a diminuicao de J u(x, )2 dx. (Isto é interpretado como significando que parte
0
da energia é perdida na fronteira, entdo chamamos as condigdes de fronteira radiantes ou dissipativas.)
12. Resolva a equagdo de difusdo 1y = ki, com a condigdo inicial u(x,0) = x? pelo seguinte método
especial. Primeiro mostre que u,xx satisfaz a equagdo de difusdo com condicdo inicial zero. Portanto,
por unicidade, uyxyx = 0. Conclua que u(x,t) = A(t)x* + B(t)x + C(t). Finalmente, é facil resolver para
A, B, e C substituindo no problema original.
13. (a) Resolva o Exercicio 12 usando a férmula geral da solugdo para o problema de difuséo na reta toda.

Isso expressa u(x,t) como uma certa integral. Substitua p = (x —y)/ V4kt nesta integral.
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(b) Como a solugdo € tnica, a férmula resultante deve concordar com a resposta do Hxercicio 12.
Deduza o valor de -
J ]oze_]Dz dp.

—00

14. Seja ¢ uma fungdo continua tal que |b(x)| < Ce®”. Mostre que a férmula para a solugdo da equagao de
difusdo na reta toda com dado inicial ¢ faz sentido para 0 < t < 1/(4ak). [Este exercicio fornece uma
condigdo necessdria para a existéncia local do problema de valor inicial para a equagdo de difuséo.]



