
SMA0169 – EDP

Prof. Sergio H. Monari Soares

Lista 3 - Ondas e Difusões

02 de abril de 2023

1. Considere o valor inicial para a equa�c~ao das ondas

utt = c
2uxx, −∞ < x <∞, t > 0

u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = ψ(x), −∞ < x <∞.
Sejam u1 e u2 as solu�c~oes correspondentes aos dados φ1, ψ1 e φ2, ψ2, respectivamente. Mostre que

para todo (x, t) ∈ R × [0, T ]

sup
x∈R

|u1(x, t) − u2(x, t)| ≤ ‖φ1 − φ2‖∞ + T‖ψ1 −ψ2‖∞,
onde

‖φ1 − φ2‖∞ = sup
x∈R

|φ1(x) − φ2(x)| ‖ψ1 −ψ2‖∞ = sup
x∈R

|ψ1(x) −ψ2(x),

ou seja, uma pequena altera�c~ao nos dados causa uma pequena altera�c~ao nas solu�c~oes, pelo menos durante

um intervalo de tempo �xo, mostrando que a solu�c~ao depende continuamente dos dados φ e ψ.

2. Considere o problema de valor inicial e de fronteira para a equa�c~ao de difus~ao

ut − kuxx = f(t, x), 0 < x < l, t > 0

u(x, 0) = φ(x), 0 < x < l

u(0, t) = g(t), u(l, t) = h(t), t > 0

Sejam u1 e u2 solu�c~oes desse problema e seja w(x, t) = u1(x, t) − u2(x, t). Mostre que∫ l
0

[w(x, y)]2 dx = 0, ∀ t > 0. (1)

Uma vez que (1) seja demonstrado, u1 ≡ u2. Assim, este exerc��cio fornece um m�etodo alternativo ao

uso do princ��pio do m�aximo para provar a unicidade de solu�c~oes para problemas de valor inicial e de

fronteira para a equa�c~ao da difus~ao.

[Sugest~ao: w satisfaz wt − kwxx = 0 e (wt − kwxx)w = (1
2
w2)t + (−kwxw)x + kw2

x.]

3. O ponto m�edio de uma corda de piano de tens~ao T , densidade ρ e comprimento l �e atingido por um

martelo cujo diâmetro da cabe�ca �e 2a. Uma mosca est�a pousada �a distância l/4 de uma extremidade.

(Assuma que a < l/4; caso contr�ario, pobre mosca!) Quanto tempo demora para a perturba�c~ao chegar

at�e a mosca?

4. (A corda dedilhada) Considere a corda in�nita com velocidade inicial ψ(x) = 0 e posi�c~ao inicial

φ(x) =

 b−
b|x|

a
, |x| < a

0, |x| ≥ a

Esboce o per�l da corda (u versus x) em cada um dos os instantes sucessivos t = 0, t = a/2c, a/c,

2a/2c e 3a/c.

[Sugest~ao: decomponha o semiplano xt com t ≥ 0 nas seis regi~oes determinadas pelas retas caracter��sticas

emanadas dos pontos (−a, 0) e (a, 0).]

5. (O golpe do martelo) Considere a corda in�nita com posi�c~ao inicial φ(x) = 0 e velocidade inicial ψ(x) = 1

para |x| < a e ψ(x) = 0 para |x| ≥ a. Esboce o per�l da corda (u versus x) em cada um dos os instantes

sucessivos t = a/2c, a/c, 3a/2c, 2a/c e 5a/c.

[Sugest~ao: decomponha o semiplano xt com t ≥ 0 nas seis regi~oes determinadas pelas retas caracter��sticas

emanadas dos pontos (−a, 0) e (a, 0).]
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6. No Exerc��cio 5, encontre o maior deslocamento, maxx u(x, t), como uma fun�c~ao de t .

7. Se u(x, t) satisfaz a equa�c~ao das ondas utt = uxx, prove a identidade

u(x+ h, t+ k) + u(x− h, t− k) = u(x+ k, t+ h) + u(x− k, t− h)

para todo x, t, h e k. Esboce o quadril�atero Q cujos v�ertices s~ao os argumentos de u na identidade.

Esta identidade mostra que conhecendo o valor de u em três de um quadril�atero caracter��stico �e poss��vel

portanto calcular seu valor no quarto v�ertice.

8. (princ��pio do m�aximo). Seja u a solu�c~ao para o problema

ut(x, t) − uxx(x, t) = 0, 0 < x < 1, t > 0

u(x, 0) = sinπx, 0 ≤ x ≤ 1,

u(0, t) = 2te1−t, u(1, t) = 1− cosπt, t > 0

(a) Prove que u �e n~ao negativa.

(b) Encontre um limite superior para os valores de u(1/2, 1/8) e u(1/2, 3).

9. Considere a equa�c~ao de difus~ao ut = uxx (0, 1), para 0 < x < 1, 0 < t < ∞ , com u(0, t) = u(1, t) = 0

e u(x, 0) = 1 − x2. Observe que esta fun�c~ao inicial n~ao satisfaz a condi�c~ao de contorno na extremidade

esquerda, mas que a solu�c~ao ir�a satisfazê-la para todo t > 0.

(a) Mostre que u(x, t) > 0 em todos os pontos internos 0 < x < 1, 0 < t <∞.

(b) Para cada t > 0, seja µ(t) = max{u(x, t), 0 ≤ x ≤ 1, t > 0}. Mostre que µ(t) �e uma fun�c~ao

decrescente (ou seja, n~ao crescente) de t. (Dica: seja X(t) o m�aximo, de modo que µ(t) = u(X(t), t).

Derive µ(t), supondo que X(t) �e diferenci�avel.)

(c) Desenhe um esbo�co do gr�a�co (u versus x) em alguns instantes. (Se você tiver um software apro-

priado dispon��vel, use-o.)

10. Considere a equa�c~ao de difus~ao ut = uxx, para 0 < x < 1, 0 < t < ∞, com u(0, t) = u(1, t) = 0 e

u(x, 0) = 4x(1− x).

(a) Mostre que 0 < u(x, t) < 1 para todo t > 0 e 0 < x < 1.

(b) Mostre que u(x, t) = u(1− x, t) para todo t ≥ 0 e 0 ≤ x ≤ 1.

(c) Use o m�etodo da energia para mostrar que

∫1
0

u(x, t)2 dx �e uma fun�c~ao de t estritamente decrescente.

11. Considere a equa�c~ao de difus~ao em (0, l) com as condi�c~oes de contorno de Robin ux(0, t)−a0u(0, t) = 0

e ux(l, t)+alu(l, t) = 0. Se a0 > 0 e al > 0, use o m�etodo da energia para mostrar que os pontos x = 0

e x = l contribuem para a diminui�c~ao de

∫1
0

u(x, t)2 dx. (Isto �e interpretado como signi�cando que parte

da energia �e perdida na fronteira, ent~ao chamamos as condi�c~oes de fronteira radiantes ou dissipativas.)

12. Resolva a equa�c~ao de difus~ao ut = kuxx com a condi�c~ao inicial u(x, 0) = x2 pelo seguinte m�etodo

especial. Primeiro mostre que uxxx satisfaz a equa�c~ao de difus~ao com condi�c~ao inicial zero. Portanto,

por unicidade, uxxx ≡ 0. Conclua que u(x, t) = A(t)x2 +B(t)x+C(t). Finalmente, �e f�acil resolver para

A, B, e C substituindo no problema original.

13. (a) Resolva o Exerc��cio 12 usando a f�ormula geral da solu�c~ao para o problema de difus~ao na reta toda.

Isso expressa u(x, t) como uma certa integral. Substitua p = (x− y)/
√
4kt nesta integral.
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(b) Como a solu�c~ao �e �unica, a f�ormula resultante deve concordar com a resposta do Exerc��cio 12.

Deduza o valor de ∫∞
−∞ p2e−p2

dp.

14. Seja φ uma fun�c~ao cont��nua tal que |φ(x)| ≤ Ceax
2

. Mostre que a f�ormula para a solu�c~ao da equa�c~ao de

difus~ao na reta toda com dado inicial φ faz sentido para 0 < t < 1/(4ak). [Este exerc��cio fornece uma

condi�c~ao necess�aria para a existência local do problema de valor inicial para a equa�c~ao de difus~ao.]


