LISTA DE EXERCICIOS 2 1/2 - TOPICOS DE MATEMATICA APLICADA (MAP 2313)

PROF. PEDRO T. P. LOPES

Vamos supor que as funcdes dos exercicios abaixo sdo sempre de classe C2.

Exercicio 1. Considere o seguinte problema:

ou 0%u
E(t,m):k@(t,l‘)+f(t,l’), te [0700[71'6 [07L]7
(0.1) u(t,0) = A, u(t,L) =B, t e [0,00],
u(0,7) = f(z), z € [0, L].

O objetivo é mostrar que se existir uma solucdo de (0.1), entdo ela é tnica.
i) Mostre que se u; e us sdo solugoes de (0.1), entdo u = u; — us € solugao de

ou 82u
a(tv ) 6 Q(t SC) te [0,00[,LB € [OaL]a
u(t,0) =u(t,L) =0, t € [0, 00],
u(0,z) =0, xz €0, L]
ii) Defina E(t fo )2dz e mostre que E(0) =0, E(t) > 0 e que “£(¢) <0.

iii) Conclua que E(t) = () para todo t > 0. Use isso para mostrar que u; = us.

Solugado: i) Observe que

ou Oouq Oug 0y 0us 0%u

a(t,x) = E(t,m) ot —(t,x) = k—— 92 (t,x) + f(t,z) — k—— 92 2 (t,x) — f(t,x) = k@(t,x), t €[0,00[,x €0, L],
uw(t,0) = u1(¢,0) —u2(t,0) = A—A=0eu(t,L) =us(¢t,L) —us(t, L) = B— B =0, t € [0,00],
u(0,2) = u1(0,2) — u2(0,2) = f(x) — f(z) =0, x € [0,L].

Concluimos que u é solu¢ao da equagao do calor, com condi¢ao de contorno de Dirichlet e condigao inicial zero.
ii) Vamos agora definir a seguinte funcgio FE : [0, co[— R:

L
E(t):/o w?(t, z)dx.

Observe que E(t) > 0 para todo ¢, pois o integrando é positivo. Note também que

L L L
C;—ﬁz(t) = %(/ w(t, x)dx) = /0 %(wZ(t,x))da: =2 0 %—f(t,z)w(t,x)daz
- Qk/ (t, 2)w(t, 2)dz — Qk%(t 2wt z) —Qk/ )%’(t,m)dx
ow aw ow
= 2k8 (t, L)w(t, L) — 2ka—(t 0)w(t,0) — 2k ; %(t )6'1: (t,x)dz

L
ow
= -2k ——(t,2)]?dz < 0.
/Olax(w)\ z<0

Por fim, E(0 fo w?(0, z)dz = 0, ja que w(0,z) = 0.
iii) Conclulmos que E(t) > 0e E(t) < E(0) =0, ja que € < 0. Portanto E(t) = 0. Assim,

L
/ w(t,z)dr = 0.
0

Como a fungao (t,x) — w?(t,z) é continua e positiva, sua integral é igual a zero se, e somente se, a funcao for
identicamente nula. Concluimos assim que w(t,z) = 0 e, portanto, u; = us.
1
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Exercicio 2. Considere o seguinte problema:

0 02
%(t,x):ka—ﬁ(tm)—i—f(tw), t € 10,00,z € [0, L],
ou ou
%(t,O):A, 8x(t’L):B’ t €10, 00],
U(O,(E) = f(m)v T e [OvL]

Mostre que se existir uma solucao do problema, ela é tnica.

Exercicio 3. Considere o seguinte problema:

%(t,x}zk%(t,x)—!—ﬂt,x), t €[0,00[,x € [0, L],
u(t,0) = A, gz (t,L) = B, t € [0, 00,
u(0,2) = f(x), x €10, L].

Mostre que se existir uma solu¢ao do problema, ela é tnica.

Exercicio 4. Considere o seguinte problema:

ou 0%u
a(t,l’):k@(t,l‘)+f(t,l‘), te [0,00[,x€ [OvL]a
U(t,O) - u(t7L)a gz (t,O) - ZZ (t7L)a te [0,00[,
w(0,z) = f(z), zelo,L].

Mostre que se existir uma solugao do problema, ela é tnica.

Solugdes dos exercicios 2, 3 e 4:
Repetimos a solucao do exercicio 1, usando que

dE d, [, Lo L ow
)= %(/O w2(t, 7)dz) _/O o (w (t,x))dx—2/o 2 (1, 2wt )da
L 92 ow L L ow ow
-9 — ok 2Y ) Sy P e
k e (t, x)w(t, x)dx k@:c (t, 2)w(t,x) . k e (t,x) B (t,x)dx
ow ow L ow ow

L
ow 9
= — B — <
Qk/o |5, (to)Pdz <0,

pois %(t,L)w(t,L) = %(t, 0)w(t,0) para as condigdes de contorno dos exercicios 2, 3 e 4.

Exercicio 5. Considere o seguinte problema:

St = (05t ) <l e Doclac L

(0.2) ou, o Ou,
£(t,0)—A, %(taL)_B te [O’OO[’
u(0,z) = f(x), x € [0, L],

em que w(z) > C >0, r(z) >C>0ep(z)>0.
Mostre que se existir uma solucao do problema, ela é tnica.
Dica: Use E(t) = fOL u?(t, )w(z)dr, em que u(t,r) = uy (¢, ) —ua(t, ), e us e ug sdo solugdes da Equagao (0.2).

Solugdo: Se u; e uy sdo solugdes de (0.2), entdo u = u; — us € solugdo do problema:

@(t,x) = 1 9 (r(m)au(t,xo —p(x)u(t,z), tel0,00[,z€l0,L],

ot w(z) dz Ox
ou Ou
%(15,0)—07 %(t,L)—O t € [0,00],

u(0,z) =0, xz € [0, L],
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Definindo E(t) = fOL u?(t, z)w(z)dx, vemos que E(t) > 0 para todo t € [0, 00[, E(0) = fOL u?(0, x)w(z)dzr =0 e

L L L 9y
%(t) = %(/0 u2(t,x)w(:c)da?) :/0 %(u%t,z))w(z)daz = 2/0 g—t(t,x)u(t,x)w(x)dx

— /OL a% Q@)?Z(t, m)) u(t, x)dx — 2/0L p(x)u(t, z)*w(x)de

L L

= —2/0 r(m)%(t )g—(t x)dx — 2/0 p(m)u(t7x)2w(x)dx+2r(L)g (t,L)u(t,L) — 27“(0)2—(15 0)u(t,0) <0
L L

- _2/0 r(z )gz(t x)g t, x)dx—Q/O p(@)ult, 2)2w(z)dz < 0

Logo E é ndo crescente. Assim, 0 < E(t) < E(0) = 0 para t > 0, ou seja, E(t) = 0 para todo ¢. Logo
fOL u?(t, z)w(z)dx = 0 para todo t > 0. Portanto, u?(t,z)w(x) = 0 (pois é uma fungdo continua e positiva), o que
implica que u = 0 e u; = us.

Exercicio 6. Considere o seguinte problema:

%(t7 x) = g 5 (tx) + f(t,z), tel0,00)z€l0,L]

u(t,0)=A, wu(t,L)=B, t € [0, 00],

(0.3) u(0,x) = f(z), z €0, L],
%(O,x) = g(z), x € [0, L].

O objetivo é mostrar que se existir uma solugédo do Problema (0.3), entdo ela é unica.
i) Mostre que se u; e us sdo solugoes de (0.3), entdo u = u; — ug € solugao de

0?u 0?u
w(ta ) or g(t I) te [0700[71' € [OvL]a
u(t,0) =u(t,L) =0, t €0, 00],
u(0,2) =0, z €0, L],

ou
il = L].
5 (0,2) =0, z €10, L]
ii) Defina E(t fo (a L %(t,xﬁ) dz e mostre que E(0) =0, E(t) > 0 e que 2€(¢) = 0.

iii) Conclua que E(t)=0 para todo t > 0. Use isso para mostrar que u; = us.

Solucao:
i. Basta observar que

0%y 9%uy 02us 0%y 0%us 9%u
ﬁ(tvﬂf)*w(tvx)* BN (@@*W(t,z)*ﬁ(tﬂ?) I (), t € 10,00,z € [0, L],
u(t,0) = uq(t,0) —uz(t,0) = A—A=0ceu(t,L) =uy(t,L) —us(t,L) =B — B =0, t € [0, 00],
u(0,2) = u1(0,2) —u2(0,2) = f(x) — f(z) =0, z €10, L)].
ou _ Ouy Ouy _ _
ii. Note que E(t fo (% 24 g—“;(t, x)Q) dx > 0, pois o integrando é nao negativo.

E(0) = /OL (21:(0,:5)2 + gZ(O,x)Q) dx =0,

pois E(O x) = 0 e, derivando u(0,z) = 0 em z, obtemos 6—“(0 x)=0.
Por fim,
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dFE L/ ou 0%y 0%y ou
—(t /0 (m(t x) 8t2( x)+ atax(t,x)ax(t,x)> dt

L/ ou 82u 0%y ou
L/ ou 82u ou 0%u ou ou ou ou
= 2/0 ((%(t, T)=— 92 (t,z) — 5 —(t,x) 83&2( )) dt + — 5 (t, L)a (t,L) — 5 —(t, 0)8

em que usamos que u(t,0) = u(t, L) = 0. Derivando, temos 2%(t,0) = 2%(¢, L) = 0.
ili. Concluimos que E é constante. Como E(0) = 0, temos E( ) = 0 para todo t. Assim, 2%(t,2)? +$%(¢,z)? = 0,
9u(t,z) = 0. Logo u é constante. Como u(0,z) = 0, concluimos que u = 0. Logo

(t,0) =0,

0 que implica que %(t,x) =
Uy = Ug.

Exercicio 7. Considere o seguinte problema:

&%u 0%u
O a(ta) = S5 (ta) + f(t,2), 1€ 0,00fx € [0,T]
ou ou
5 —(t,0) = A, 5 —(t,L) = B, t € [0, o0,
u(0,z) = f(x), z € [0, L],
%(Ow) = g(z), € [0, L].

Mostre que se existir uma solugao do problema, ela é tnica.

Exercicio 8. Considere o seguinte problema:

0%u

ﬁ(t’ x) = o 2(75 x)+ f(t,z), tel0,00[,z€][0,L],

u(t,0) = u(t, L), %(t,O) = %(1&,L)7 t € [0, 00],
u(07x) = f(:L‘), S [O7L]u

%(O,x) = g(x), e [0, L].

2

Mostre que se existir uma solucao do problema, ela é tnica.

Exercicio 9. Considere o seguinte problema:

0%u 0%u
Tt (t2)= 240y + f(tx), 1€ 0.0l a € 0.1,
%(LO) =A, u(t,L)=B, t € [0,00],
u(0,2) = f(x), x €10, L],
%(071') = g(x), € [0, L].

Mostre que se existir uma solugao do problema, ela é tnica.

Solucao dos exercicios 7, 8 e 9:

Repetimos o argumento do exercicio 6., observando que

dE L/ ou 0%y 0%y ou
L) _2/0 (87,‘ (t,0) S (12) + 52 )833@,95)) dt
Au ou

L rou 0u

L rou 0?%u
2/0 (&f(t’m)(?x?(t’z)

0
Tl

BT (t, x)ax(t,x)> dt

0%u

u
t? l') axg (

)) dt + ?)t (¢, L)ax

ou

(t,L) — —(¢,0)— e (t,0) =



LISTA DE EXERCICIOS 2 1/2 - TOPICOS DE MATEMATICA APLICADA (MAP 2313) 5

ja que W(t L)5% u(t, L) = 6“ 7 (t,0) 5% 9u(¢,0) para todos esses exercicios. (Em 7, pois 8—“(t L) = 8“ “(t,0) = 0. Em 8,
observamos que u(t 0) = u(t L) 1mp11ca 9u(t,0) = ‘9“ ¢(t,L). Em 9, usamos que u(t, L) =0 1mphca 9u(t,L) =0).

Exercicio 10. Considere o seguinte problema:

2'LL u
Tt =~ (@) gt we)) + fea), te0xlae Tl
(0.4) %(to) =4, %(t,L) =B t € [0, 00],
U(O’IE) = f(x)v HANS [OaL]7
2r0,2) = g(a), re 1],

em que w(x) > C >0, r( )>C > 0 Mostre que se existir uma solu¢do do problema, ela é tnica.
(Dica: Use E(t fo (24(t,2)%w(z) + r(z) 92 (t,2)?) dz, em que u(t,z) = ui(t,z) — uz(t,x), e us e up sdo
solugdes da Equa(;ao (0 4).

Solugdo: Se u; e uy sdo solugdes de (0.2), entdo u = u; — usy € solugdo do problema:

0%u 1 9 ou
G0 = o (r05tn) ). te b Ll

ou ou

%(t,O)—O, %(taL)_O le [0,00[,

u(0,z) =0, z €0, L],
ou
8t(0 z) =0, x €0, L],
Definindo E(t fo (24(t,2)%w(x) + r(z) 9% (¢, 2)?) dz, vemos que E(t) > 0 para todo t € [0,00[, E(0) =

fo u?(0, x)w(w )dm = 0. Além dlSSO, temos

dE L/ ou 0%y 0% ou
—(t) = 2/0 <8t (t,x) (’%2( x)w(x) +T(x)atax(t,o:)ax(t,z)> dt

dt
ou 0 ou 0%u ou
— 2/0 <8t (t,m)% <r(5c)ax(t,x)> + r(a:)atax (t’m)ax(t’x)> dt
0%u ou 0%u ou
(—r(aj) 5100 (t,x)%(t, x) + r(x) 5102 (t,x)%(t x)) dt
ou ou ou ou
5y L) — 25(120)7"(0)8—(:5 0) = 0.

Concluimos que E é constante. Como E(0) = 0, temos E(t) = 0 para todo t. Assim, w(ﬂlc)%(t,ac)2 +
r(x)g—;(hx)z = 0, o que implica que %(t,m) = a—u(t x) = 0. Logo u é constante. Como u(0,z) = 0, conclui-
mos que u = 0. Logo u; = us.




