LISTA DE EXERCICIOS 2 - TOPICOS DE MATEMATICA APLICADA (MAP 2313)

PROF: PEDRO T. P. LOPES WWW.IME.USP.BR/~PPLOPES/TMA

Os exercicios a seguir foram selecionados do livro do G. Folland e Djairo. (F. X, ex.Y) e (D. X, ex.Y) indicam o
exercicio Y do capitulo X do livro do Folland (F) e Djairo (D).

Exercicio 1. (F. 3.1, ex.2) Suponha que {y1, ..., y» } seja uma base ortogonal de C™ (n&o necessariamente ortonor-
mal). Sejay € C" e aq, ..., a, € C tais que

Y =aiy1 + ... + anYn.

i) Calcule (y,y;) e mostre que (y,y;) = a; ||yj||2, para todo j € {1,...,n}.
ii) Conclua que

Y= <y7z~/12>y1 I <y,yn2>yn.
[ [1ynl

Resolucao:
i) Basta observar que (y;,yx) = 0 se j # k. Assim,

2
W, y;) = (a1 + . + an¥Yn, yj) = a1 (Y1, y5) + - + an Yn, y5) = a5 (Y5, 95) = a; ly;||”

s = 11

ii) Usando o resultado anterior, concluimos que

(Y, y|n2> .

<y7y12> L ot
[yl [9n
Exercicio 2. (F. 3.1, ex.4) Sejam uy = 3 (1,2i,-2i,0), ug = £ (2 — 44, -2,4,0), uz = &= (4 + 2,5+ 8i,4 + 10i,0)
e uyg = (0,0,0,1).

i) Mostre que {u,...,us} ¢ um conjunto ortonormal de C*, ou seja, mostre que

(s ) = O = {

Y =ai1yy + ... +anyp =

1,sen=m
0,sen #m

(Lembremos que o produto interno é dado por {(x1,z2,23,24), (Y1, Y2, Y3, Y4)) = T17Y1 + ... + T47s.
ii) Expresse os vetores (1,0,0,0) e (2,10 — 4,10 — 9i, —3) como combinagao linear dos vetores {u1,...,us}. Use
que
u = (u,ur) ug + (u, uz) ug + (u, uz) ug + (u, ug) ug.

Resposta do item ii)

1 1 1
(1,0,0,0) = gus + 5 (24 4i)uz + 3¢ (4 - 20) uy

(2,10 — 7,10 — 9i, —3) = 6uy — Suy — 15iuz + 3iua.
Exelrcicio 3. (F. 3.2, ex.1) Mostre que o conjunto {¢,}.., das fun¢des ¢, : [0,l]] = C, em que ¢,(z) =
(3#)%sen((n—3) %), n>1, é um conjunto ortonormal, ou seja,

l J—
<¢"’¢)”> = /0 ¢n(x)¢n(l')dx = 0pm = { 1, sen =m

0,sen #m

Exercicio 4. (F. 3.2, ex.2) Mostre que o conjunto {¢,}

oo
n

1 _, das fungdes ¢,, : [0,]] — C, em que ¢,(z) =
(3)%cos((n— 1) Z%), n > 1, é um conjunto ortonormal, ou seja,

l _
(G0} = [ 6u(@)6u(@)dr =3, = { ot m

1
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Exercicio 5. (F. 3.3, ex.9) Suponha que {¢,} ~; seja uma base ortonormal para o intervalo (a,b). Mostre que
para todas funcOes continuas por partes f e g, temos

oo

<fa g> = Z <f» ¢n> <gv¢n>'

n=1
Dica: Use f =" ([, ®n) Pn, 9= py (g Pn) ¢n € as propriedades de ortonormalidade.
Resolucao:

Basta observar que

(f,9) =<

>

n=1

M8
M8

<f7 ¢n> Dns i (g,¢m> ¢m> =

m=1

<<f7 ¢n> On, i <ga¢m> ¢m> =

m=1

I
=
Il
—

n

Mg
NE
NE

f7 ¢n ®n, <97 ¢m> ¢7n> =

Z Z (f,6n) (Pm> 9)

n=1m=1

<f7 bn) <gv Gm) (Pns Pm) =

uFﬂéBﬁ

1

3
I

n

f’ ¢7L ¢TL7

Exercicio 6. (F. 3.5, ex.1) Sobre que condig¢oes nas constantes ¢ e ¢’ as condic¢oes de contorno f(b) = cf(a) e f'(b) =
' f'(a) sdo condi¢des de contorno auto-adjuntas (isto ¢, v (f'g — fg’) |Z = 0) para o operador L(f) = (rf") + pf
em [a, b]?

Resposta: A condicio ¢ que cc/ = :((Z))

Exercicio 7. (F. 3.5, ex.3) Ache os autovalores e autofungdes normalizadas para o problema f”+Af =0, f(0) =0,
f'(1) =0 em [0,{]? (Dica: Procure solugoes da forma sen (Az + B))

Resposta: Os autovalores sdo (%)% sen ((n—3) ™), paran=1,2,3, ...

Exercicio 8. (F. 3.5, ex.4) Ache os autovalores e autofungdes normalizadas para o problema f”+Af =0, f/(0) = 0,
f(I) =0em [0,1]7 (Dica: Procure solugoes da forma cos (Azx + B))

Resposta: Os autovalores sdao (%)% cos ((n — %) %), paran =1,2,3, ...

Exercicio 9. (F. 3.5, ex.7) Ache os autovalores e as autofunc¢des normalizadas para o problema f” + Af = 0,

f(0) =0, f/(1) = =f(1) em [0,1]?

Resposta:Os autovalores sdo A, = v?2

no

em que v, sdo as solugdes positivas de tan(v) = —v. As autofuncdes

2

(autovalores) normalizados sao ¢, (z) = ¢ sen(v,x), ¢, = {M}

Exercicio 10. (F. 3.5, ex.12) Considere o problema de Sturm-Liouville

L8 wprear=o. - 509 =0

i) Mostre que se f é uma solugdo do problema anterior, entao

/ ik dfcf/ If’lgdar/abp|f|2dx.

Dica: Use o fato de que \f = — (rf’) — pf e integre por partes.
ii) Deduza que se p(z) < C para todo z, entdo os autovalores do problema acima satisfazem A > —C.

Resolucao:
i) Vemos que A\f = — (rf") — pf. Logo

3 1@ do = [ @)F@ds =~ [ r(o)f' @) Flonde - / pf (@) F(@)de =

—<rf’>ﬂi1+/ ) f (@)@ )dx—/pf( F(@)dz

[r@s@de = [ pla) 1) do

ii) Assim, se p(x) < C e f é uma autofuncgdo com autovalor A, obtemos

A / @) de = / r(@) |f (@) di — / p(a) | (@) de >
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[r@r@pde-c 15w .

Como assumimos sempre no problema de Sturm-Liouville que r(z) > 0, concluimos que [r(z)|f’ (z)]* dz > 0.
Logo

[r@r@la—c [tz -c [ .

Concluimos por fim, que
)\/|f(m)|2dx2 —C/|f(as)|2dsc — A —C
Exercicio 11. (D. 4.7, ex.3.1 e 3.2) Consideremos o problema abaixo:

9u (t,x) = k2% (t,2), t > 0z €0,
Ju(t,0) =go(t), 24 (t,1)=g1(t),t>0
w(0,2) = £ (), % €]0,1]
Ache uma fungao ug (¢, x) tal que a solugdo do problema acima possa ser escrita como u(t, x) = ug (¢, z) +v (¢, x),
em que v resolve um problema do tipo abaixo:

9 (t,0) = kLY (t,x) + F (t,x), t >0z €10,
9v(t,0)=0, 22 (t,1)=0,t>0
v(0,2) =g (), z €]0,1[

Resolugdo: Consideremos ug uma solugio particular de 922 (¢,0) = go (t), 92 (t,1) = g (t). Por exemplo,

I ox
ou x x?
20 (1,2) = g0 () + 5 (91 (1) — g0 () = o (1,) = g0 (1) + 5 (g (1) — g0 (1)
Assim, se u(t, z) = ug (t,2) + v (¢, ), entdo v satisfaz
ov _Ou Oug B 0%u Oug B 9%v 9%uyg Oug
Logo F (t,z) = k;%zﬁ" (t,z) — 88% (t,z). Além disso,
v _ Ou dug B
B (t,0) = I (t,0) — oy (t,0)=0
e
ov _ Ou Oug B
%(t»l) = %(tl) T or (t,1) =0.
Por fim,
2
v(0,2) =u(0,2) —uo (0,z) = g (z) — |go () + % (g1 () = g0 ()] -

Exercicio 12. (D. 4.7, ex.4.7) Obtenha a solugdo do problema abaixo:

9u (t0) = k2% (ta) + et t >0z €10,
94 (t,0) = 92 (t,1) =0, >0
w(0,2) =0,z €]0,{[
Resolucao:
oo —_kn? , ~
Basta vermos que provurarmos solu¢des da forma u (t,z) = > oo a, (t) e ¥ cos (nz), que é a solucdo geral
2

de { 9u (t, ) = k2% (t,a), ¢ > 0 x €]0,1]

%u (t,0) = %u (1) =0,1>0 , porém com termos a,, que dependem de ¢. Substituindo na equagio,
x \V2 x \U9 ’

obtemos -
Z (a’n (t) e "t — kn2a, (t) e "t + kn2a, (t) ekt _ €_t50n) cos (nz) = 0.
n=0
Logo

al, (t) e F°t = 6715,

Como a,, (0) = 0 para todo n, concluimos que

Assim, a solucao sera
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Exercicio 13. (D. 5, ex.2.1) Consideremos o problema abaixo
- ), t>0z€l0,

Zu(tw) =kT%(t ),
w(t,0)=A, u(t,l)=B,t>0

uw(0,z) = f(x), z €]0,]]

% (0,z) =g (x), z €]0,]]
Ache uma funcédo ug (x) tal que a solugdo do problema acima possa ser escrita como u(t, z) = ug () + v (¢, )
em que v resolve um problema do tipo abaixo:
Zo (tx) = kY (tx), t >0z €0,
v (¢, O) y(t,l)zO,t>0
2(0,2) = f (@), z € 0,1
%v(0,2) =g (z), z €]0,([

Resolugao: Vamos procurar uma solucao partlcular de
Pu(tx), >0z €0,

% (t,x) = k55 (t,x
u(t,0)=A, u(t,l)=B,t>0
Vemos facilmente que ug (z) = A+ 7 (B — A) é uma solugdo. Assim, se v (t,x) = u(t,x) — ug (), concluimos
que
To (t,x) = k&S (t,2), t > 02 €0,
v(t,0)=0, v(t,1)=0,t>0
U(va) f( ) A+ 7 (B—A),:EG}O,Z[
5 (02)=g(@ ). 2 € 0.0

Exercicio 14. (D. 5, ex.6.2,6.3) Resolva os problemas abaixo
(t, x),t>0xe€]0,l
(t, HD=ett>0

i)
B

kOU (tx) + A, t> 02 €10,
0, u(t,l)=et, t>0
(0,2) =0, z €]0,]

9u(0,2) =0, z €]0,]

ii)
ot

Exercicio 15. (F. 4.2, ex.1) Resolva a equagao abaixo:
Bu(t, ) = kG4 (t,x), (t,x) €]0,00] x ]0,1]
u(t,0) = Ju(t,1)=0,t>0
u(0,z) = 50, Vx € 10,1]
(Dica: Use exercicio 7)
Resposta:
1) w2t 1
Zb exp( l2) T )sen((n—Q)ﬂlx>,
em que
(2n—1 2
/ f(x)sen 1 )7rx dr = _ 20 .
2l m(2n—1)

Exercicio 16. (F. 4.2, ex.2) Resolva a equagao abaixo:
0U(t,x) = k% (t, ), (t,) €]0,00] x ]0,1]
u(t,0) =C, 2%(t,1)=0,t>0

u(0,z) = 50, Yx € 10,1]

20 Yewp (<l>) an((n-1) %),

ot

Resposta:

C+Z(
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em que
200

= ?/Olf(x)sen (W) dx = -1

Exercicio 17. (F. 4.2, ex.3) Resolva a equagao abaixo:

9u(t,0) = k24 (t,x), (t,2) € ]0,00[ x ]0, [

u(t,0) =0, —“(t,l):C’,t>0

u(0, x) 0, Vz €10,1]
Resposta:
2
—1)"8Al —(n—3%)" 7%kt 1\ 7w
u(t,x) = Az + z:: < 77# on 1) exp — sen | {n—5 )
em que
200

= ?/Olf(x)sen (W) dx = =1

Exercicio 18. (F. 4.2, ex.5) Resolva a equagdo abaixo:
9u(t x) = k2 4(t,x) + e 2fsen (), (t,2) € ]0,00[ x |0, 7]
u(t,0) =u(t,7)=0,t>0
u(0,z) =0, Vz €10, 7|

Resposta:
u(t,z) = (e7" — _kt) sen(z) k#2
) k _ 2 )
u(t,z) = te *'sen(x), k= 2.

Exercicio 19. (F. 4.3, ex.5) Resolva a equagao abaixo:
at2 £(t,x) = ng U (t,z) — a’ul(t,x), (t,z) €]0,00[ x ]0,{[
u(t,0) =u(t,1)=0,t>0
u(0,z) = f(z), Vo €10,
9u(0,z) = g(z), Vz €0,
Resposta:
s nrx n?m?c?
Z ancos (Ant) + bpsen (Ayt)) sen <T)’ 2\ = 7 +a®.

Exercicio 20. (F. 4.3, ex.6) Resolva a equagao abaixo:

8t2 $(t,x) = cQggE“(t z) —2k2%, (t,2) €10, 00[ x ]0,1[
uw(t,0) =u(t,l)=0,t>0
u(0,z) = f(x), Yz €]0,1]
%(O,x) = g(x), Vz €]0,]]

— k2.

n - l2

Resposta:
nwx 5 mirc?
Z e~ (ancos (Ant) + bypsen (A,t)) sen (T) ,
Se k > 7F, entao o termo )\n serd imaginéario e teremos funcoes hiperbolicas. Como |\,| < k, os termos
“Fteos (Ant) e e Ftsen (A\,t) sdo exponencialmente decrescentes em .



