LISTA DE EXERCICIOS 2 - TOPICOS DE MATEMATICA APLICADA (MAP 2313)

PROF: PEDRO T. P. LOPES WWW.IME.USP.BR/~PPLOPES/TMA

Os exercicios a seguir foram selecionados do livro do G. Folland e Djairo. (F. X, ex.Y) e (D. X, ex.Y) indicam o
exercicio Y do capitulo X do livro do Folland (F) e Djairo (D).

Exercicio 1. (F. 3.1, ex.2) Suponha que {y1, ..., y»} seja uma base ortogonal de C" (ndo necessariamente ortonor-
mal). Sejay € C" e ay, ..., a, € C tais que

Yy=ai1y1 + ... + anyn.
i) Calcule (y,y;) e mostre que (y,y;) = a; ||yj||2, para todo j € {1,...,n}.
ii) Conclua que

Y= <y,yl>y1+m+ <y,y|T2>yw

- 2
lya | 1y
Exercicio 2. (F. 3.1, ex.4) Sejam u; = § (1,2i,—2i,0), ug = £ (2 —4i,-2,4,0), uz = = (4 + 2,5+ 8i,4 + 10,0)
e ug = (0,0,0,1).
i) Mostre que {uq,...,us} € um conjunto ortonormal de (C4, ou seja, mostre que

(Uny Upn) = Opn, = {

(Lembremos que o produto interno é dado por ((z1, 22,23, %4), (Y1, Y2, Y3,Y4)) = T1Y1 + ... + T471.
ii) Expresse os vetores (1,0,0,0) e (2,10 — 4,10 — 9i, —3) como combinagao linear dos vetores {uy,...,us}. Use
que

1,sen=m
0,sen #m

w = {u,ur)uy + (u,us) us + (u, uz) usz + (u, ug) ug.
Exercicio 3. (F. 3.2, ex.1) Mostre que o conjunto {¢,} —, das fungdes ¢, : [0,]] — C, em que ¢,(z) =

(%)% sen ((n — %) %), n > 1, € um conjunto ortonormal, ou seja,

(P, bn) = /Ol G (T) b (2)dT = Sy = {

oo
n

_, das fungdes ¢,, : [0,]] — C, em que ¢,(z) =

1, sen=m
0, sen #m

Exercicio 4. (F. 3.2, ex.2) Mostre que o conjunto {¢,}

(%)% cos ((n — %) %), n > 1, é um conjunto ortonormal, ou seja,

IL,n=m

(Gnda) = [ On(@)on () = b = {onam

Exercicio 5. (F. 3.3, ex.9) Suponha que {¢,} -, seja uma base ortonormal para o intervalo (a,b). Mostre que
para todas funcoes continuas por partes f e g, temos

oo

(f,.9) =" {f,6n) (g bn)-

n=1
Dica: Use f =" ([, ¢n) Pn, 9 =D pey (g Pn) ¢n € as propriedades de ortonormalidade.
Exercicio 6. (F. 3.5, ex.1) Sobre que condigdes nas constantes c e ¢’ as condi¢des de contorno f(b) = cf(a) e f'(b) =
' f'(a) sdo condi¢des de contorno auto-adjuntas (isto &, r (f'g— fg’) |Z = 0) para o operador L(f) = (rf") + pf
em [a,b]?
Exercicio 7. (F. 3.5, ex.3) Ache os autovalores e autofun¢des normalizadas para o problema f”+Af =0, f(0) =0,
f'(1) =0em [0,]7 (Dica: Procure solugdes da forma sen (Az + B))

Exercicio 8. (F. 3.5, ex.4) Ache os autovalores e autofungdes normalizadas para o problema f”+Af =0, f/(0) = 0,
f(I) =0em [0,1]7 (Dica: Procure solugdes da forma cos (Azx + B))

Exercicio 9. (F. 3.5, ex.7) Ache os autovalores e as autofunc¢des normalizadas para o problema f” + Af = 0,

f(0) =0, f/(1) = =f(1) em [0,1]?
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Exercicio 10. (F. 3.5, ex.12) Considere o problema de Sturm-Liouville
d df
e (de) +pf+Af=0, f(a)=[f(b)=0.

i) Mostre que se f é uma solugdo do problema anterior, entao

/ Fis d:c—/ |f/|2dx/abp|f|2d:c.

Dica: Use o fato de que A\f = — (rf’) — pf e integre por partes.
ii) Deduza que se p(z) < C para todo x, entdo os autovalores do problema acima satisfazem A > —C.

Exercicio 11. (D. 4.7, ex.3.1 e 3.2) Consideremos o problema abaixo:

9u (t,2) = k24 (t,x), t >0 2 €0,
%@ﬂ%:%(%aAtD—m@%t>0
u(0,2) = f(x), z €]0,([
Ache uma fungao ug (¢, x) tal que a solugao do problema acima possa ser escrita como u(t, x) = ug (¢, z) +v (¢, x),
em que v resolve um problema do tipo abaixo:
% (t,0) = kZY (t,x) + F (t,2), t >0z €]0,1]
v (£,0)=0, 2*(t,1)=0,t>0
v(0,2) =g (), x €]0,]]
Exercicio 12. (D. 4.7, ex.4.7) Obtenha a solu¢do do problema abaixo:
%(t,x)—kau(t x)—i—e “Lt>0x€]0,(
r(tO) 8x(t,l)—0,t>0
w(0,2) =0,z €]0,{[
Exercicio 13. (D. 5, ex.2.1) Consideremos o problema abaixo:

%(tax):k%(t,x),t>0x€}0,l[

w(t,0)=A, u(t,l)=B,t>0
w(0,z) = f(x), z €]0,]]
%(va) =g(x),z€]0,]]

Ache uma funcéo ug (x) tal que a solugdo do problema acima possa ser escrita como u(t,z) = ug (x) + v (¢, x),
em que v resolve um problema do tipo abaixo:

T (tw) =kS% (t3), t> 02 €0,
v (t,0) =0, y(t,l):o,t>0
v(0,2) = f(z), x €]0,l[
t((),x) g(z), z €],

Exercicio 14. (D. 5, ex.6.2,6.3) Resolva os problemas abaixo:
i)
o) = k2% (t2), t> 02 €]0,]
y=e L t>0

ii)
)= kL4 (t,x)+ A, t >0z €0,
t,0) =0, u(t,l)=et t>0
9u (0,2) =0, z €]0,]

Exercicio 15. (F. 4.2, ex.1) Resolva a equagao abaixo:

But,x) = k%H(t,2), (t,2) €]0,00[ x ]0,[
u(t,0) = 24(¢,1) =0,t>0
u(0,x) = 50, Yz €]0,]

(Dica: Use exercicio 7)
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Exercicio 16. (F. 4.2, ex.2) Resolva a equagao abaixo
%(tvx)*kgx?( ) (t,z) €]0,00[ x ],
<t7 0) 7 ( ) - 07 t> 0
u(0,z) = O vz €]0,(]
Exercicio 17. (F. 4.2, ex.3) Resolva a equagdo abaixo
But,x) = k%t ) (t,z) €]0,00[ x ]0, [
u(t,0) =0, “(t,l):C’,t>O
u(0,x) = 50, Yz €]0,]
Exercicio 18. (F. 4.2, ex.5) Resolva a equagdo abaixo
a“ it ) = ka 95 (t,x) + e 'sen (x), (t,x) €]0,00[ x |0, 7[
u(t,0) =u(t,m)=0,t>0

u(0,z) =0, Vo € 10, 7|
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Exercicio 19. (F. 4.3, ex.5) Resolva a equacao abaixo
6t2 2(t,x) = 022 Ut x) — a’u(t,z), (t,z) €]0,00[ x ]0,1]
uw(t,0) =u(t,l)=0,t>0
u(0,z) = f(x), Yz €]0,(]
52(0,2) = g(x), vz €]0,1]
Exercicio 20. (F. 4.3, ex.6) Resolva a equagdo abaixo
6t2 L(t,z) = c2g T4t x) — 2%, (t,2) €]0,00[ x ]0,1]
u(t,0) =u(t,l)=0,t>0
u(0,2) = f(x), Yz €]0,]
( IE) = g(x), NES ]O,Z[
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