LISTA DE EXERCICIOS 1 - TOPICOS DE MATEMATICA APLICADA (MAP 2313)

PROF: PEDRO T. P. LOPES WWW.IME.USP.BR/~PPLOPES/TMA

Os exercicios a seguir foram selecionados dos livros dos autores G. Folland (F.), Djairo Figueiredo (D.) e E.
Kreysig (K.). (F.X.Y), (D.X.Y) e (K.X.Y) indicam o exercicio Y do capitulo X do livro F, D ou K.

ExErcicio 1 (D.2.1.2, D.2.1.3 £ D.2.4)

Sejam f: R — Ceg: R — C duas fungdes periddicas de periodo T' > 0 e seja A € C uma constante, mostre que:
i) as fungdes f + g e fg também sdo periddicas de periodo T

ii) a fungdo Af é periddica de periodo T

iii) Se f é diferenciavel, entdo f’ também ¢é periodica de periodo T'.

Resolucao:

i) De fato,

(f+9)(@+T)=f(z+T)+g(@+T)=f(z)+g(x)=(f+g)(z).
(f9)(@+T)=f@+T)g(z+T)=f(x)g(z)=(fg)(z).
ii)
M) (@+T)=Af(z+T)=Xf(x).
iii) De fato,
f,(I+T):%ig%)f(xthJrT]z—f(xwLT) :}llig%f(strh]sz(x) ).

ExERrcicio 2 (D.2.1.5)
Seja f : R — C uma funcgao continua e periédica de periodo 7" > 0. Mostre que, para todo a € R, temos

LMTf@Mﬁ—ATﬂﬂﬁ.

(Dica: Feito em sala de aula)
Resolucao:
Vamos definir a fun¢do F': R — R por

a+T a+T a
n@:/ f@ﬁ:A f@ﬁ—Af@ﬁ

F'(a) = f(a+T) - f(a) =0.
Logo F' é constante. Concluimos que fanrT f (t) dt independe de a.

Logo

ExEercicio 3 (D.2.2.10)
Seja f : R — C uma funcao Riemann integravel periédica de periodo T' > 0. Mostre que a funcdo F': R — C
definida como

0
F@:Af@w

é periodica (de periodo T') se, e somente se, fOT f(s)ds = 0.
(Dica: Feito em sala de aula)
Resolucao:
Se F' é periodica, entao
FO+T)=F().

0= / " fs)ds = / " fs)ds.

Em particular, F(T) = F(0). Logo
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Se fOT f(s)ds =0 e f uma funcio periodica. Logo

F@+TU=ngf®M8=[ff@ﬂ&+/ﬁmfﬁws=/%mfwﬂ&

T T

Usando a periodicidade de f, concluimos que

/T9+T f(s)ds = /09 f(3+T)ds = /00 f(3)ds = F(0),

na primeira igualdade usamos s = s —T.
Portanto, F(0 +T) = F(0).

ExERcicIO 4 (D.2.2.11)
Seja f : R — C uma fun¢do Riemann integravel, peridédica e de periodo T' > 0. Determine a constante A > 0 tal
que a funcao abaixo seja periodica e de periodo T

F(x) = /OI ft)dt — Az.

Resolucao:
Queremos que F(xz 4+ T) = F(x), ou seja,

x+T x
/ F(t)dt — Az — AT = / F(t)dt — Az,
0 0

Observamos que
x z+T x z+T
d dt — Ax — AT = dt— A dt = AT.
| e [ peyin— a0 | it —az [ s

Como f é peri6dica, temos ffrT f(t)dt = fOT f(t)dt. Assim, a afirmagio acima equivale a:

1 T
A= /O F(t)dt.

ExEercicio 5 (D.2.3.1)

Verifique as seguintes relacoes:

i) " cos(nz)sen(nz)dx = 0.

ii) [T cos(na)cos(ma)dz = bpmn.

iii) [7_sen(nz)sen(max)dz = bpn.

(Observagao: Estas sdo as relagoes analogas a ffﬂ etn=m)zdy — 976, provadas em sala de aula)

ExEercicio 6 (D.2.5.1)

Seja f : R — C uma funcdo tal que f(x) # 0 para todo = € R. Mostre que:
i) Se f é uma fungao par, entao % também é uma funcgao par.

ii) Se f é uma fungdo impar, entdo % também é uma fungao impar.

Resolucao:

1 _ 1 _ 1 _ 1

1) ?1(”) IS T I T (xz'

i) (-2 =7 = 5@ = —57 @)

ExEercicio 7 (D.2.5.2)
Seja f : R — C uma funcao derivavel. Mostre que:
i) Se f é uma fungdo par, entdo f’ é uma funcdo impar.
ii) Se f é uma funcao impar, entdo f’ é uma fungao par.
Resolucao:
i) Basta observar que se f(—z) = f(z), entao
/ _flmx+h) - f(=x) . f(=(@—h)— f(-2)
fie) = lim, h =% h -
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e @ =f@ L fe=h) = @)

@ h) - f (@)

h—0 h h—0 —h = _,11_)0 h = f/(x)
ii) Basta observar que se f(—z) = —f(x), entdo
Py = g ST =)y J( =) =1 ()
=M+ f@) . fle—h)-f@) . f@th)-f@)
Y - F

ExEercicio 8 (D.2.6.3, D.2.6.4 £ D.2.6.5)
Sejam f: R — Ce g: R — C duas fungoes 2m-periddicas e Riemann integraveis.

i) Calcule as relagoes entre os coeficientes de Fourier a,, b, e ¢, das fungdes f e g, se g(z) :

= f(z + a), em que
a € R é uma constante.

ii) Calcule as relagoes entre os coeficientes de Fourier a,,, b, e ¢, das fungdes f e g, se g(x) := f(x) + k, em que
k € C é uma constante.

iii) Sejam af, b} e ¢/ e a?, bJ e 7 os coeficientes de Fourier das funces f e g, respectivamente. Calcule os
coeficientes de Fourier da fun¢io af + Bg em funcdo de af, bf, ¢/, a9, b9 e c9.
Resolucao:

i) Observamos que

1 T+ ) )
/ fla+a)e™ " dy = Flyemvinedy —
27T e
1 . T+a X 1 i Uy .
_~ Jina —INY oy — ino —NY o
s [ sy = e [ ey

Logo ¢f = e™cf. Portanto, aj = 2¢) = 200 = ag,

g — .9 _ gina f —ina f  _
al =cd 44, =" +e c_,

cos(na) (ch + cjin) + sen(na)i (ch - cin) = cos(na)al + sen(na)bl

b‘% =9 (cg - n) =3 (ei”acfl — e_i"acgn) =
) — (sen(na)cd + sen(na)c?,,) =
cos(na)c] — sen(na)b!.
Logo af = cos(na)af + sen(na)bf e by = cos(na)cf — sen(na)bf.
i) Vemos que

1 [ ; 1 [ ;
g _ —inx _ —inx _
9 271- g(m)e dx o | (f(z)+k)e "™ dx
. z+ 5 e x=c] n0-
ad = L/ (z)cos(nx)dx = i i (f(z) + k) cos(nx) i/ )eos(nx) deri i keos(nz)dx = al +ko
nTop ) 9 Ton ) D) o | = GnTHEOn0:
1 [ 1 [ 1 ¥
g = o g(z)sen(nz)dr = o (f( ) + k) sen(nx)dx = =5 )sen(nz)dx + — ksen (nz)dz = b),.
TJ 77

Assim, ¢ = ¢f, a%:a{;eb%:bf paran>1 ecO—c0+kea0=a0+k
iii) Vemos que

= o [ (af@) + Belw)e s = ag- / Fle)e™ " da + 3o / Je~neda — ach + Bes.

acf+he — % /Tr (af(z) + Bg(z)) cos(nz)dx = a% f( Jeos(nx)dx + B 5 g(x)cos(nw)d:v = aal + Bal.

—T —T

1 (" 1 (" 1 ("
b2 h9 — o / (af(x) + Bg(x)) sen(nz)dx = ag— f(z)sen(nz)dx + 52— g(x)sen(nz)dz = abl 4+ BbI.
T/ . T ) ™

Assim, 289 = acl + Bed, a2/ = aaf + Bald, b2THP9 = abl + BbY.

—T

ExEercicio 9 (K.11.1 EX.6)
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Seja f : R — C uma fungao periddica de periodo T" > 0. Mostre que z — f (ax) e x — f (%) sdo funcoes
periodicas de periodo % e bT.

Resolucao:

Basta observar que

e que

ExEercicio 10 (K.11.1 EX.2 A 4)

Seja f : R — C uma funcao periddica. Dizemos que T > 0 é o periodo fundamental de f se T é o menor nimero
real positivo que satisfaz f(z +T) = f(z).

i) Calcule o periodo fundamental das seguintes fungoes:

cos(x), sen(x), cos(2x), sen(2x), cos(nx), sen(nx), cos (3¢£), sen (252), cos (252L), sen (2222,

Resolucao:

Os periodos fundamentais sdo, respectivamente, dados: 27, 2w, 7, 7, T:r, =, k, k, k o %

ii) Mostre que nem toda func¢io periodica tem um periodo fundamental (cha. Pense na fun¢ao constante)

Resolucao:

Basta observar que se f é uma fungéo constante, isto é, existe C' € C tal que f(z) = C para todo z € R, entdo

fle+T) = f(x), para todo T > 0. Logo
inf{T > 0; f(x+7T) = f(x), Vz € R} = 0.

Mas 0 ndo é um ntmero real positivo. Portanto ndo pode ser chamado de periodo fundamental pela defini¢ao
dada no exercicio. Assim, a funcao constante ndo tem periodo fundamental.

ExErcicio 11 (K.11.2 Ex.13)

Mostre que as conhecidas identidades abaixo podem ser interpretadas como a série de Fourier da funcao a
esquerda da igualdade (Para isto calcule a série de Fourier das fungoes & esquerda):

i) cos®(z) = 3cos(x) + Lcos(3z).

i) sen®(z) = 3sen(x) — ;sen(3x).

Desenvolva cos*(x) usando série de Fourier.

ExERrcicio 12 (K.11.4 Ex:2)

Seja f : R — C uma fungao 27-periddica e Riemann integravel. Mostre que:

i) Mostre que se f é par, entao os coeficientes ¢, sdo ntimeros reais.

ii) Mostre que se f é impar, entdo os coeficientes ¢,, sdo nimeros imaginarios puros.
Resolucao:

Estava faltando a hipétese f(z) € R para todo z € R.

i) Se f(—x) = f(z) e f(x) € R para todo € R, entdo

Cn = % f( Ye T dy = ;ﬂ( ' f(x)cos(z)dx + 1 i f(m)sen(x)dx) =
2i i f(m)cos(x)dac eR.
Acima usamos que f(—z)sen(—z) = f(x)(— )sen( ) = —f(x)sen(x). Logo, a fungdo = +— f(z)sen(x) é impar.

Logo sua integral sobre [— 7r, 77} é igual a zero.
ii) Se f(—z) = —f(x) e f(z) € R para todo = € R, entdo

Cn / f(z)e ™ dx 5 (/_7r f(z)cos(x)dx + i _: f(m)sen(x)d;v> =

' (2177 f(z )sen(x)dx) .

Logo ¢, é imaginario puro. Acima usamos que f(f Jeos(—x) = — f(x)cos(x). Logo, a funcdo x — f(x)cos(x) é
impar. Logo, sua integral sobre [—, 7] € igual a zero.
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ExEercicio 13 (K.11.4 EX:3)
Seja f : R — C uma funcao 2m-periddica e Riemann integravel. Mostre que os coeficientes a,, b, e ¢, se
relacionam da seguinte forma:

2a0 = ¢, Gp =Cp+ C_p,n >0 b, =1i(cy, —c_p),n>0.

(Dica: Foi feito em sala de aula)
Resolugiio: Basta usar a relagio de Euler % = cos() + isen(0).

Assim,
IR S W
oo _ 0o _ S [
co + Z cneznz + Z C_ne—znz =co + Z Cn (COS(?’Z.%‘) + zsen(nm)) + Z C_p (COS(?’ZJ?) — ’LS@’I’L(TL$)) =
n=1 n=1

oo

co + E en + c_y) cos(nx) E —c_p) sen(nx).
n=1 n=1

Portanto, % = ¢, ap = ¢p +Cc—p € by =i (cp — C_p).

A partir das relagoes acima, obtemos facilmente que co = ¢, ¢, = 57> e c_,, =

ExEercicio 14 (K.11.3 Ex:1 E 2)

Verifique se as fungbes abaixo sdo pares, impares ou nem pares, nem impares:

2|, 22sen(nx), @ + 22, e~ 12|, In(z), zcosh(x), sen(x?), sen(z), zsenh(z), |z|°, €™, ze®, tan(2z)

Resolucao:

Chamamos f de fungdo par se f(—z) = f(x) e dizemos que f é uma fungdo impar se f(—z) = —f(z). De acordo
com esta definicdo temos:

As funcdes pares sdo: |z, e717l, sen(a?), sen(z), xsenh(z), |z|>.

As fungdes impares sdo: x?sen(nx), xcosh(z), tan(2z).

As fungdes que nio sdo nem pares nem impares sio: = + 22, In(z), e

OBS: Notemos que In(z) sequer esta definida para = < 0.

z
) 1422

T xT

x
7xe I 1+£c2'

ExEercicio 15 (F.2.1 EXs.)
Calcule a transformada de Fourier das seguintes funcoes f : |—m, 7] — C:

i) f(0) = 0.

) f(0) = |9|

) , se € 077T
iv) f(a):{ 0, sef €| —m,0] °

1, sef [0,

v) f(0) = { —1, sef €] [— 7r,[0] '
vi) f(0) = |send)|.
vii) f(0) = 6.
viil) f(0) = 0 (w — 16)).
Respostas:
Atencao. Ha um erro no enunciado. Queremos calcular a série de Fourier, nao a transformada.
P2y > U +lsen(n9).
)T _ 4y COS((2n—1)8)

m 4=n=1  (2n—1)2

2
iii) 07 | Zsen(nb).

- oo COS((2n—1)8
iv) -2 nl%""an
4 oo Sen((2n—1)0
V) & 2nm1 4((2(n—1)) )
2 4x~0o COS(2n6)

Vl);_; n14n21

vii) —+4Zn 1 n) cos (nh)

vill) 2350, S

1)n+1

sen (nd).
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ExEercicio 16 (F.2.2 EX.2)

Mostre que'

. oo _ ( 1)n+1 _ 7‘—72 . .. .
)Y g =3€ > 1 = 2. (Use vi do exercicio anterior)
;s © 1 _ 7r2 oo (=nmtt

i) Y. s =% e> = = 13- (Use vii do exercicio anterior)

0o (=)t g8 - .
ii) > @~ 5 (Use viii do exercicio anterior)

ExEercicio 17 (F.2.3 EX.2)

Usando o Teorema de Integragdo de Série de Fourier provado em sala de aula e o item vii) do exercicio 15 acima,
mostre que:

i) 63 — 720 =12y 0 | (Flsen(nd)
ii) 0 — 27202 = 483°° | ()" eos(nd) _ 7at

n 15 -
. oo
Usando os resultados acima, mostre que ) ", =5 = g5

90 *
ExEercicio 18 (F.2.4 EX.5)
Analise o seguinte argumento:
Seja f : R — C uma fungio 27-peritdica tal que f(0) = e, para —m < 6 < m. Seja Y oo cne™? a série de
Fourier de f. Logo e’ = S cne™ . Derivando os dois lados da expressao, temos e/ = > cnine™?. Assim,
ZZOZ_OO cpei? = Zzo:_oo cnine™?. Pela unicidade da série de Fourier, temos ¢,, = inc,, ou seja, (1 —in)c, = 0.

isto implica que ¢, = 0 para todo n. Portanto, e = 0. Mas isto claramente é falso. Onde esté o erro?
Resolucao:

Provamos em sala de aula que se f(0) =Y > cne™, entdo
df d = o
d9 (n_z_oo Cp€ > = n:z_oo ’anneln

sempre que f : R — C for suave por partes, continua e 27-periddica. No entanto, quando pegamos a fungéo
6 € [-m, 7] — €’ e fazemos uma expansdo 27-periddica dela, a fun¢do resultante nio é continua. Por exemplo, em
|7, 3] ela é dada por 8 — €?~27. Logo ela ¢ descontinua no ponto 7. De maneira geral, ela sera descontinua em
todo ponto w4 2kw, k € Ny.

ExEercicio 19 (F.2.4 EX.1 A 6)

Ache as séries de Fourier seno e séries de Fourier cosseno das seguintes funcoes f : [0, 7] — R:
i) f(0) =1.

ii) f(8) =7 —90.

iii) f(0) = sen(0).

iv) f(0) = cos(6).

v) f(0) = 62

vi) f(0) =0, para0 <0< T e f(0)=m—0,para T <6 <.

Resolucao:

i) Cosseno: 1, Seno: ézw,

ii) Cosseno: § + = Z ”82(3%1)9 Seno: 23°°° 36”75"9)

iii) Cosseno: 2 — % - fl‘;ffff, Seno: sen(f).

iv) Cosseno: cos(f), Seno: & 3°°0 | neen(2nf),

v) Cosseno: % +45, nlz)ncos(nﬂ) Seno: 27y 7 nﬂsen(nﬁ) By, %,
vi) Cosseno: 7 —% o % Seno: %Zn_l(, )n+1%

ExEercicio 20 (F.2.4 EX.12)
Seja f : [0,7] — C uma fungdo continua por partes tal que f(6) = f(r—6). Sejam a,, e b, os termos da expansio
em cossenos e da expansdo em senos de f, respectivamente. Mostre que a,, = 0 para n impar e b, = 0 para n par.

Resolucao:
Lembramos que
1 ™
= 7/ f(z)cos(nzx)dx
T Jo
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Se n é impar, entdo n = 2k + 1, em que k& > 0. Logo

/Tr f(x)cos(nzx)dx = /05 f(@)cos ((2k + 1) x) dx + /: f(x)cos ((2k + 1) ) dx

/5 f(z)cos ((2k + 1) z) dx + /7r fm—x)cos((2k+1)x)d
0 3
/2 f(z)cos ((2k + 1) z) dx + /2 f(x)cos ((2k + 1) (mr —x))dx =
JJo . 0
/ f(x)cos ((2k + 1) z) dx + / f(x)eos (2k +1)m — (2k+ 1) x)d
0 ™ 0 s
/ f(z)cos ((2k + 1) z) dx + / f(z)cos(m— (2k+1)x)d
0 ™ 0 s
/ f(z)cos ((2k + 1) z) do — / f(x)cos ((2k + 1) z) dx = 0.
0 0

Lembramos que
1 T
b — / f(x)sen(nz)dx

n =

Se n é par, entao n = 2k, em que k > 0. Logo

/0“ f(z)sen(nz)dx = /g f(x)sen (2kx) dz + /; f(@)sen (2kz) do =

/f sen(?ka:)da:—k/wf(ﬂ—x)sen(ka)d
/f sen2kzxdaj+/ f(x)sen (2k (r — x)) dx =

/ f@)sen ((2k + 1) x) da:—l—/o f(x)sen (2km — 2kx) d

0
’ f(x)sen (2kz) dx + /E f(x)sen (—2kx) dx =
0 0

/0. f(x)sen (2kz) dx — /0 f(x)sen (2kz) dx =



