LISTA DE EXERCICIOS 1 - TOPICOS DE MATEMATICA APLICADA (MAP 2313)

PROF: PEDRO T. P. LOPES WWW.IME.USP.BR/~PPLOPES/TMA

Os exercicios a seguir foram selecionados dos livros dos autores G. Folland (F.), Djairo Figueiredo (D.) e E.
Kreysig (K.). (F.X.Y), (D.X.Y) e (K.X.Y) indicam o exercicio Y do capitulo X do livro F, D ou K.

Exercicio 1 (D.2.1.2, D.2.1.3 £ D.2.4)

Sejam f: R — Ce g: R — C duas funcoes periddicas de periodo T" > 0 e seja A € C uma constante, mostre que:
i) as fungdes f + g e fg também sdo periodicas de periodo T

ii) a fungdo Af é periddica de periodo T

iii) Se f é diferenciavel, entdo f’ também é periodica de periodo T

ExEercicio 2 (D.2.1.5)
Seja f : R — C uma funcao continua e periddica de periodo T' > 0. Mostre que, para todo a € R, temos

/a " iyt = /0 " iy,

(Dica: Feito em sala de aula)

ExEercicio 3 (D.2.2.10)
Seja f : R — C uma funcado Riemann integravel periédica de periodo T' > 0. Mostre que a funcao F': R — C

definida como )
F() = / F(3)ds
0

é periddica (de periodo T') se, e somente se, fOT f(s)ds = 0.
(Dica: Feito em sala de aula)

ExErcicio 4 (D.2.2.11)
Seja f : R — C uma fun¢do Riemann integravel, periédica e de periodo T' > 0. Determine a constante A > 0 tal
que a funcao abaixo seja periodica e de periodo T*

F(x) = /Om ft)dt — Az.

ExEercicio 5 (D.2.3.1)

Verifique as seguintes relagoes:

i) [T _cos(nz)sen(nx)dz = 0.

ii) [7_cos(nz)cos(ma)dx = .

i) ["_sen(nz)sen(ma)dz = .

(Observagao: Estas sao as relagdes analogas a ffﬂ e/ ="My = 2708,,n, provadas em sala de aula). Lembremos

que
5= 1, sem=n
mrTl 0, sem#En

ExERcic1o 6 (D.2.5.1)

Seja f : R — C uma funcdo tal que f(x) # 0 para todo = € R. Mostre que:
i) Se f é uma fungao par, entao % também é uma funcgao par.

ii) Se f é uma fungdo impar, entdo % também é uma fungao impar.
Resolucao:

. 1 _ 1 _ 1 1
)5 (-2) = 55 = 759 = 7 (@)
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i) ; (-2) = 703 = 7w = —7 @)

ExEercicio 7 (D.2.5.2)

Seja f: R — C uma funcao derivavel. Mostre que:

i) Se f é uma fungdo par, entdo f’ é uma funcdo impar.
ii) Se f é uma fungao impar, entdo f’ é uma fungéo par.

ExEercicio 8 (D.2.6.3, D.2.6.4 £ D.2.6.5)

Sejam f: R — Ce g: R — C duas fungoes 2m-periddicas e Riemann integraveis.

i) Calcule as relagoes entre os coeficientes de Fourier a,, b, e ¢, das fungdes f e g, se g(z) := f(z + ), em que
a € R é uma constante.

ii) Calcule as relagbes entre os coeficientes de Fourier a,, b, e ¢, das fungdes f e g, se g(x) := f(z) + k, em que
k € C é uma constante.

iii) Sejam af, bl e ¢/ e aZ, bY e 7 os coeficientes de Fourier das funces f e g, respectivamente. Calcule os
coeficientes de Fourier da fun¢io af + B¢ em funcdo de af, bf, ¢/, a9, b9 e c9.

ExEercicio 9 (K.11.1 EX.6)
Seja. f : R — C uma funcdo periédica de periodo T > 0. Mostre que x +— f(ax) e z > f (%) sdo fun¢des
periodicas de periodo % e bT.

ExErcicio 10 (K.11.1 Ex.2 A 4)

Seja f : R — C uma funcado periddica. Dizemos que 7' > 0 é o periodo fundamental de f se T é o menor nimero
real positivo que satisfaz f(x +T) = f(x).

i) Calcule o periodo fundamental das seguintes fungdes:

cos(x), sen(x), cos(2x), sen(2x), cos(nz), sen(nx), cos (25£), sen (252), cos (252L), sen (221L).

ExEercicio 11 (K.11.2 Ex.13)

Mostre que as conhecidas identidades abaixo podem ser interpretadas como a série de Fourier da funcao a
esquerda da igualdade (Para isto calcule a série de Fourier das funcoes & esquerda):

i) cos®(z) = 3cos(x) + Lcos(3z).

ii) sen®(z) = 3sen(x) — ;sen(3x).

Desenvolva cos*(x) usando série de Fourier.

ExERcicio 12 (K.11.4 Ex:2)

Seja f: R — R uma fungao 27-periddica e Riemann integravel. Mostre que:

i) Mostre que se f é par, entao os coeficientes ¢,, sdo ntimeros reais.

ii) Mostre que se f é impar, entdo os coeficientes ¢,, sdo nimeros imaginarios puros.

ExEercicio 13 (K.11.4 EX:3)
Seja f : R = C uma funcao 27-periddica e Riemann integravel. Mostre que os coeficientes a,, b, e ¢, se
relacionam da seguinte forma:

2a0 = o, Gp =Cp+ C_p,n >0 by, =1i(cy, —c_p),n>0.

(Dica: Foi feito em sala de aula)

ExEercicio 14 (K.11.3 Ex:1 E 2)
Verifique se as fun¢des abaixo sdo pares, impares ou nem pares, nem {mpares:
||, 22sen(nz),  + 22, e 17l In(z), zcosh(z), sen(a?), sen®(x), zsenh(x), |z|*, e

T, ze®, tan(27), 175
ExEercicio 15 (F.2.1 EXs.)

Calcule a série de Fourier das seguintes fung¢bes f : |—m, 7 — C:

i) f(0) =0.

i) f(0) = 6.

iii) f(0) =7 —6.
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{ 0, sef e [0,m|

sef €] —m,0] °
1, sef € [0, [
10) = { 1, sef €] —m,0] °

f(0) = |send|.
Vu) () =62
viil) f(0) =0 (x — |6)).

ExERrcicio 16 (F.2.2 EX.2)

Mostre que

- =" ntl 7r 2

>, 4n2 c=zey7 4n2 7 = “5=. (Use vi do exercicio anterior)
. 1 n+1

i) Yoo, = % Z ( ) =15 (Use vii do exercicio anterior)
e 1 n+1

iii) >0, Emil)g, = g (Use viii do exercicio anterior)

ExEercicio 17 (F.2.3 EX.2)

Usando o Teorema de Integragao de Série de Fourier provado em sala de aula e o item vii) do exercicio 15 acima,
mostre que:

i) 63 —m20 =123 00 (Lsen(nd),

N

n 15
. © 1 _ gt
Usando os resultados acima, mostre que )~ | -5 =

55-

ExErcicio 18 (F.2.4 EX.5)

Analise o seguinte argumento:

Seja f : R — C uma funcio 2m-periodica tal que f(f) = e?, para —m < 6 < 7. Seja o cne™ a série de
Fourier de f. Logoe? =37 _ ¢,e™?. Derivando os dois lados da expressdo, temos e’ =37 ¢ ine™?. Assim,
S e =3 cpine™?. Pela unicidade da série de Fourier, temos ¢,, = inc,, ou seja, (1 —in)c, = 0.

isto implica que ¢, = 0 para todo n. Portanto, e/ = 0. Mas isto claramente é falso. Onde esta o erro?

ExEercicio 19 (F.2.4 EX.1 A 6)

Ache as séries de Fourier seno e séries de Fourier cosseno das seguintes funcdes f : [0, 7] — R:
i) £(0) = L.

ii) f(0) =7 —6.

iii) f(0) = sen(0).

iv) f(0) = cos(0).

v) f(0) =62

vi) f(0) =0, para0 <O < T e f(f)=m—0, para 5 <0 <.

ExERrcicio 20 (F.2.4 EX.12)
Seja f : [0,7] — C uma funcdo continua por partes tal que f(0) = f(7w —60). Sejam a,, e b, os termos da expansao
em cossenos e da expansido em senos de f, respectivamente. Mostre que a,, = 0 para n impar e b, = 0 para n par.



