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Conteudo

@ Modelos lineares
@ C(lassificagcdo
@ Regressao
@ Regressio logistica

@ Selegdo de modelos
@ No Free Lunch Theorem
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Modelos Lineares

Classificacao J
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Modelos Lineares

Em aprendizado supervisionado, é comum termos:

@ Uma varidvel independente (ou variavel-alvo, ou ainda
resultado) Y

@ Uma ou mais varidveis dependentes (ou covariantes) Xj ... X,

@ Um conjunto de observacées, em que Y e X; sdo observadas

Difere do n3o supervisionado em que neste tltimo nem
sempre se conhece Y
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Classificacao

Na classificacdo, além do citado, temos um conjunto
pré-definido de classes C; ...  as quais estd associado
ao valor y da variavel Y

Queremos entdo um procedimento que possa ser
aplicado a uma seqiiéncia de casos, de modo a que novas
instancias possam ser associados a uma de um conjunto
de classes pré-definidas (Y =y € {C;... C}), com base
em seu atributos observados X; = x;.
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Classificacao

o Imagine que queremos separar os Xs e Os (exemplos
pré-classificados nessas duas categorias)

e Cada ponto é descrito
por um nlmero de a Tt
atributos i ,:'..', .
. -
@ No exemplo, 2: s
eixox ey ! Xy .
*x %X x
@ Queremos achar um : B xx
meio de classificar -4 x x ;
novos exemplos nessas x

categorias
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Classificacao

@ Imagine que queremos separar os Xs e Os (exemplos
pré-classificados nessas duas categorias)

e Cada ponto é descrito
por um numero de a tet
atributos ¥

@ No exemplo, 2: .
eixo X e y o X .

@ Queremos achar um
meio de classificar - x x ;
novos exemplos nessas . x
categorias )

e Como fazer?
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Classificacao

@ Modo mais simples: divida os pontos com uma linha
— classificacao linear

e A classificacdo é feita *
com base no valor de
uma combinacdo
linear dos atributos

e Em mais de 2
dimensdes, sido .
hiperplanos, ndo linhas | *
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Classificacao Linear

@ O hiperplano ird obedecer a seguinte equac3o:
W1X] T WeXo + ... WyeX4 + Wy = 0
o Inclinacdo: determinada pelo vetor (wy,...,wy) (sua
normal)

o Localizacdo: determinada pelo viés wy

e Geometricamente, o vetor de
parametros é perpendicular ao
hiperplano

plano: & - (X —x) =0

= |&]|(X — %o)|cos(#) = 0
= fl =90°

Wy = —WwiXpr — ... — WygXpd
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Classificacao Linear

@ Como classificar?

3 Seja f()?) = W1X1 +WoeXo 4+ ... WaXg + o

e Entdo

h(%) = sinal (f(X)) = { c o ;gg 33
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Classificacao Linear

@ Como classificar?

[+ Seja f()?) = WiX1 +warXo+...WdXqg +wo

e Entdo

h(%) = sinal(f(X)) — { c :Eg -0

@ Assim, dado um ponto p = (x,y), e o plano
wiX + wyy + wo = 0, temos que:

h(p) = sinal(wix + way + wo) =

[}

se f(p) >0
¢ sef(p)<0
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Classificacao Linear

e Exemplo:

o Considere X = (xy,...,Xq) 0s atributos de um cliente

d
o Seu crédito serd aprovado se Z wix; > limiar
i=1
d
@ Sera negado se Zw;x,- < limiar
i=1

e Note que h(x) pode ser reescrita como:

d
h(x) = sinal E wiX; | — limiar
i=1
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Classificacao Linear

e Para fins praticos, podemos criar
uma coordenada artificial
X=1,¢e

WiX] + WaXo + ... WeXg + Wy

d
= E WiXi | +wo
i=1

onde wg = —limiar. Com xp = 1 h(X) pode ser entdo
simplificada para

d
h(x) = sinal Zw;x,—
i=0
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Classificacao Linear

L — 1305

@ E qual o melhor hiperplano?

Vs |

@ Definido pelo processo de
aprendizado — exemplos s3o -
usados para se achar “bons” w; ol

o Diferentes noctes de “bom” .
existem — diferentes algoritmos

@ [écnicas para classificacdo linear:
o Redes Neurais (multi-layer perceptron)
o Naive Bayes
e SVM

@ Regressao Logistica
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Classificacao Linear

e Qualquer que seja o algoritmo, as hipdteses sempre
obedecerdo a

d
h(x) = sinal E wix; | — limiar
i=1

@ O que define a hipdtese h é entdo a escolha de w; e
limiar

@ Isso € o que o algoritmo precisa variar para escolher a
melhor hipétese
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Modelos Lineares

Regressao Linear J
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Regressao Linear

o Classificacdo:

o Tenta classificar um exemplo em um conjunto de classes
pré-determinadas

o Ex:

@ Aprovacdo de crédito: (sim/n3o)
@ Regress3o:

@ Tenta descobrir o valor associado a um novo exemplo

o A diferenca estd em que na regressdo a varidvel-alvo é
numérica e continua

e Ex

@ Linha de crédito: quantos R$ podem ser emprestados
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Regressao Linear

e Considere o problema do crédito:

idade 23
saldrio anual R$30.000,00
anos na residéncia 1
e Entrada: x =
anos no trabalho 1
divida atual R$15.000,00

e Hipétese: h(X Zw,x, ={-

Regressdo, pela saida real e Imear pela forma de tratamento da entrada ser

linear (note a remocio da funcio sinal)
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Regressao Linear

@ Dados de entrada:

onde
X; = {X;} corresponde ao pedido de crédito feito pelo

i-ésimo cliente (atributos)
yi € R ao montante concedido

@ A regressdo ird tentar replicar as decisGes tomadas
pelas pessoas
@ A questdo é: com que precisdo? Ou

@ Qudo boa é a aproximagdo entre h(X) = - X e f(X) (a
funcdo que hipoteticamente determina os dados reais)
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Regressao Linear

@ Medindo o erro:

o Importante para saber qual hipétese h(x) melhor
aproxima a fun¢do-alvo f(x)

o O algoritmo ira tentar minimizar o erro da amostra
movendo-se de uma hipdtese a outra

@ No caso da regresséo linear, usamos o erro quadratico
(h(x) = f(x))
@ Se usarmos meramente a diferenca entre previsto e real,
valores positivos podem cancelar negativos
@ Calculamos entdo a média do erro da amostra para cada
ponto (dos N) que temos:
N

E(h) = 7 Y_(h(5) - i)
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Regressao Linear

@ Medindo o erro: Exemplo

T :> a

Mote que, na verdade, x seria x;, dado que ha no modelo um xp que incluimos

@ A regressdo ird tentar produzir uma linha ajustada aos
dados de acordo com o erro quadrético

@ Em mais de 2 dimensées, produzira um plano
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Regressao Linear - Medindo o erro

e Variacdo do método dos quadrados minimos:

e Com quadrados minimos minimizamos a soma dos erros
quadraticos

e Aqui minimizamos a média

e Considere a expressio do erro:
N

1 - 2
E(H) = 37 D (h(5) ~ )
como h(X) = & - X, entdo temos
LN
E(&) = Z(; X — J/r)

N:’l
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Regressao Linear - Medindo o erro

[ I~
N
E@) = 5@ %-)
N 4
i=1
1
— —2
= | Xd—y
X3~ 71
onde
X10 X11 - Xid o y1
Xp0 Xp1 -+ Xod o= w1 7= Y2
x=|" " = = | .
XNo XN ot XN d L‘"d ) Yn
Atributos (0—d) de cada exemplo. PesosAde cada Saida de cada
atributo. exemplo.
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Regressao Linear - Medindo o erro

@ Por partes...

X1,0 X1 o Xi1d wWo X1,0000 + X1,1W1 + - -0 T X1,dWd
. X20 X1 - Xad w1 Xz.0wWo + Xz,1w1 + - - -+ X2, dWd
Xo = ] ] ) . =

XNo XNt XNd| | Wd XN,0Wp T XN 1wy + - Xy gy

N X1,0Wo + X1,1W1 + -+ - + X1,dWd — Y1

L B Y2 Xpowp +Xp 1wy + 0+ Xo gwg — V2

Xw—y=Xw-— =
YN XN, 0Wo + XN 1w T - -+ XN dWd — YN
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Regressao Linear - Medindo o erro

@ Reescrevendo...

. _
Y Cagw) —n
j=0

X1 0wo + X11w1 + -0+ Xy dwd — Y1 d
L X2,0Wo + X211 + - + Xo dwd — Y2 Z(ijwj) )2
X —y= - =1 j=0
XN owp + XN iwr + -0 T XN dWd — YN J
> wjw;) — yn
[ j=0 J
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Regressao Linear - Medindo o erro

d 2 d 2
IX& -y = (Z(XIJ'W'J') —J/l) +t (Z(XNJWJ') —J/N)

J=0 j=0

N

d
— — ]' —
como h(x;) = E wiX;; = E(d) = N E (h(%) = yi)?
j=0

i=1
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Regressao Linear - Minimizando o Erro

o Para minimizar E(&), tomamos VE(&G) =0
of  of or
o Recorde que Vf = (8—)(18—)(2”8—)(,,)

@ A questdo é: minimizar em relacdo a que?
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Regressao Linear - Minimizando o Erro

o Para minimizar E(&), tomamos VE (&) =0
of of ﬁ)

e Recorde que VI = (8—)(1"8—&""’ o,

@ A questio é: minimizar em relacdo a que?

e N3o queremos o ponto (xo, ..., Xq) (ou seja, atributos)
em que o erro é minimo, mas sim o conjunto de pesos
(wo, - - . ,wq) que minimiza o erro
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Regressao Linear - Minimizando o Erro

e Para minimizar E(&), tomamos VE(J) =0
of of ﬁ)

@ Recorde que Vf = (8—)(16—xz ox

@ A questdo é: minimizar em relacdo a que?

e Nio queremos o ponto (xo, ..., Xg) (ou seja, atributos)
em que o erro é minimo, mas sim o conjunto de pesos
(wo, - - -, Wg) que minimiza o erro

e Entdo...
. [(OE(®) 0E(@)  OE(Q)
VE(&J) _( C)wg : 8&.’1 o awd
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Regressao Linear - Minimizando o Erro

1
e Como E(&) = N\XLZ —y|? X e y tornam-se
constantes

@ S3o os dados (dados de entrada e saida) que alguém nos
deu

o O pardmetro a ser manipulados é w

e Ent3o...

- 2 I
VE(@) = NXE(X(,U —Y)
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Regressao Linear - Minimizando o Erro

@ Novamente...

Owo i=1 i=0
= VE@)=| : |= 5
OE (W) o N d
Owy N Z Xi,d (Z(Xu‘w'j) - %)
i=1 j=0
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Regressao Linear - Minimizando o Erro

e Olhando para X*(X& — y) (slide 22):

X1,0W0 T X1,1W1 T+ T X1,dWd — V1
X2,0Wp T X21W1 T+ -+ 1+ X2 gWa — V2

Xd—y=
XN o0Wo + XN 1w + - + XN dWd — YN
-y _
ZXM"W}' N
=0
= Xd—-y= :

d
E XNjWi — YN

Lj=0

Clodoaldo A. M. Lima Aula 02 - Modelos Lineares 24 de agosto de 2022 32/113



Regressao Linear - Minimizando o Erro

e Entio:

- _
E X1, — W1
j=0

X10 X0 '+ XNO d
X11 X1 ottt XN 5 X2,jWj— Y2
t — =\ s 3 ]
XH(X3 =) : : - : Jj=0

X1d X2d **° XNd

d
E XN jWj — YN
/=0 i
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Regressao Linear - Minimizando o Erro

=|

— d - r d T
2

X1,0 (Z Xy Wi — h) + - +N XN .0 (Z XN Wi — YN)

! j=0 ] L j=0 §

. i - ) d: i
2
X1jwj — Jﬂ) Ty P (Z XN jWj — J/N)
| j=0 |

=
R
o
o~
[]=

[
Il
=}

Que corresponde a VE(&J), visto no slide 27
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Regressao Linear - Minimizando o Erro

@ Entdo, para minimizar o erro, temos que
VE(@) = %X‘(X&ﬁ —y)=0
= X{(X3—y7)=0
= X'X& = X'y
e = (X'X) X'y = X'y, onde X' = (X'X)"1X*

X1 é a pseudo-inversa de X
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Regressao Linear - Minimizando o Erro

@ Vale lembrar que X*X n3o necessariamente é
inversivel

e X'X é quadrada, o que ajuda

o Para ser inversivel, A"*A = | (matriz identidade)

@ Se X fosse quadrada e inversivel, poderiamos fazer
Xd—y=0
e Bastaria multiplicar ambos os lados por X! e teriamos
&=X"1y
e Mas X ser quadrada implicaria termos o mesmo ndmero
de exemplos e atributos

@ MNormalmente temos poucos atributos & muitos exemplos
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Regressao Linear - Minimizando o Erro

e Ainda assim, XT é computacionalmente interessante:

1 1

S| | U G

Como em geral N >> d, isso torna-se bem atraente
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Regressao Linear - Algoritmo

@ Construa a matriz X e o vetor y a partir do

conjunto de dados (x1.y1), ..., (Xn. yn) como segue:
X10 X1 -+ Xid pal
Xo0 X211 - Xod o )2
X = _ T .o y=1".
XNO XN1 - XN N
matriz de da?if)s de entrada veto:falvo

o Calcule a pseudo-inversa X' = (X*X)71X?

o Retorne & = Xy

Clodoaldo A. M. Lima Aula 02 - Modelos Lineares 24 de agosto de 2022 38/113



Regressao Linear - Limitacdes

@ Se houver anomalias (outliers) nos dados, isso pode
resultar em um ajuste ruim:

[~ teast squares]

b b o - v e w

b L b

2 [ 0.4 0.6 0.8 1

@ Isso se deve ao fato do erro penalizar desvios
quadraticamente — pontos longe da reta a afetam mais
que pontos proximos
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Regressao Linear - Balanco Final

o Pros:
@ Resultados de facil interpretacdo

@ Computacionalmente barato

@ Trabalha tanto com valores numéricos quanto nominais

@ Basta mapear as categorias a valores. Ex: ¢ =+1e
¢ = —1 (note que +1 € R)

@ Use a regressio linear para obter &, onde & - X; = y; = +1

@ Estando proximo de +1, sinal(& - X) estard correto

e Contras:

@ Modela de maneira pobre dados ndo lineares
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Regressao Linear para Classificacao

@ Problemas no uso como
classificacdo:

x

fox

*
x
x

*

o Tentara fazer todos os pontos
+1 e ndo conseguird

o

. x
o Considera -2, -3 etc como erros, *®
quando estariam corretos na R
classificacdo %
o Vai minimizar o erro x  x
x

o Ainda assim, boa aproximacdo
inicial
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Transformacao Nao-Linear

e Considere o seguinte

conjunto de dados o o

@ S3o0 linearmente separaveis? * °

p o %
X9 c
© o

o]

x x
x *x -

I
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Transformacao Nao-Linear

o Considere o seguinte

conjunto de dados * o o

e S30 linearmente separaveis? x o

p o
@ Linearmente em que? - o]

L2

°© o

o

x x
x X% -

T
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Transformacao Nao-Linear

e Considere o seguinte

conjunto de dados o *
@ S5S3o linearmente separaveis? x o
@ Linearmente em que? - o]
2
© o
@ A regressdo implementa o

d
x x
E WiX; x X% *
i=0
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Transformacao Nao-Linear

@ Considere o seguinte

conjunto de dados o o
@ S3o linearmente separdveis? * °
P o %o
@ Linearmente em que? N o]
L2
° o
@ A regressdo implementa 0

d
x x
E Wi Xj x %y -
i=0

o Basta tomarmos os dados como lineares em relagdo
aos pesos, Nao a X;
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Transformacao Nao-Linear

o Como?

o Repare que se colocarmos a2 origem
no centro do grafico, os azuis
estardo mais perto dela e os
vermelhos mais longe

e Basta entdo dar mais peso a
distancia ao centro, mudando o
sistema de coordenadas:

2 .2

(Xla X2)i}(xl ) XQ)

Clodoaldo A. M. Lima Aula 02 - Modelos Lineares
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Transformacao Nao-Linear

e Como? o N

no centro do grafico, os azuis 2
estardo mais perto dela e os
vermelhos mais longe

(o]

@ Repare que se colocarmos a origem °© %
o]
o

(o]

o Basta ent3o dar mais peso a T
distancia ao centro, mudando o N
sistema de coordenadas: < ¥

x
(x1,%)_® >(X121X3) o x  x

e o
e E o novo grafico, com essa
transformacdo, fica: % o
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Transformacao Nao-Linear

e Como? PR x

no centro do grifico, os azuis 3
estardo mais perto dela e os
vermelhos mais longe

)

@ Repare que se colocarmos a origem °© o
(o]
o

o

e Basta entdo dar mais peso a T
distancia ao centro, mudando o N
sistema de coordenadas: x

2 x ¥

(x1,%)_® ,(X12=X2) o x x

e o
e E o novo grafico, com essa
transformacdo, fica: g, o

@ Linearmente separaveis
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Regressao- Passos

Coleta dos dados

Preparacdo

@ Se numéricos, ok, se nominais, mapeie-os a valores
numéricos

Treinamento

@ Encontre os pesos da regressdo

o [este

@ Meca a correlacdo entre os valores previstos e os dados
reais, para medir o sucesso do modelo
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Quadrados Minimos Regularizado

@ A fim de controlar o sobre-ajuste, a funcdo erro a ser minimizada pode ser
definida como
E(W) + vEx (&)

onde -y é coeficiente de regularizacdo que controla a importancia relativa do
erro dependente dos dados e o termo de regularizacdo E5(&).

@ Uma das formas mais simples para termo de regularizacdo é dada pela equacdo
abaixo

Es(@) = &'@
@ Considerando a funcio erro como a soma dos quadrados do erro dada por

2

E(@ (Z(x, i) — Yr}
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Quadrados Minimos Regularizado

@ A funcdo erro total é definida como

2

1 N d
N SAD i) —vi | +7@'@

i=1 \j=0

@ Esta escolha particular para o termo de regularizacdo é conhecida na literatura
de Aprendizado de Maquina como decaimento dos pesos por que em algoritmos
de aprendizado sequencial, este encoraja os valores dos pesos cair em direcdo a
zero.

@ Em estatistica, este fornece um exemplo de um método de encolhimento de
par@metro, por que este reduz os valores dos paramentros em direcdo a zero
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Quadrados Minimos Regularizado

Tomando o gradiente com relac3o a w, fazendo igual a zero e isolando w, nés
obtemos
- 7 t = s
G=(Lr+x'x) X'y
N
Este representa uma extens3o da solucdo do Quadrados Minimos

Um termo de regularizacdo mais geral é algumas vezes usada, para o qual o
erro de regularizado assume a seguinte forma

1N d 2 M
EZ Z(XFJWJ)*YI +7Z|WJ‘Q
i=1 \ j=0 =

q = 2 corresponde para um regularizador quadratico

g = 1 é conhecido como fasso na literatura de estatistica.
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Modelos Lineares

Regressao Logistica J
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Regressao Logistica

No modelo linear combinamos linearmente a entrada com os pesos:

d
S = E WiXj
i=0

E entdo fazemos algo com o resultado, que pode ser:

Classifica¢3o linear Regressio linear Regressio logistica
h(X) = sinal(s) h(x)=s h(x) = 8(s)

X

0\.
x| .__\ . s

- hix) X3 ) @ -~ h(x)
.Yd’
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Regressao Logistica

A Funcio Logistica

Pegamos s e aplicamos uma
nao-linearidade ¢ a ele — a Funcao
Logistica:

Em regressdo logistica a saida h(x) = 6(s) é interpretada como uma
probabilidade

@ Varia de 0 a 1. Se s muito negativo, f(s) aproxima-se de 0, se muito
positivo, de 1

@ Hé um limiar suave (soft threshold)
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Regressao Logistica

10

Ainda que a funcao logistica
pareca distante da funcdo degrau
usada na classificacdo . ..

o
@

Sigmoid(x]
o
=

e
9

e
o
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Regressao Logistica

Ainda que a func¢do logistica :::
pareca distante da funcdo degrau £,
usada na classificacdo ... s
0.0 —r = 3 3 +
' 7
Em uma escala grande o ;:: /
suficiente, a sigmdide parece com E‘“-“
a funcdo degrau 02 J
e T 7 2 a0 E
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RLog - Interpretacdo Logistica

Previsao de ataques cardiacos em dado intervalo de tempo:

@ Entrada X: nivel de colesterol, idade, peso etc

@ Saida (s): probabilidade de um ataque cardfaco

@ Lembrando que o sinal s = & - X — fator de risco

@ Note que s permanece linear...

Modelo mais interessante (e realista) que uma simples classificacdo,
em que a resposta seria que terd (ou ndo) o ataque — 100% de

certeza
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RLog - Interpretacdo Logistica

Suponha que temos um conjunto de dados (x,y), com y bindrio,
gerado por uma fungdo-alvo com ruido:

() para y = +1
P(yl)?){l—f()?) para y = —1

Junto a cada ponto (X), é dada uma uma saida (y) que é afetada
por uma probabilidade

@ Probabilidade de ataque cardfaco (y = +1) ou ndo (y = —1), dado os
dados
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RLog - Interpretacdo Logistica

| f(x) para y = +1
Pylx) = { 1—f(X) paray=-1

Estamos tentando aprender a fungdo-alvo f : R — [0, 1]
@ A probabilidade de um ataque

Queremos entdo aprender g(x) = (& - X) ~ f(x)
@ A hipétese final que aproxima f

A questdo é entdo como escolho os pesos (pardmetros) de modo a
que a hipétese da regressdo logistica reflita a funcdo-alvo
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Regressao Logistica - Medida de Erro

Nesse modelo, para cada (X, y), y é gerado pela probabilidade f(X)

@ Avaliamos diferentes hipéteses conforme a probabilidade de cada uma
delas ser realmente a funcdo-alvo que gerou os dados

Assumamos que uma determinada hipdtese represente a fun¢do-alvo
(ou seja, h = f)

@ Qual a probabilidade de gerar esses dados se essa suposiciao for
verdadeira?

@ Ou, se h="f, qual a probabilidade de obtermos y a partir de X7

@ Note que ha uma inversdo: ndo queremos saber a probabilidade da
hipétese dados os dados, mas sim a probabilidade dos dados dada a
hipdtese
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Regressao Logistica - Medida de Erro

Olhemos entdo a distribuicdo de probabilidade que assumimos:

| f(x) para y = +1
Plylx) = { 1—f(X) paray=-1

Sob a suposicdo de que h = f, essa probabilidade torna-se

o | h(X) para y = +1
Plylx) = { 1—h(xX) paray=-1
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Regressao Logistica - Medida de Erro

~ | h(x) para y = +1
Pylx) = { 1—h(x) paray=-1

Alguns pontos s3o interessantes:

@ P(y|X) trata de somente um ponto (X)

@ Nio é interessante que a férmula trate de casos (descontinuidade) -
queremos algo mais analitico.

s

Note, contudo, que, como #(s) = . entdo
1+ es
e * 1 e®
e(_s)*1+e—s*1+e5* C1+es —0(s)
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Regressao Logistica - Medida de Erro

Assim, como h(x) = 6(s), com s = - X

] 0(s) para y = +1
PlyIx) = { f(—s) paray =-1

(observével no grafico)

Note entdo que P(y|X) = 6(y@ - X):
@ Como y = +1, isso cobre os dois casos de (s) e f(—s)

@ E, para o conjunto de dados D = (33, y1).. .., (Xn, yn), a probabilidade
de, sob a hipdtese, observarmos cada saida, dado seu respectivo ponto, é:

N
P(D|h(x HP yal%n) =[] 0yni - %
n=1
(assumindo-se independéncia entre os exemplos fornecidos)
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Regressao Logistica - Medida de Erro

N N
P(DIh(R) = £(X)) = [ Pyal%a) = [ 0(ye@ - %)

n=1

Note que o mesmo & que influencia em um ponto é o que influencia
em todos

@ O superajuste a um pode prejudicar o ajuste a outro

Queremos entdo encontrar & que maximiza essa probabilidade

@ & que minimiza a medida do erro
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Regressao Logistica - Medida de Erro

Entdo, para maximizarmos
N

P(D|h(x) = £(x)) = [ 0(ya - %)

n=1

queremos o conjunto de & que minimize o erro

N
E(&) = %Z In(1 4 e™¥"%%)
n=1

O chamado “cross-entropy error”
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Regressao Logistica - Maximizando P

Queremos maximizar
N

P(DIh(R) = £(%)) = [ [ 8(va - %)

n=1

Em relacdo a que?
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Regressao Logistica - Maximizando P

Queremos maximizar
N

P(DIh(%) = (%)) = [] 0(ya - %n)

n=1

Em relacdo a que? A & (todo o resto é constante)
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Regressao Logistica - Maximizando P

Queremos maximizar
N

P(D|h(x) = £(x)) = [ ] 6(ys - xn)

n=1

Em relagdo a que? A & (todo o resto é constante)

Em vez disso, ndo poderiamos maximizar?

In(P(D|h(x) = £(x))) = In (H B(yncd - fn))
n=1
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Regressao Logistica - Maximizando P

Queremos maximizar
N

P(D|h(x) = £(x)) = [ ] 6(ya - x)

n=1

Em relagdo a que? A & (todo o resto é constante)

Em vez disso, ndo poderiamos maximizar?

In(P(D|h(x) = f(x))) = In (H O(ynd - )?n))

Certamente, pois P(D|h(x) = f(x)) ndo serd negativa nem zero, e
0S mesmos parametros @ que maximizam uma maximizam a outra
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Regressao Logistica - Maximizando P

Ou seja:

max(P(D|h(X) = f(X))) <= max (m (H 0(yu ;?}))

n=1

E também nada nos impede de maximizar

1 N
N"” (];[1 Oyl - g’n))

Note que estamos tentando chegar a uma expressao do erro...
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Regressao Logistica - Maximizando P

Ent3o, temos que:

B L (T o =+
max(P(D|h(x) = f(X))) = max (Nln (H O(ynd - x,,))) J

E podemos maximizar?
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Regressao Logistica - Maximizando P

Entdo, temos que:

max(P(D|h(xX) = f(%))) = max (%m (H O(ya - z)))

n=1

E podemos maximizar?

1 N
_Nm (E H(YU'W' : Xn))

Ndo. Mas se minimizarmos essa expressdo, teremos maximizado sua
correspondente positiva
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Regressao Logistica - Maximizando P

Ou seja:

N
max(P(D|h(%) = (X)) <= min (—Lm (H B(ynid - 2’)))

Como In(a®) = b x In(a), entdo temos que

-1
—%!n (HH Ynld - Xn ) = —fﬂ (H9 Ynl - Xn )

E como (ax b)™t = a1 x b!, entdo

1 N - 1, (T
oo ) (i)
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Regressao Logistica - Maximizando P

E como In(a x b) = In(a) + In(b), entdo

%m (ﬁlm) N NZM( O(yis - Xn))

e’ 1
Com #(s) = 1+es = 1tes temos que
1o 1 L
N - —¥nld-Xn —
N;fn (H(an Xn)) N;f (1+e ) = E(@)
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Regressao Logistica - Maximizando P

E como In(a x b) = In(a) + In(b), entdo

%m (ﬁlm) N NZM( O(yis - Xn))

e’ 1
Com #(s) = 1+es = 1tes temos que
1o 1 L
N - —¥nld-Xn —
N;fn (H(an Xn)) N;f (1+e ) = E(@)
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Regressao Logistica - Medida do Erro

E, portanto, ao maximizarmos

N
P(DIh(R) = £(%)) = [ [ (ya - %)

estariamos minimizando o erro

N
1 o
E@) = 5 3 In(1 + &%)
n=1 .

erro(h{Xn). ¥n)
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Regressao Logistica - Medida do Erro

Em nosso exemplo anterior...

N
E@) = 5 ) (1 + %)
e

n=1 erro(h(xn). vn)

Se o fator de risco s, = & - x;, for grande, a chance de um ataque
cardiaco € alta. Entdo, se y = +1 (ataque), e ¥"“*" serd minusculo,
e o erro se aproximara de zero (= In(1))

Jé se, com risco alto, o dado resultar em ndo-ataque (y = —1),
entdo o exponencial serd positivo, e o erro serd enorme

Queremos minimizar esses erros
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Regressao Logistica - Minimizando o Erro

Regressao Linear

Como minimizar?
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Regressao Logistica - Minimizando o Erro

Embora consigamos derivar uma forma fechada para a
solucdo da regressdo linear, o mesmo n3o € t3o
facilmente obtido com a regressdo logistica

Considere seu gradiente (em relacdo a &)
LN

N
— l —¥nld-Xn
= NV (; In(1+e ))

N
1 -
= 5 2 V(n(1+ e )
n—=1
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Regressao Logistica - Minimizando o Erro

N
VE(@) = %ZV(!‘n(l+e_y"ﬁ"‘7’))

n=1

1 o 1
- H_Vl —¥nl-Xn

1 N 1
= T V(%)
=1

_ 72 = fynwxn(fynxn)
N 21+ e
N ;
1 e*}'nu)xn
- _WZ ]_+e—ynwxny” n
n=1
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Regressao Logistica - Minimizando o Erro

N 5.5
VE(‘J) = ﬁynxﬁr‘r
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Regressao Logistica - Minimizando o Erro

N —
1 YnXn

VE_;:** e
®)= N L 17w

e Regress3o linear

o forma fechada — solucdo obtida diretamente

e Regressdo logistica:

@ Essa solucdo ndo sai diretamente, por conta da
exponencial

e Solucdo iterativa — vamos melhorando-a passo a passo
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Solucdo lterativa - Gradient Descent

Vejamos a forma de E(&): E(w)
@ Forma bastante amigdvel — hd um
inico minimo, em vez de varios
Podemos entio usar Gradient S
Descent
@ Método geral para otimizacdo
nao-linear w
O método consiste de:

@ Iniciar em &g
@ Dar um passo em direcdo a descida mais ingreme

o Assumimos que ndo temos informac3o global, apenas
local — n3o temos como ver o minimo global da funcao
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Solucdo lterativa - Gradient Descent

Fazemos entdo essa aproximagao, nos E(w)
movendo no espaco de &, em passos de
tamanho fixo A, em uma determinada
direcdo v (vetor unitdrio). Entdo

W =g + AV
Sob essas condigdes, tentamos descobrir a
direcdo v w
Considere a variacdo do erro em :

AE(D) = E(&) — E(&)

Gostarfamos que AE(&) fosse o mais negativo possivel (queremos
minimizar o erro)
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Soluc3o lterativa - Gradient Descent

Considere a expansdo de Taylor de uma funcdo f(x) em torno do
ponto a:

f(x) = f(a)+F'(a)(x—a)+ ’;(!a)(x—a)2+___+

Vamos expandir E(&1) conforme a série de Taylor em torno do

ponto Wy:
= - — — _ VZE o
E(@y) = E(co) + VE(&o) « (61 — &o) + VZE(who)

o |&y — o)+ ...
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Soluc3o lterativa - Gradient Descent

(@) = E(d) + VE(@0) - (& — o) + Y0, — g +

Como &y = Wy + AV =y — dg = AV, entdo
V2E(ho)

E(&r) = E(h) + VE(&o) - (W) + —,

A2+

Para simplificar, podemos considerar apenas os dois primeiros
termos da expansio:

E(&1) = E(&o) + VE(&o) - (AV) + g(N)

(Aproximacdo de primeira ordem (linear) da superficie)
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Soluc3o lterativa - Gradient Descent

E() = E(@o) + VE(G) - (A7) +&(A) J

A expressdo de AE(dJ) torna-se:
AE@) = E(&)— E(@o)
E(o) + VE(o) - (AV) + &(A) — E(o)
= VE(@) - (AV) +2(})
= MVE(&o))-v+g(A)

A suposicio feita pelo Gradient Descent é que podemos ignorar
g(A). Entdo:

AE(3) = A(VE(&o)) - 0
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Solucdo lterativa - Gradient Descent

AE(3) = M(VE(@)) -

A questdo entdo é como escolher a direcdo ¢ de modo a fazer
AE(&) o mais negativo possivel?

A resposta se baseia na observacdo de que, para qualquer escolha de
v,

AVE(dyp)) - v = —A|VE(dy)|

Como Vv é unitdrio, entdo ele ndo contribui para a magnitude do
resultado. Entdo, o menor valor que podemos conseguir serd quando
v estiver oposto a VE(Wp), caso em que a magnitude serd o
tamanho de VE (&), negativo.
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Soluc3o lterativa - Gradient Descent

Assim, se escolhermos ¥ em que a igualdade valha, achamos nosso
v, pois é o menor valor que conseguiremos para o erro.

AE(&) = MVE(dp)) - ¥ = —A|VE(&,)|

Isso é conseguido escolhendo-se um ¥ (unitdrio) oposto a VE (&, ):

o VE@G,)
[VE(o)]
Estamos entdo descendo ao longo do gradiente do erro. Dafl
Gradient Descent.
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Solucdo lterativa - Gradient Descent

Como, no célculo do gradiente, mantivemos apenas os termos
lineares de Taylor, aproximamos cada passo por uma linha:

large A
= I [
small A
: w w w

A pequeno demais A grande demais A de tamanho varidvel

Embora com passos pequenos estejamos bem préximos a curva, o algoritmo
levard muito tempo. Com passos largos, a aproximacio poderd ser muito pobre.
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Solucdo lterativa - Gradient Descent

Podemos ter A de tamanho variavel large A

@ Comegamos com um A grande

A . . - =

@ A medida que nos aproximamos ao minimo o cmall A
reduzimos

@ Assim A reduziria com a reducdo da inclinacio da
curva W

Implementacao

Comecemos com o passo fixo, lembrando que &J; = &g + AV:

AG = A
_ ) VE(@)
|V E(&o)|
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Solucdo lterativa - Gradient Descent

Implementacio

Se fizermos A proporcional a |[VE(do)|, ou seja, variando conforme
o erro, teremos:
A =1|VE(do)|
e
- VE(w'o) VE (o) -
Al = - A=—m—+ N|VE(&o)|az= = nVE(@

Com isso, 0 passo A& n3o é mais fixo, mas sim 77, chamada de taxa
de aprendizado.
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Solucdo lterativa - Gradient Descent

@ Inicialize os pesos em ty com o
@ Parat=0,1,2,... faca
Q Calcule o gradiente (slide 68)

N o
1 YnXn

VE@) = —~ 3 I
( ) N — 1 | e¥nWiXn

o Atualize os pesos: &1 = Wy — nVE(&r)

@ Retorne os pesos finais &
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Aprovar ou _| Classificagao
Negar - Linear
Analise
de Quanto de Regressdo
Crédito Credito ' Linear
Probabilidade Regressao
de calote ' Logistica
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Modelos Lineares

Selecao de Modelos e No Free Lunch Theorem |
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Em Suma

No contexto do aprendizado de maquina, estamos
interessados em modelos que reduzam o erro de
regressdo ou classificaco

@ E como testar e comparar? Ha varios modos...

e Validag¢do Cruzada

o Modelos estatisticos de comparacdo, como correlacio
entre os resultados previstos e os reais, por exemplo

o FEtc...

@ Serdo vistos ao longo do curso
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Selecao de Modelos

Qualquer que seja o modelo, alguns passos sio
necessarios

@ Divida aleatoriamente o conjunto de dados em 2 subconjuntos:
treinamento e teste

@ Ambos conjuntos precisam ser independentes
@ Nunca treine no de teste

©@ Treine o modelo no conjunto de treinamento

© Teste o modelo no conjunto de teste

Algumas vezes um terceiro conjunto — Validacdo — € incluido,
servindo para ajustes finos do algoritmo durante o treinamento (de
modo a evitar overfitting
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Selecao de Modelos

Uma vez que o teste definitivo se dard em dados reais, é importante
que os conjuntos usados para treinamento e teste sejam
representativos do todo.

Ainda assim, serd que podemos dizer que um método é sempre
melhor que outro?

No Free Lunch Theorem

Grupo de teoremas em que se prova, para varias situacoes, que, de
fato, ndo se consegue aprender gratuitamente apenas olhando as
instancias de treinamento.

@ Até porque o mundo real normalmente é bem maior
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Selecao de Modelos

Se vemos a entrada (0,0) e (1,1), ambas classificadas como
“falsas”, ha duas hipéteses (dentre varias) que se adequam aos
dados:

@ Toda entrada sera falsas
@ Toda entrada, exceto essas duas, sera verdadeira

Ou seja, dado um conjunto de treino, hd sempre pelo menos duas
generalizacdes igualmente plausiveis, mas totalmente opostas, que
poderiam ser feitas.

@ Todo algoritmo precisa de um viés para distinguir entre essas hipdteses

@ Ex de viés: aprender apenas alguns tipos de fungdes (linear etc),
introduzir restricdes sobre o dominio do problema etc.
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No Free Lunch Theorem

Para todo algoritmo «, e para qualquer medida de desempenho, a
média sobre todo problema de otimizacdo f (seja fungdo-custo ou
funcdo-objetivo) é independente de o

@ O que um algoritmo ganha em desempenho em uma classe de problemas
é necessariamente contra-balanceado por seu desempenho ruim nos
demais problemas

Isso significa que o que se um algoritmo roda bem (em média) em
uma classe de funcdes-objetivo, entdo ele serd pior (em média) nas
demais classes.

@ Mais que isso, se um algoritmo tem melhor desempenho que seu

equivalente aleatdrio em alguma classe de func@es, entdo terd um
desempenho pior nas demais
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No Free Lunch Theorem

Comparacdes de desempenho de um algoritmo particular,
com valores particulares de parametros, em uns poucos
problemas, s3o de uso limitado.

@ Nio existe modelo que funcione melhor para todo problema.

@ O pressuposto de um étimo modelo para um problema pode
ndo valer para outro.

@ E comum, em aprendizado, tentar varios modelos e ver qual o
que funciona melhor para um problema particular.
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No Free Lunch Theorem

Da mesma forma que n3o ha algoritmo universalmente
eficaz, ndo ha problema f, tanto de busca quanto
otimizacdo, que possa resultar em desempenho melhor
que o aleatdrio, independentemente do algoritmo usado
(ou seja, para todo e qualquer algoritmo usado).

Resumindo

N3o existem modelos genéricos de aprendizado de
maquina que, em média, apresentem melhor desempenho
que qualquer outro modelo para uma classe de problemas
quaisquer.
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Comparacao entre Modelo Linear versus

SVM com Kernel Linear

Experimento # 1

Considere duas distribui¢es uniformes com centro [0,0]
e [1,1], ambas com desvio padrdo [0.1, 0.1].

I +
ARSI

o [ F3 04 {153 o8 1
Saida gerada pelo Medels Linear

.

v

0z 04 b6 08
Saida gerada pelo SVM
"

Som—— |
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Comparacao entre Modelo Linear versus

SVM com Kernel Linear

Experimento # 1
Fronteira de decisdo

Saida gerada pelo Modelo Linear
X

Saida gerada pele SVM
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Comparacao entre Modelo Linear versus
SVM com Kernel Linear

Experimento # 2

Considere duas distribui¢des uniformes com centro [0,0]
e [0.5,0.5], ambas com desvio padrdo [0.1, 0.1].

Ot 1
L3

.
o e
;

0.4 L] 02 04 05
Saida gerada pelo Modelo Linear
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of & rap A
.
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] 02 04
Saida gerada pelo SVM
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Comparacao entre Modelo Linear versus

SVM com Kernel Linear

Experimento # 2
Fronteira de decisao

Salda gerada pelo Modelo Linear
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Comparacao entre Modelo Linear versus

SVM com Kernel Linear

Experimento # 3

Considere duas distribuicdes uniformes com centro
[0.25,0.25], ambas com desvio padrdo [0.1, 0.1].

2z 01 13 01 02 o3 04
Saida gerada pelo Medels Linear

,
SRR
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0.4 0.3 L. os

a1 0 o1 02 03
Saitia gerada pelo SVM
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Comparacao entre Modelo Linear versus

SVM com Kernel Linear

Experimento # 3
Fronteira de decisio

erada pelo Medelo Linear

Saida gerada pele SYM
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Comparacao entre Modelo Linear versus
SVM com Kernel Linear

Experimento # 4

Considere duas distribuicdes uniformes com centro [0,0]
e [0.25,0.25], ambas com desvio padrdo [0.05, 0.05]. .

o S,
*

[1] (] 0z
Saida gerada pelo Modelo Linear

.
R
s il
0.1

] o1 0z
Saida gerada pelo SVM
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Comparacao entre Modelo Linear versus

SVM com Kernel Linear

Experimento # 4
Fronteira de decisao

Salda gerada pelo Modelo Linear
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