Topologia Geral versao 2023
Notas de Aula
MAT317 (Bacharelado em Matematica) e
MAT5741 (Mestrado em Matemaética)

Artur Hideyuki Tomita
Departamento de Matematica

IME-USP



Sumario

1

Topologia. Abertos. Bases e Sub-bases de Abertos. 2
1.1 ‘Estd aberta a temporada de topologia’. . . . . . . . . . ... ... 2
1.1.1 Nocgao de aberto e topologia . . . . . . . . .. ... 2
1.1.2 Definigao de Topologia. . . . . . . . . . . . . . e 3
1.2 Basedeabertos. . . . . . . . .. 4
1.2.1 Definicdo de Base de Abertos . . . . . . . . . . . . ... 4
1.2.2  Topologia gerada por Base de Abertos. . . . . . . .. ... ... . . L. 5
1.2.3  Topologia gerada por uma métrica usando bolas abertas como Base de Abertos. . 5
1.3 Sub-bases e topologia gerada por sub-bases. . . . . . . . ... ... L. 5
1.3.1 Definigdo de Sub-base de Abertos. Definicdo de ordens lineares. . . . . . . . .. .. 6
1.3.2 Topologia gerada por uma Sub-base. Topologia da ordem a partir da Sub-base. . . 6
Vizinhancgas, bases locais, fechados e fechos 7
2.1 Vizinhancas. . . . . . . . . e e 7
2.1.1 Vizinhancgas. . . . . . . . .. e 7
2.1.2 Sistemas fundamentais de vizinhangas. Bases locais. . . . . .. ... ... ... .. 7
2.2 Topologias geradas por bases locais. . . . . . . . . ... L Lo 8
2.2.1 Topologia gerada por bases locais. . . . . . . .. .. . Lo oL 8
2.2.2 A reta de Sorgenfrey. O plano de Niemtyski. . . ... ... ... ... ... ... 9
2.3  ‘Mas se é fechado, como pode ser aberto?’. . . . . . .. ... Lo L. 10
2.3.1 Fechados e fechos. . . . . . . . . . . . ... 10
2.4 ‘Nao sei se estd proximo, mas ainda nao encostou’. . . . . . .. . . ... .. L. 11
2.4.1 Quando um ponto estdno fecho. . . . . . . ... ... L L L 11
2.5 Topologias definidas por bases de fechados. . . . . . . . ... ... ... ... ... 13
2.5.1 Definicdo de Base de Fechados. . . . . . . ... .. .. ... oL 13
2.5.2 Topologia gerada por Base de Fechados. . . . . . . . ... . ... ... ...... 13
2.5.3 Coming next... . . . . . . . L e 14
Sequéncias. Densos. Axiomas de enumerabilidade. 15
3.1 Ponto de Acumulacdo de Conjuntos e Sequéncias. . . . . . . . . . . .. ... 15
3.1.1 Ponto de acumulacao de conjunto. Ponto de acumulagao de sequéncia. . . . . . . . 15
3.1.2  ‘Seguindo os passos da sequéncia’: subsequéncias. . . ... ... ... ... ... 16
3.1.3 Convergéncia de sequéncias em pontos com base local enumeravel. . . . . ... .. 16
3.1.4 Quando sequéncias nao conseguem descrever a topologia. . . . . . ... .. .. .. 18
3.2 ‘I see points of D everywhere. All the time’ - densos. . . . . . . ... ... ... ..... 18
3.2.1  Definigao de denso. . . . . .. L 18
3.2.2  Os trés axiomas de enumerabilidade. . . . . . .. ... 0oL 19
3.2.3 Toda base de abertos contém uma base de abertos de tamanho minimo. . . . . . . 20

Continuidade. Propriedades Topolégicas. Homeomorfismos. Topologias mais finas

e menos finas. 22
4.1 Continuidade em um ponto. Continuidade. . . . . . . . .. . ... ... .. .. ...... 22
4.1.1 Continuidade local. De volta a € e §. Equivaléncias a continuidade local. . . . . . . 22
4.1.2 Continuidade. Equivaléncias a continuidade. . . . . . ... ... .. ... ..... 23
4.2 ‘E a mesma coisa do ponto de vista topoldgico’. . . . . ... 25

v



SUMARIO

4.2.1 Homeomorfismos. . . . . . . . . ... e
4.2.2 Propriedade topoldgica. . . . . . . . . .. e
4.3 ‘Minha topologia tem mais abertos do que asua’. . . . . . . . ... ...
4.3.1 Topologias mais fina. Topologia menos fina. . . . . . . ... ... ... ... ....
4.3.2 Como comparar topologias usando Bases de Abertos. . . . . . ... ... ... ...

Topologia inicial, Fréchet, separagao de pontos

5.1 Imitando quem estd na sua frente. . . . . . . . . . . ...
5.1.1 Topologia gerada por fungoes continuas. Topologia inicial. . . . . . . . .. .. ...

5.2 Convergéncia enumeravel . . . . . ... oL oL
5.2.1 Espagos de Fréchet. Espacos sequenciais. . . . . . .. ... ... ... ... ....
5.2.2 Continuidade de fungoes em espagos sequenciais. . . . . . . . .. .. ... ...
5.2.3 Continuidade local em espagos de Fréchet. . . . . . . ... .. ... ... ... ...
5.2.4 Um exemplo de convergéncia mais geral: rede. . . . .. ... .. ... ... ...
5.2.5 Coming next... . . . . . . L

5.3 Separando pontos: Espagos Ty, 71 e Hausdorff (T%). . . . . . . . ... ... . ... ..
5.3.1 Espagos To, T1 e To. . . o o o o o v e e
5.3.2 ‘Este aberto é pequeno demais para dois limites”: Espagos Hausdorff. . . . . . ..
5.3.3 Comparando duas fungoes continuas em espagos Hausdorff. . . . . . . . . ... ..

Filtros. Interior. Topologias geradas por Fecho e Interior.

6.1 Filtros . . . . . . e
6.1.1 Definicao de Filtros. . . . . . . . . .. L
6.1.2 Ponto de acumulacao e convergéncia de filtros. . . . . ... ...
6.1.3 Bases de filtros. Extensao de filtro. . . . . . . . .. ... oo
6.1.4 Filtros e continuidade. . . . . . . . . . ...

6.2 ‘O aberto dentro de voc&’. . . . . . . ...
6.2.1 Definicao de Interior. . . . . . . . . ..o

6.3 Fecho vs Interior. . . . . . . . . . . e e

6.4 Topologias geradas pelos Operadores Fecho e Interior. . . . . . .. ... ... ... ....

Redes e Subredes. Redes vs Filtros.

7.1 ‘Sai N e entra Conjuntos Dirigidos Redes. . . . . . . ... ... .. ... ... ....
7.1.1 Defini¢do de Conjunto Dirigido. . . . . . . . . . .. ... o
7.1.2 Definicdo de Rede. Ponto de Acumulagdo e Convergéncia. . . . . . . . . . .. ...

7.2 O exemplo que deu origem & ¢@fi¢ rede. . . . ... Lo
7.2.1 Formalizagao do limite da integral de Riemann usando redes. . . . . . .. .. ...

7.3 ‘O ‘Jr’ da rede, pode ficar maior que a rede, mas segue seus passos’. . . . . . . . . .. ..
7.3.1 Subredes. . . . . ... e e e
7.3.2 Rede vssua Subrede. . . . . .. ...
7.3.3 Continuidade e Redes. . . . . . . . . . .

7.4 Dualidade de Redes e Filtros. . . . . . . . . . . . e
7.4.1 Deredes para filtros. . . . . . ...
7.4.2 Defiltros pararedes. . . . . . . ..o
7.4.3 A dualidade deredes e filtros. . . . . . . . . ...

Subespacos. Subespagos métricos. Subespagos e Ordem Linear.

8.1 A topologia nos ‘cacos’ de X. . . . . ...
8.1.1 Topologia de subespago. . . . . . . . . . ..
8.1.2 Propriedades hereditdrias. . . . . . .. ... L L L Lo

8.2 Subespagos e métrica. . . . . ... Lo e

25
26
26
26
27

29
29
29
31
31
31
31
32
33
33
33
36
36

40
40
40
41
42
42
43
43
43
44

46
46
46
46
47
47
47
47
47
48
48
48
49
49

50
50
50

o1

8.2.1 A topologia da métrica do subespago vs a topologia de subespago do espago métrico. 51

8.2.2 Axiomas da enumerabilidade em subespagos ndo métricos. . . . . . . ... ... ..
8.3 Imersao e ordem linear. Cortes de Dedekind. . . . . . . ... ... ... ... .. .....

92



vi

SUMARIO

Espacos regulares. Produto finito. Pseudomeétricas continuas.

9.1 Separando pontos e fechados. Regularidade. . . . . . . . .. ... ... ... ...

9.2 Produto topoldgico finito. . . . . . . Lo L

9.3 Pseudométricas continuas. . . . . . . ... Lo
9.3.1 Relacionando fungoes com pseudométricas, . . . . . . . . . .. ...

10 Topologias geradas por pseudométricas. Grupos topolégicos.

11

12

13

10.1 Topologia geradas por pseudomeétricas. . . . . . . . . . . . ...
10.1.1 ‘Esta pseudométrica rende até N vezes mais.” . . . . . . . . . . ... ... .....
10.2 Distancia de ponto a fechado em espagos pseudométricos. . . . . . . . .. ... ... ..
10.2.1 Distancia de um ponto a um subconjunto. . . . . . . . .. ... oL
10.2.2 Fungoes continuas geradas por pseudométricas continuas. . . . . . . . ... .. ..
10.3 Grupos Topoldgicos. . . . . . . . . L e
10.3.1 Definicao de grupo topoldégico. . . . . . . . . ... o
10.3.2 Topologia de grupo gerada pelo sistema de vizinhangas do elemento neutro. . . . .

Produtos. Imersao.
11.1 Produtos Infinitos. O Axioma da Escolha. Produto caixa. . . . . . . . . . . .. .. ....

11.1.1 ‘Que topologia para o produto de espagos topoldgicos arbitrarios combina melhor
com o produto finito?” . . . . .. Lo

11.2 Produto de Tychonoff. . . . . . . . . . . . . .
11.2.1 Definig¢ao do produto de Tychonoff. . . . . . . . . .. .. ... ... ... ......
11.2.2 Convergéncia em produtos. . . . . . . . . . .. L e
11.2.3 Propriedade produtiva. . . . . . .. ..o L

11.2.4 Produto nao enumeravel de espagcos satisfazendo o terceiro axioma de enumerabi-
lidade. . . . . . . o e e

11.3 ‘Aquecimento antes de imergir’. . . . . . . . .. L Lo
11.4 ‘Kit imersao’. . . . . . . . . e
11.4.1 Funcao diagonal usando uma familia de fungdes. . . . . . . . . . . ... ... ...
11.4.2 Familias que separam pontos. . . . . . . . . . . ..o e e e e
11.4.3 Familias que separam pontos de fechados . . . . . . . .. .. ... ... ... ...
11.5 ‘Antes de imergir num produto, verifique se os equipamentos funcionam’. . . . . ... ..
11.5.1 Imersao de espagos T0. . . . .« v v v v vt i e e
11.5.2 Imersoes de O-dimensionais. . . . . . . . . . . . o o o e e

Separando fechado de fechados.
12.1 Axiomas de separacao para fechados e fechados. . . . . . . . ... .. ... ... .. ..
12.1.1 Normalidade. Ty. . . . . . . . . . . e

12.2 ‘Conte comigo para encontrar um espago que nao é normal’. . . . . . . . . ... . ... ..

12.3 ‘Tem alguém nao-normal ai?’. . . . . . . . . . ...

Basico de Compacidade.

13.1 ‘Nao s6 de fechado e limitado vive o compacto’. . . . . . . . . .. . .. ... ... ...
13.1.1 Bé-4-ba da compacidade. . . . . .. ... Lo
13.1.2 Compactos com axiomas de Separagao. . . . . « . .« v v v e bt e
13.1.3 Trés provas de que produto finito de compactos é compacto. . . . . . . . ... ...



SUMARIO vii

14 Compacidade em espaco ordenado. O Lema de Urysohn. 90
14.0.1 Ordem e Compacidade. A compacidade de [0,1]. . . . . ... .. ... ... .... 90
14.1 Pré aquecimento ao Lema de Urysohn . . . . . . . ... ... ... ... ... ... 92
14.1.1 Uma equivaléncia de R como conjunto ordenado. . . . . . . . ... ... ... ... 92
14.2 ‘Uma ponte entre dois fechados’: Lema de Urysohn. . . . . . ... ... ... ... .... 94
14.2.1 Fazendo rodelas para construir uma fungao continua. . . . . . . . .. .. ... ... 94
15 Separando ponto e fechado por fungoes. 97
15.1 Espacos completamente regulares. . . . . . . .. .. Lo L Lo 97
15.1.1 Definicao de Espagos completamente regulares. . . . . . . . . . .. ... ... ... 97
15.1.2 Algumas condigoes equivalentes a ser completamente regular. . . . . . . . . .. .. 97

15.1.3 Completamente regular, pseudométricas e topologias iniciais de completamente
regulares. . ..o oL e 98
15.1.4 Produto enumeravel de espacos metrizaveis é metrizdvel. . . . . . . .. ... 0L 99
15.2 O Axioma de Separacao T3%~ .................................. 99
15.2.1 Definindo TS% ...................................... 99
15.2.2 Por que Tsé? E outras observagoes sobre a definicao. . . . . . .. ... 99
15.3 Resumindo as relagoes T3, i € {0,1,2,3, 3%,4}. ........................ 99
15.3.1 Um T3 que nao é T3% ................................... 100
15.3.2 Um T3% endao é Ty. . . . . e 100
15.3.3 Imersao de espagos T3% em produtos de intervalos. . . . . .. ... ... ... .. 102

15.3.4 Imersoes ‘econdmicas’. Um teorema de metrizagao. . . . . . . . . . .. .. ... .. 103



viii SUMARIO



Sobre estas notas e o que veremos
neste curso

Estas notas sao uma modificagcao das notas de aulas preparadas para o curso de Topologia Geral do
IME-USP durante a pandemia em 2021.

O objetivo destas notas é tentar escrever como se estivéssemos numa aula presencial entao algum
bl4 bld desnecessario e repetitivo pode (e vai) acontecer se comparado a um livro. Em algum momento
escrever as notas durante a pandemia se tornou um processo desgastante, e alguns titulos de secgao
foram escolhidos para alivio comico de quem escreveu, mas talvez nao faga sentido para quem for ler...

Como o objetivo é uma nota online, eu nao vou otimizar para economizar folhas de papel.

Cada capitulo se refere a uma aula nao presencial.

Comentdrios mais desnecessdrios vio estar em itdlico.

O nosso objetivo é trabalhar com diversos conceitos topoldgicos, apresentar técnicas e exemplos que
consideramos interessantes. O material é mais extenso do que qualquer curso de topologia que eu tenha
dado antes entao eu convido os interessados a ler tudo mesmo que isto nao seja visto em aula.

Iremos introduzir alguns conceitos quando isto se tornar necessario, mesmo que comumente isto fosse
aparecer num apéndice ou num capitulo introdutério. A ideia é que estas notas possam ser lidas como
uma aula em ordem linear.

Para facilitar a busca, criamos algumas secoes em cada aula com o nome do conceito que sera es-
tudado. Ao invés de tentar esgotar o assunto quando ele for introduzido, iremos tentar ir introduzindo
os conceitos quando se parecer um bom momento e voltar quando se parecer necessario. Por exemplo,
a parte de métricos aparece logo no inicio para darmos um exemplo de topologia gerada por bases de
abertos, mas depois sé voltamos a falar de métrica depois de algumas aulas. Também iremos ‘separar’ os
axiomas de separacao e apresenta-los aos poucos, enunciando-os quando alguma demonstragao comece a
‘pedir’ o axioma de separacao. Por exemplo, iremos adiar a definicao de normalidade até que tenhamos
preparado o caminho para definir imersao e entao provar o Lema de Urysohn quando formos provar
o primeiro teorema béasico de metrizacao. Iremos provar que produtos enumeraveis de espagos com-
pletamente metrizdveis é completamente metrizavel em outro momento também. Quando formos falar
sobre compacidade, iremos primeiro nos ater ao produto finito e apenas em outro capitulo falar sobre o
Teorema de Tychonoff (o produto arbitrério de compactos é compacto). Apenas quando tivermos mais
ferramentas para aplicacdes iremos falar da compactificacio de Stone Cech e iremos usa-lo para mostrar
alguns subespagos que servem de exemplos.

Iremos eventualmente falar sobre boa ordem, ordinais e o Axioma da Escolha e apresentar alguns
exemplos utilizando explicitamente as equivaléncias do Axioma da Escolha, mas iremos apenas apresentar
o minimo para que isto possa ser feito. Pretendemos apresentar algumas construgoes que nao fazem parte
de um primeiro curso, mas darao um pouco mais da ideia da variedade de exemplos existentes.

Estamos incluindo diversos resultados que nao sao cobertos num primeiro curso (nem num segundo
curso), mas espero que déem uma ideia das técnicas que aparecem. Em particular incluimos alguns
resultados sobre espagos de Baire usando jogos topolégicos e outro usando conjuntos estaciondrios e
c.u.b.’s.



Capitulo 1

Topologia. Abertos. Bases e
Sub-bases de Abertos.

Usaremos os abertos do R™ para pensarmos sobre a nocao intuitiva de vizinhanca para entao definir
topologia. A partir da definigao do que sao os abertos da topologia, definimos formalmente vizinhangas,
sistemas fundamentais de vizinhanca e bases de abertos. Veremos também que é mais natural definir
uma topologia usando bases de abertos e sistemas fundamentais de vizinhangas abertas.

1.1 ‘Esta aberta a temporada de topologia’.

1.1.1 Aberto e Nogao intuitiva de Aberto. Definicao de Topologia.

Vemos o termo aberto inicialmente em intervalo aberto no Célculo Diferencial e Integral I. J4 no
Calculo Diferencial e Integral II, passamos a ouvir falar em bolas abertas e conjunto aberto. A nocao de
bola aberta no R™ (as bolas abertas de R sdo intervalos abertos) esta relacionada a distancia Euclidiana.
Um conjunto é vizinhanga de um ponto se existe uma bola aberta centrada nesse ponto que esté contido
no conjunto. Um conjunto é aberto se ela é uma reuniao de bolas abertas. Equivalentemente, um
conjunto é aberto se e somente se é vizinhanga de todos os seus pontos.

A nogao mais geral de distancia é a nocao de espago métrico. A partir disso definimos bolas abertas
e entao vizinhancgas e abertos como descrito acima. Uma outra forma de tentar generalizar a topologia
do R™ foi usando sequéncias convergentes sugerida por Fréchet, mas a nogao de espago métrico se tornou
mais popular.

Neste ponto haveria quem prefira definir espacos métricos e divagar sobre topologias de espagos
métricos, porém, por que deveriamos tentar associtar uma métrica a uma topologia quando o ‘porto
sequro de usar uma métrica’ para definir topologia estaria em pensar que ainda estamos trabalhando
com R™?

Vamos dedicar algum tempo falando de pseudométricas, que apesar de parecer apenas uma ‘régua’
que mede pior as coisas, elas acabam aparecendo em situacoes que ndo podem ser descritas por uma
métrica. Isso ndo serd feito junto com as métricas apenas por que métricas parecem Ser mais naturais
a partir de R™ do que uma situacdo onde dois pontos distintos podem ter distancia 0.

Apesar de métrica ser uma nogao mais geral, ela ainda nao descreve todos os espagos que aparecem
naturalmente. Por exemplo, o espago das fungoes continuas de R em R com a topologia da convergéncia
pontual é um exemplo de um espaco que nao é descrito por uma métrica.

Para intuir sobre a defini¢io de topologia vamos pensar em R (ou R? se quiser pensar em desenhos
num plano).

Definigao 1.1. Dado um ponto z € Re A C R com z € A, dizemos que A é uma vizinhanca de x
na topologia usual de R se existe § > 0 tal que | — §, 2 + 6[C A, ou seja se A contém todos os pontos
suficientemente ‘proximos’ de x.

Um conjunto U C R é aberto na topologia usual de R se para todo x € U existe um 6, 7 > 0 tal que
|z =0, 0,2+ 0,u[C U. Normalmente sé utilizamos § para nio sobrecarregar a notagdo, mas deve se ter
em mente que o 6 depende do x e do U.

O conjunto de todos os abertos definidos como acima é chamado de topologia usual da reta R.

2



1.1. ‘ESTA ABERTA A TEMPORADA DE TOPOLOGIA". 3

O conceito de vizinhanga é o conceito central da ideia ‘geométrica’ de uma topologia. A vizinhanca,
mesmo sem usar o conceito de distancia, d4 uma nogao de pontos em seu entorno. A vizinhanca é a
relagao do ponto com seu entorno, mas nao podemos definir simplesmente para cada ponto quem sao
suas vizinhancas sem se preocupar com quem sao as vizinhancgas dos outros pontos. E necessario que
exista uma inter-relagao entre as vizinhangas de cada ponto. Esse problema nao aparece claramente em
R devido a simetria da distancia e da desigualdade triangular em R.

Com isto, apesar de ser mais natural pensar nas vizinhancas de cada ponto, a definicao mais simples
é definir o que se espera dos conjuntos abertos e definir as nogoes a partir dai. A nocao intuitiva do que
esperamos que abertos satisfacam vem da topologia usual de R:

a) nog¢ao intuitiva do que vizinhancas devem satisfazer e

b) a ideia de que um conjunto é aberto se e somente se é (*) vizinhanca de todos os seus pontos.

E natural esperar que todo ponto tenha alguma vizinhanga. Assim, X deve ser vizinhanga de todos
os seus pontos. Com isto, € natural que X seja um aberto. O vazio também satisfaz (x) por vacuidade,
com isto € natural que seja um aberto. Se um conjunto € vizinhang¢a de um ponto, é de se esperar que
um conjunto maior ainda o seja. E natural esperar que a interseccao de duas vizinhancas seja uma
vizinhanca.

1.1.2 Definicao de Topologia.

O ponto principal da topologia ndo € ‘julgar’ quem deveria ser aberto. E verificar que uma familia
de conjuntos (uma topologia) satisfaz as propriedades desejadas para serem uma familia de abertos. Ou
seja, nao importa se hd motivacao geométrica para os abertos, basta que elas satisfacam as propriedades
para serem os abertos de uma topologia.

Antes de prosseguirmos com a definicado de topologia, iremos relembrar a notacdo de unido e inter-
secgdo de uma familia de conjuntos (uma familia de conjuntos A € também um conjunto, mas a énfase
estd nos elementos de A).

Dada uma familia de conjuntos A, dizemos que |JA := {z : A € Atal que x € A} é a reunido
de A. Ou seja z € |JA se e somente se existe A € A tal que x € A. Quando A é uma familia finita
enumerada A = {Ay, ..., A,_1}, podemos escrever a reuniao como AgU...U A,_1 ou UZ;% Ay

Dada uma familia de conjuntos A, dizemos que [ A := {z: VA € A temos = € A} é a interseccao de
A. Ou seja, z € [).A se e somente se & € A para todo A € A. Quando A é uma familia finita enumerada
A={Ap,...,A,_1}, podemos escrever a intersec¢do como AgN...N A,_1 ou ﬂz;é Ap.

Definicao 1.2. Seja X um conjunto ndo vazio e 7 um subconjunto de P(X). Dizemos que 7 é uma
topologia sobre X se satisfaz as seguintes condigoes:

i) 0, X er.

i) se 0 #U C 7 entdo YU € 7.

iii) se U,V € tentaio UNV € 7.

Note que para ser uma topologia basta verificarmos que elas satisfazem as trés condigoes acima. Por
ser uma no¢ao muito geral, concluir resultados gerais sobre todos os espagos topoldgicos tém alcance
limitado. Os resultados mais interessantes valem para classes de espagos topolégicos com propriedades
adicionais. Antes, € preciso estudar ferramentas para construir topologias, jd que usar a definicao nao
€ a melhor forma de verificar propriedades do espaco.

Usando indugéo finita, temos que a condigdo #ii) é equivalente a

se Uy, ... U, € T entao UyN...U, € 7. Ou seja, a intersecgao finita de abertos é um conjunto aberto.
Exercicio 1.3. Note que a topologia usual da reta é uma topologia.

Definicao 1.4. Dada uma topologia 7 sobre X, dizemos que (X,7) é um espago topoldgico com a
topologia 7 ( é comum dizer que X é espago topoldgico quando ndo hé risco de confusdo sobre a
topologia 7 utilizada.

Dada uma topologia 7, se U € 7, dizemos que U é 7-aberto ou aberto, se no contexto estiver claro
que estamos falando da topologia 7.

Usando dessas notacoes temos que um conjunto 7 é uma topologia se ) e X sdao abertos, a uniao
arbitraria de abertos é aberta e a interseccao finita de abertos é um aberto.



4 CAPITULO 1. TOPOLOGIA. ABERTOS. BASES E SUB-BASES DE ABERTOS.

Exemplo 1.5. Seja X um conjunto nao vazio e 71 = {0, X} e 72 = P(X). A primeira é chamada as
vezes de topologia cadtica ou antidiscreta. A segunda é chamada de topologia discreta.

Fica a cargo do leitor notar que ambas sao topologias.

Exemplo 1.6. Seja Y um conjunto infinito, 29 ¢ Y ¢ X = Y U {zp}. Seja 73 = P(Y) U {X},
74 =PY)U{X\ F: F CY,subconjunto finito}.

Fica a cargo do leitor verificar que 73 é uma topologia. Vamos verificar que 74 é uma topologia.
Temos ) € P(Y) e X = X \ 0, logo ) e X séo 74-abertos.

Seja U um subfamilia de 74 nao vazio. Vamos mostrar que a uniao dessa familia pertence a 74. Se
U CPY) entao | JU C Y e pertence a P(Y) C 74. Seld € P(Y), entdo existe FF C Y finito tal que
X\F CUU. Assim, Y\ F CYNUU. Logo, E:=Y \JU C F é finito. Portanto JU = X \ E
pertence a 74.

Finalmente considere dois elementos de 74. Se sdo da forma X \ F; e X \ F5 com Fj e F5 subconjuntos
finitos de Y temos que (X \ F1)N(X\ Fz) = X\ (F1UF3), onde F1UF, CY é finito. Assim, a interseccao
de ambas é um elemento de 74. O outro caso é quando pelo menos um deles é subconjunto de Y. Assim,
a interseccao também é subconjunto de Y e portanto pertence a 74. Essa topologia é a compactificacao
por um ponto do conjunto discreto Y. Veremos eventualmente que esta topologia é compacta.

Note que ambas as topologias acima nao sao nem cadticas e nem discretas.

1.2 Base de abertos.

Para estudar a topologia podemos pensar em usar um conjunto significativo que recupere a topologia,
chamada de base de abertos (ou base quando esté claro que estamos falando de abertos). Para o estudo
da topologia em diversas ocasioes basta usar uma base ou uma base com propriedades especiais.

1.2.1 Definicao de Base de Abertos

Defini¢ao 1.7. Dizemos que B é uma base para uma topologia 7 (ou que B é uma base de abertos
quando nao hé confusao sobre qual a topologia 7 ou simplemente uma base quando esté claro que estamos
falando de abertos), se BC 7 e paratodoz € X eU € 7 tal que x € U existe V € Btalquez € V C U.

Para evitar algumas trivialidades € comum assumir que todos os abertos da base sao ndao-vazios.
Fica a cargo do leitor verificar que B C 7 é uma base se e somente se para cada U € T existe B’ C B
tal que |JB' = U. Nota: a uniao da familia vazia é o conjunto vazio.

Fixado uma topologia, podemos buscar bases para elas que nos tragam alguma informacao sobre a
topologia. Por exemplo, para fazer a contagem do nimero de abertos na reta real, usamos o fato que os
intervalos de extremidades racionais formam um base de R.

Porém ao invés de produzir uma topologia e buscar uma base interessante para ela, podemos comecar
com o conjunto que queremos que seja base para definir a topologia. Isto serd chamado de topologia
gerada pela base. Isto por exemplo € feito em R"™, quando dizemos que um conjunto € aberto se e somente
se € reundo de bolas abertas. Aqui € importante notar que a desigualdade triangular € usada para chegar
a propriedade de base, mas nao € necessdria para termos uma base. Talvez comegar com espacos métricos
e as bolas para gerar topologias acabe criando essa expectativa da necessidade de métrica para termos
topologias. A préxima definicdo é exatamente o que precisamos para gerar topologias a partir de uma
base:

Defini¢ao 1.8. Dado um conjunto nao vazio X, dizemos que B C P(X) é uma base para uma topologia
se
B1) para cada z € X, existe V' € B tal que x € V (em outras palavras, B é nao vazio e |JB = X).
B2) para cada U,V € Be paracadaz € UNV, existe W € Btalquex e W CUNV.

Lema 1.9. Se B é uma base para o espago topoldgico X entdo B satisfaz as propriedades B1) e B2).

Demonstragao. Tome x € X. Como X é um aberto, existe V € B tal que z € V C X. Assim, Bl) estd
satisfeita.
SeUVeBexcUNVentao UNV €7, logo existe W e Btalquex e W CUNV. O
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Note que uma familia de T-abertos satisfazendo B1) e B2) ndo precisa ser uma base da topologia T
dada.

Por exemplo, tome B = {|z, +oo[: © € R}. Essa familia satisfaz B1) e B2) mas nao € uma base para
a topologia usual da reta.

Com isto, é preciso tomar um pouco de cuidado. O conjunto B satisfazendo B1) e B2) é base da
topologia gerada pela base B (a topologia vai ser definida a seguir).

1.2.2 Topologia gerada por Base de Abertos.

Definicao 1.10. Seja X um conjunto nao vazio e B uma base para uma topologia. Diremos que
s ={UB : B’ C B}. Dizemos que 75 é a topologia gerada pela base B.

O teorema abaixo justifica os nomes dados acima.

Teorema 1.11. Seja X um conjunto nao vazio e B uma base para uma topologia. Seja 7 =715 = {{JB’ :
B’ C B}. Entdo 7 é uma topologia sobre X e B é uma base para a topologia 7.

Demonstra¢do. Primeiro iremos verificar que 7 é uma topologia. Ja vimos anteriormente o argumento
de que @ e X sao T-abertos, para isto basta usar a familia vazia e toda a base. Tome U C 7. Pela
definicdo de 7, existe, para cada U € U uma familia By C B tal que U = |JBy. Entado temos que
UU=UU{Bu: UeclU}) el {Bv: Uecl} CB. Assim, U é T-aberto.

Falta apenas verificar que a intersecgao de dois elementos de 7 estd em 7. Sejam U e V dois elementos
de 7. Se a intersecgao de ambas for vazia, entdo terminamos pois §) € 7. Vamos supor que U NV é
nao vazio. Pela definigdo de 7, existem By e By subconjuntos de B tais que U = |JBy e V = |JBy.
Fixe € UNV. Entao existe U, € By tal que x € U, e V, € By tal que x € V,. Pela B2),
como z € U, NV, com U,,V, € B, existe W, € Btalque x € W, C U, NV, CUNV. Assim,
Unv=U{w,:2eUnV}er.

Pela definicao de 7, segue que B é uma base para 7. O

Exemplo 1.12. Os quadrados abertos em R? sio uma base para a topologia de R?. Note que a
intersecgao de dois quadrados nem sempre é um quadrado, mas todo ponto da interseccao esta contida
num quadrado. Como alguns ja podem ter visto, a topologia gerada coincide com a topologia usual de
R2.

1.2.3 Topologia gerada por uma métrica usando bolas abertas como Base de
Abertos.

Definicao 1.13. Dizemos que d : X x X — R é uma métrica se as seguintes propriedades estao
satisfeitas:

MO0) d(x,y) > 0 para todo z,y € X

M1) d(z,y) = 0 se e somente se x = y.

M?2) d(z,y) = d(y, x) para todo z,y € X.

M3) d(x,z) < d(z,y) + d(y, z) para todo z,y,z € X.

A bola aberta By(x,€) é o conjunto {y € X : d(z,y) < €}.

Exemplo 1.14. O conjunto das bolas abertas de X gera uma base para uma topologia (fica a cargo do
leitor verificar). Dizemos que esta é a topologia gerada pela métrica d.

1.3 Sub-bases e topologia gerada por sub-bases.

Veremos no decorrer do curso que ¢é util pensarmos em pedagos ‘gratidos’ para gerar uma base.
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O=min{e1- ,£2-d(y,z)}

Figura 1.1: Desigualde triangular

1.3.1 Definicao de Sub-base de Abertos. Definicao de ordens lineares.

Definicao 1.15. Uma familia de conjuntos abertos & num espaco topolégico X é uma subbase para X
se B={NS': & subconjunto finito nao vazio de S} forma uma base de abertos de X.

Exemplo 1.16. A familia de intervalos {]Jz,+oo[: z € R} U{] — 00, z[: € R} é uma subbase para a
topologia usual de R. De fato, basta notar que |z, y[=]z, +oo[N] — oo, y|.

Note que tal sub-base para uma topologia como acima pode ser definida para qualquer espaco line-
armente ordenado. Um espaco é linearlmente ordenado se ele estd munido de uma ordem linear.

Definigcao 1.17. Dizemos que < é uma ordem linear sobre X se
a) x ¢ x para todo z € X.
b) Sex <yey< zentdo x < z, para todo z,y e z em X.
¢) para todo z,y € X temos que x <y, x =y ou y < .

1.3.2 Topologia gerada por uma Sub-base. Topologia da ordem a partir da
Sub-base.

Lema 1.18. Seja & uma familia de subconjuntos de X tal que |JS = X. Entdao B = {NS :
&' subconjunto finito ndo vazio de S} é uma base para uma topologia 7. Além disso, S é uma sub-
base para T.

Demonstracdo. Primeiro iremos verificar que B satisfaz as propriedades para ser a base de abertos de
uma topologia. Como & C B, segue que | JB = X e B1) estd satisfeita.

Se U,V € B, existem Sy e Sy subconjuntos nao vazios de S tal que U = Sy e V =\ Sy. Entéo
UNV =N(Su USy), logo B satisfaz B2).

Entao B é base da topologia T gerada pela base B. Pela definicao de B a partir de S, segue que S é
sub-base de . O

Definigao 1.19. Dada uma S nas condigbes acima, chamamos a topologia 7 de topologia gerada pela
sub-base S.

Exemplo 1.20. A topologia gerada pela sub-base {{y € X : y <z}:ze X}U{{ye X:z<y}:z€
X} é a topologia da ordem.



Capitulo 2

Vizinhancas. Topologias geradas por
bases locais e bases de fechados.
Fechos.

2.1 Vizinhancas.

Agora que temos a definicdo de topologia podemos formalizar a definicdo de vizinhanca.

2.1.1 Vizinhangas.

Definigao 2.1. Dizemos que A é uma vizinhanga (7-vizinhanca se for necessério explicitar a topologia)
de x se existe um aberto V na topologia 7 tal que x € V C A. Se A é um aberto, dizemos que A é uma
vizinhanga aberta.

Eventualmente iremos usar termos como vizinhanga compacta, vizinhanca conexa, vizinhanga conexa
por caminhos que muitas vezes nao sdo vizinhancas abertas. Em alguns textos, vizinhancga significa
vizinhanca aberta, entdo verifique a definicdo utilizada.

As vizinhangas estdo relacionadas ao estudo das propriedades locais do espago topoldgico. Para
utilizar as vizinhancas nao precisamos usar todas elas. Basta tomar um conjunto significativo. Veremos
exemplos disso quando formos estudar algumas propriedades locais.

Definigao 2.2. Dado z € X, onde X é um espago topoldgico, dizemos que V, é um sistema fundamental
de vizinhangas de = se todos os elementos de V, sao vizinhancas de x e para cada vizinhanga U de x,
existe uma vizinhanca V €V, tal que V C U.

Na defini¢ao acima nao estamos considerando que as vizinhancas sao abertas. Quando quisermos que
sejam abertas iremos dizer que temos um sistema fundamental de vizinhancas abertas. Em alguns textos
o sistema fundamental de vizinhancgas ja consiste de vizinhangas abertas, assim € necessdrio verificar
qual o definicdo utilizada no texto.

2.1.2 Sistemas fundamentais de vizinhancas. Bases locais.

Definicao 2.3. Um sistema fundamental de vizinhangas abertas de = também serd chamado de base
local de z.

Exemplo 2.4. No caso do R", temos que as bolas abertas de raio % com n inteiro positivo formam uma

base local para o ponto. Este fato € usado para descrever algumas propriedades usando convergéncia
de sequéncias, como os pontos no fecho de um conjunto e da continuidade de uma func¢do.

Podemos pensar que V,, descreve a topologia do ponto x. Para ter um nogao da topologia precisamos
considerar um sistema fundamental de vizinhancgas para cada ponto de X.

7



8 CAPITULO 2. VIZINHANCAS, BASES LOCAIS, FECHADOS E FECHOS

Definigao 2.5. Dizemos que V = {V, : € X} é um sistema fundamental de vizinhangas de X se V,
é um sistema de vizinhancas de x para cada ¢ € X.

Um sistema fundamental de vizinhancas abertas de X também serda chamado de sistema de bases
locais de X.

Exercicio 2.6. Mostre que se B é uma base de X entdo V, = {U € B: z € U} é uma base local para
x.
Mostre que se {V, : x € X} é um sistema de bases locais de X entao (J,. y V. ¢ uma base de X.

2.2 Topologias geradas por bases locais.

2.2.1 Topologia gerada por bases locais.

Da mesma forma do que base, iremos escrever as propriedades que uma familia deve possuir para se
tornar um sistema fundamental de vizinhangas abertas. Existem textos que discutem definir a topologia
a partir de um sistema fundamental de vizinhancgas arbitrdrio, mas isso nao pareceu muito pratico
para chegar a topologia. Note que para usarmos um candidato a sistema de vizinhancas que gere uma
topologia, deve existir uma relagao entre as vizinhangas de pontos distintos.

Definicao 2.7. Dizemos que {V, : © € X} é um sistema fundamental de vizinhangas abertas ( ou bases
locais) para uma topologia se

BIL1) 0 #V, CP(X)ex €U, para todo x € X e para todo U € V,.

BL2)sexz € X eU,V €V, entao existe W € V, tal que W CUNV.

BL3)sex € X,U €V, ey € U entao existe W € V, tal que W C U.

Note que a condi¢do 3 acima para o sistema fundamental de bolas abertas centradas no ponto em R™
estao satisfeitas usando a desigualdade triangular.

Se tomarmos um subconjunto de uma topologia com as propriedades BL1) — BL3), néo é sufici-
entes para ser um sistema fundamental de vizinhancas abertas dessa topologia. Mas ela é um sistema
fundamental de vizinhangas abertas da topologia que ela gera.

Teorema 2.8. Dado um sistema fundamental de vizinhangas abertas {V, : © € X} para uma topologia,
temos que B = |J, .y V» ¢ uma base para uma topologia de X e {V, : = € X} é um sistema fundamental
de vizinhangas abertas para 73.

Demonstragao. Para verificar B1), segue da definigdo de B e de BL1) que z € UV, C |JB. Para
verificar B2), tome dois elementos U,V em B. Tome z € U N V. Pela definigdo de B, existe z € X tal
que U € V,. Pela BL3), existe W € V, tal que W C U. De modo andlogo, existe O € V, tal que O C V.
Como W, 0 € V,, segue de BL2) que existe T € V, tal que T C WNO CUNV. Assim, T testemunha
B2) para z, U e V. Logo B é uma base para uma topologia 7.

Fixe x € X. Vamos verificar que V, é um sistema fundamental de vizinhancgas abertas para z. Como
V., C B C 73, segue que os elementos de V, sdo Tp-abertos. Entao resta mostrar que é um sistema
fundamental de vizinhancas de x. Tome U € 75 tal que x € U. Como B é base de 75, existe V € B tal
que z € V C U. Pela definicao de B, existe y € X tal que V € V. Como z € V, segue de BL3) que
existe W €V, tal que W C V C U. Assim, temos que W C U com W € V,. Logo V, é um sistema de
vizinhancas de . O

Dada uma familia satisfazendo BL1) e BL2), podemos definir uma topologia usando a sub-base
S =U,ex Vo Sem BL3), ndo podemos afirmar que V, € uma base local em x da topologia gerada pela
sub-base S.

Exemplo 2.9. A topologia de qualquer espago métrico pode ser definida pelo sistema de vizinhangas
{Ve: x € X}, onde V, = {B(x,¢) : € >0} sdo as bolas abertas centradas em x. A principio, poderiamos
ter uma outra topologia se usassemos V, = {B(x,¢€) : € = Qi para algum n € N}, mas a topologia serd
a mesma.

Iremos futuramente verificar condi¢oes para que sistemas fundamentais de vizinhangas sobre o mesmo
conjunto gerem a mesma topologia.
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2.2.2 A reta de Sorgenfrey. O plano de Niemtyski.

Exemplo 2.10. A reta de Sorgenfrey. (ver Figura 2.1) Seja X o conjunto dos nimeros reais.
Considere a topologia T gerada pelo sistema fundamental de vizinhangas abertas V, = {[z,z+¢[: € > 0[},
para cada =z € X.

Demonstracao. Temos que verificar que as condigoes para ser sistema fundamental de vizinhancas abertas
para uma topologia estao satisfeitas.

Claramente, V, é ndo vazio e x € [z, x + €[ para todo € > 0, logo BL1) est4 satisfeita.

Dois elementos de V,, sdo da forma [z, z+¢€[ e [z, 2+ §[ para € e § reais positivos. Assim, a interseccao
de ambas é [z, 2 + min{e, 6} [€ V, e BL2) estd satisfeita.

Fixe x € X e e > 0. Tome y € [z,z+ ¢[. Como y < x + €, podemos fixar § > 0 tal que y+6 < x +e.
Assim, [y,y+d[€ Vy e [y,y + 0[C [x,z + €[. Assim, BL3) estd satisfeita. O

X y X+€ y+€

X X+E X+e€

Figura 2.1: A reta de Sorgenfrey.

Vamos ver outro exemplo de topologia gerada por sistema fundamental de vizinhangas.

Exemplo 2.11. O plano de Niemtyski. (ver figura 2.2) Seja X o conjunto {((z,y) € R*: y > 0)}.
Vamos denotar por B((z,y), €) as bolas abertas na topologia Euclidiana.

Para a = (z,y) com y > 0 seja V, = {B((z,y),e) : 0 < € < y} e para a = (z,0) seja V, =
{B((z,€),e) U{(z,0)}: e > 0}.

Claramente BL1) estd satisfeita.
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Se (z,y) com y > 0 entdo as vizinhangas sdo bolas centradas no mesmo ponto e por isso satisfa-
zem BL2). Para (z,0) as bolas B((z,¢€),€) é tangente ao eixo das abscissas no ponto (z,0). Vamos
verificar que se § < € entdo B((x,6),d) C B((x,€),€). Se (r,s) € B((x,9),0) entdao d((r,s), (z,¢)) <
d((r,s),(x,0))+d((x,0),(x,€)) < I+ (e—J) =e. Assim BL2) também estd satisfeitas para estes pontos.
Assim, BL2) estd satisfeita.

Seja a = (x,y) com y > 0. a vizinhanga em ), é uma bola U centrada em a com a segunda
coordenada positiva. Todo ponto b € U nesta bola possui também uma bola aberta centrada em b
contida em U (pois estamos trabalhando neste caso com bolas na topologia Euclidiana de R?). Assim
BL3) est4 satisfeita neste caso. Seja a = (x,0). Se b = a entdo a prépria vizinhanga satisfaz a condigao
BL3) para este ponto. Se b # a entdo b estd numa bola aberta Euclidiana V' com todos os pontos acima
da abscissa, e a segunda coordenada de b é positiva. Assim, as vizinhangas de b sdo bolas Euclidianas e
existe uma delas dentro de V. Assim BL3) também estd satisfeita.

Temos uma topologia gerada pelo sistema fundamental de vizinhancgas abertas.

Sim, estas topologias tem nome por que elas servem a um proposito maior do que serem exemplos de
topologias geradas por um sistema fundamental de vizinhancas. FElas irdo aparecer mais pra frente como
contra-exemplos.

2.3 ‘Mas se é fechado, como pode ser aberto?’.

Uma nogao intuitiva de que um ponto esta préoximo de um conjunto, mesmo sem a nocao de distancia,
é dada pelo fecho de um conjunto. Para isto iremos primeiro definir conjuntos fechados.

2.3.1 Fechados e fechos.

Definicao 2.12. Dada uma topologia 7 sobre um conjunto X, dizemos que F' é um conjunto fechado
(r-fechado se a topologia néo estiver clara) se X \ F' € .

A definicao acima diz que um conjunto é fechado se e somente se o seu complementar é aberto.

A primeira coisa que podemos notar é que () e X sdo conjuntos fechados. Assim, a nogdo de aberto
e fechado difere da ideia de porta ou janela aberta/fechada. Ou seja, como em muitos outros casos, o
uso da palavra cotidiana ndo serve para intuir seu uso na matemdtica.

Em inglés, um conjunto aberto e fechado é chamado de clopen. Esse termo geralmente aparece
quando existe uma quantidade significativa deles (quando existe uma base de clopens, que sao os espagos
zero-dimensionais) ou quando hé apenas os inevitdveis ) e X (quando o espago é chamado de conexo).

O termo 0-dimensional se refere a dimensdo 0. Ezistem alguns tipos de dimensdo definidos para
espacos topologicos e em cada um delas se espera que o R™ tenha dimensao n.

Exemplo 2.13. Num espaco cadtico ou no espaco discreto, todos os abertos sao clopens. Na reta real,
nao hé clopens nao triviais, ou seja, R é conexo (isto serd visto eventualmente neste curso).

Definigao 2.14. Dado um subconjunto A de um espago topoldgico X com uma topologia 7, o fecho de

A é o menor fechado que contém A. Denotaremos o fecho de A por A ou cl(A) (ou A, ZX7 clr(A) ou
clx (A) quando for necessério especificar melhor).

Para que estd definicao faca sentido é necessario provar que existe o menor fechado. Isto é feito
usando a relacao de inclusao.

Vamos primeiro lembrar a relagao de De Morgan: X\ (JA) = M c4(X\A4) e X\ (NA) = Uaca(X\
A). A prova do Lema abaixo segue da definicao de topologia e o uso do complementar.

Lema 2.15. O conjunto F de todos os fechados do espago X com a topologia 7 satisfaz:
F1) 0 e X pertencem a F.
F2) Se B # F' C F entao (F' € F.
F3)Se F,G € F entao FUG € F.
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(X,0)

Figura 2.2: O plano de Niemitzky.

2.4 ‘Nao sei se esta préoximo, mas ainda nao encostou’.

2.4.1 Quando um ponto esta no fecho.

Proposigao 2.16. Dado um espago topoldgico X, o fecho de um subconjunto de X estd bem definido.

Demonstra¢do. Seja A um subconjunto de X. Se A for vazio, entdo A é fechado e é o menor fechado
que contém A.

Se A é nao vazio, tome A = {F : F é fechado e A C F}. Como X é fechado, segue que A # 0.
Assim, B = [].A é um fechado que contém A. Para ver que B é o menor fechado, se F' é um fechado
contendo A entdo F € A, logo B=()ACF. O
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Nagasdeoi ) W
q 1$\ﬁw31+k\€£
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(XY Nm\\w\z :

Figura 2.3: O plano de Niemitzky - a propriedade BL3.
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Verificar se um ponto x pertence ao fecho de um conjunto é uma propriedade local.

Lema 2.17. Dado um ponto x € X, A C X e V, um sistema fundamental de vizinhancas de x, sao
equivalentes.

a) z € A.

b) para toda vizinhanga aberta U de x temos U N A # (.

¢) UN A # 0 para todo U € V.

Demonstra¢ao. Basta mostrarmos que a) — b), b)) — ¢) e ¢) — a). Suponhamos que b) nio esteja
satisfeita. Entdo existe uma vizinhanca aberta de x tal que U N A = (). Entdao F' = X \ U é um fechado
que contém A. Logo, pela defini¢do do fecho de A, segue que A C F. Portanto, ANU = ). Como z € U,
segue entdo que x ¢ A.

Suponha que b) vale. Dada uma vizinhanga U € V,,, temos que existe um aberto V tal que z € V C U.
Como V é vizinhanga aberta de x, segue da hipdtese que ANV # (). Como ANV C ANU, temos que
ANU é nao vazio e vale a condigdo c).

Suponhamos que a) ndo esta satisfeita. Entdao x € X \ A. Como X \ A é um aberto, segue que existe
VeV, talque VC X\ A Assim, VN A=0. Como AC A, segue que VN A=(. Assim c) ndo esta
satisfeita e ¢) — a) segue da contrapositiva. O

Podemos ‘fixar’ os que serao os fechados ou o operador fecho para definir uma topologia como foi
feita para bases ou um sistema fundamental de vizinhangas abertas. Deixaremos a cargo do leitor notar
que se comegarmos com uma familia que satisfaz F'1) — F'3) entdo os complementares irdo gerar uma
topologia e essa familia serd a familia dos fechados dessa topologia. O caso do fecho sera deixado para
quando definirmos o operador interior.

2.5 Topologias definidas por bases de fechados.

Pode se definir uma base de fechados para obter todos os fechados.

2.5.1 Definicao de Base de Fechados.

Definicao 2.18. Seja C uma familia de fechados num espago topoldgico X. Dizemos que C é uma base
de fechados se para todo F C X fechado de X, existe C’ C C tal que F = (. (Para que isto bata com
a ideia da unido vazia, iremos assumir que a interseccao da familia vazia é X).

O préximo lema relaciona uma base de fechados a uma base de abertos.
Lema 2.19. C é base de fechados se e somente se B={X \ C: C € C} é uma base de abertos.

Demonstragdo. (—) Seja U um aberto da topologia. Podemos supor que U néo é vazia, pois neste caso
tomamos a familia vazia que é um subconjunto de B. Entao X \ U é fechado distinto de X e existe C’
nao vazio tal que X \ U = (C’. Por De Morgan, temos que U = J{X \ C: C € C'}.

(+) Seja F um fechado de X. Se F = X segue da intersec¢do da familia vazia. Suponhamos que
F # X. Entao X \ F é um aberto nao vazio. Portanto, como B é uma base de abertos, segue que existe
B' C B tal que X \ F = |JB'. Pela definigao de B, existe C' C C tal que B’ ={X \ C : C € C'}. Logo
por De Morgan, temos que F'={X \ (X\C): C e’} =NC". O

Definicao 2.20. Dizemos que uma familia C é uma base de fechados para uma topologia se
BF1) para todo z € X existe C € C tal que = ¢ C.
BF2)se C;,Cy €C ex ¢ CyUC, entao existe C' € C tal que C1UC, CCex ¢ C.

2.5.2 Topologia gerada por Base de Fechados.

Lema 2.21. Se C é uma familia que satisfaz BF'1) e BF2) entao existe uma topologia em que C é uma
base de fechados para esta topologia.

Demonstragdo. Considere a familia B = {X \ C : C € C}. Fica a cargo do leitor notar que B satisfaz
B1) e B2). Considere a topologia 7 gerada pela base de abertos B. Entao B é uma base de abertos para
T e temos entao que C sera uma base de fechados para 7. O
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Exemplo 2.22. Seja X um conjunto nao enumerdvel e seja C a familia de todos os subconjuntos
enumeraveis (finitos ou nao) de X. Entdo C é base de fechados para uma topologia. Esta topologia é
chamada de co-enumeravel.

Demonstragio. Para cada x € X temos que ) € C e x € (). Assim BF1) estd satisfeita. Para verificar
BF2), basta notar que a unido de dois elementos de C é um elemento de C (unido finita de conjuntos
enumeraveis é enumeravel). O

2.5.3 Coming next...

Iremos definir pontos de acumulacdo de um conjunto e comentar um pouco sobre convergéncia de
sequéncias. Mostrando que esta nogao € insuficiente para espagos topoldgicos arbitrarios. Iremos definir
continuidade local e continuidade, usando as nogoes topoldgicas vista até agora para verificar a continui-
dade de uma fungao. Iremos definir homeomorfismos. Basicamente, espacos homeomorfos sao iguais do
ponto de vista da topologia de seus espagos. Finalmente iremos comentar sobre propriedades topoldgicas
que sao a propriedades a serem estudadas em topologia.



Capitulo 3

Sequéncias. Densos. Axiomas de
enumerabilidade.

3.1 Ponto de Acumulacao de Conjuntos e Sequéncias.

Para R™ e para espagos métricos em geral, as sequéncias aparecem frequentemente. Vamos dar aqui a
definigdo que usa vizinhangas que equivale a definigao usando €’s devido ao sistema fundamental usando
bolas abertas.

3.1.1 Ponto de acumulacao de conjunto. Ponto de acumulacao de sequéncia.

Definigao 3.1. Um ponto z € X ¢ um ponto de acumulacao de um subconjunto A # () de um espaco
topolégico X se z € A\ {z} (ou seja, toda vizinhanga de x contém um ponto de A distinto de x.)

Proposigao 3.2. Se z é um ponto de acumulagdo de B e B C A entdo x é ponto de acumulagio de A.

Uma sequéncia em X é uma fungao do conjunto dos naturais em X, mas comumente escrevemos
(xn, : n € N). A imagem da sequéncia serd denotada por {z, : n € N}. Fazendo uma analogia com
pisadas, a imagem seriam as pegadas e a sequéncia seria marcar cada passo dado com um niimero... tipo
quando o Snoopy ensina o Charlie Brown dancar.

Defini¢ao 3.3. Dizemos que = é um ponto de acumulagio da sequéncia (z, : n € N) se para toda
vizinhanca U de x e todo N € N, existe m > N tal que z,,, € U.
Neste caso, dizemos que a sequéncia se acumula em .

Note que se = é um ponto de X e (z,, : n € N) é a sequéncia constante z, entdo x é um ponto de
acumulagio da sequéncia, mas x nao é ponto de acumulagio da imagem {z, : n € N} = {z}.

Fazendo analogia da pisada na neve, um ponto x é de acumulagao da sequéncia se toda vez que vocé
fixa uma vizinhanca U de x e estd nevando constantemente, de tempos em tempos vai ter uma pegada
nova em cima de U.

Lema 3.4. Seja x um ponto de X, (z, : n € N) uma sequéncia em X e V, um sistema fundamental de
vizinhangas de z. Temos que x é ponto de acumulagdo da sequéncia (x, : n € N) se e somente se para
todo U € V., o conjunto {n € N: z,, € U} é infinito (note que ser subconjunto infinito de N equivale a
ser um conjunto ilimitado em N).

Defini¢ao 3.5. Dizemos que x é um limite da sequéncia (x,, : n € N) se para toda vizinhanca U de z,
existe N € N tal que z,,, € U para todo m > N.
Neste caso dizemos que a sequéncia converge para .

Continuando com a analogia da pisada enquanto estd nevando, uma sequéncia converge se para cada
vizinhanca U de z, a partir de algum momento, todas as pegadas visiveis vao estar dentro de U. Ou
seja, a partir de algum momento, a sequéncia s6 anda em cima de U.

Como abaixo de qualquer natural existe apenas um numero finito de naturais, a definigao anterior é
equivalente a

15
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Lema 3.6. Seja x um ponto de X, (z,, : n € N) uma sequéncia em X e V, um sistema fundamental de
vizinhangas de . Temos que x é um limite da sequéncia (x,, : n € N) se e somente se para todo U € V,,
o conjunto {n € N: z, € U} é cofinito (ou seja seu complementar em relacao a N ¢ finito).

3.1.2 ‘Seguindo os passos da sequéncia’: subsequéncias.

Podemos imaginar que na sequéncia (z,, : n € N), cada x,, é onde o n-ésimo pisao em X foi dado. As
vezes, a sequéncia estd indo para alguma direcdo em particular (quando tém limite) ou ndo. Pensando
que uma sequéncia é pular de um ponto a outro de X, a subsequéncia seria seguir a ordem dos pulos
da sequéncia, mas dando pulos maiores no meio do caminho e nao pisar em todos os lugares por onde a
sequéncia pisou.

Voltando ao exemplo das pegadas numeradas. Se removermos alguns passos no meio do caminho
teriamos um subconjunto de nimeros e poderiamos continuar pisando seguindo a ordem ou reenumerar
0s passos que sobraram.

Denotaremos uma subsequéncia de (z,, : n € N) como a restri¢cdo da fungao conjunto A e a denotare-
mos por (z, : n € A) (que seria usarmos as pegadas numerados que sobraram). Podemos eventualmente
usar a enumeragao crescente de A = {ny : k € N} e escrever a subsequéncia como (z,, : k € N) (que
seria reetiquetar as pegadas numeradas).

Defini¢ao 3.7. Dada uma sequéncia (x, : n € N) dizemos que (yx : k£ € N) é uma subsequéncia se
existe uma fungao estritamente crescente ¢ : N — N tal que x4 ) = yx para todo k € N.

Podemos escrever a subsequéncia como (x,, : k € N), onde ny = ¢(k) para todo k € Nou (z, : n €
A) onde A = ¢[N] é um subconjunto infinito de N.

Para passar de A para ny, basta considerar A = {ny : k € N} com n, = ¢(k) crescente. Para passar
de ng, ou ¢ para A basta tomar Im ¢ ={n € N: Ik € N tal que n = ny}.

Proposicao 3.8. Se (z,, : n € A) acumula em x entdo (z, : n € N) acumula em x.
Se x é limite de (x, : n € N) entdo « é limite de (z, : n € A).

Teorema 3.9. Seja x € X e seja A um subconjunto de X. Entéao

A) Se (x,, : n € N) é uma sequéncia em A\ {x} que converge para z entdo (z, : n € N) é uma
sequéncia que acumula em .

B) Se (z,, : n € N) é uma sequéncia em A\ {z} que acumula em z entdo x é um ponto de acumulagéo
de {z,, : n € N}.

Nem sempre ser ponto de acumulagao de uma sequéncia implica que o ponto sera limite de alguma
subsequéncia.
A propriedade abaixo vale em particular para R™ e espacgos métricos em geral.

3.1.3 Convergéncia de sequéncias em pontos com base local enumeravel.

Teorema 3.10. Seja x € X um ponto para o qual existe um sistema fundamental de vizinhancas
{Vy : n € N} (alguns autores dizem em inglés que X é ‘first countable’ em z ). Seja A um subconjunto
de X. Entao sao equivalentes:

a) x é ponto de acumulagao de A.

b) existe B C A enumeravel tal que x é ponto de acumulagdo de B.

¢) existe uma sequéncia em A\ {z} que se acumula em z.

d) existe uma sequéncia em A\ {x} que converge para x.

Demonstragao. Para qualquer espago topoldgico, temos que d) implica ¢), ¢) implica b) e b) implica a).
Assim, restaria mostrar que a) implica d). Por motivos diddticos vamos mostrar que a) implica b), a)
implica ¢) e a) implica d).

a) — b). Para cada n € N, sabemos que V,, N (4 \ {z}) # 0. Fixe z, € V, N (A\ {z}). Entéao
B = {z, : n € N} se acumula em z (note que = ¢ B). De fato, U é uma vizinhanca de = entao existe k
tal que Vi CU. Assim, x € Vi N (B\ {z}) CUN(B\ {z}). Assim, U N (B\ {z}) # 0.

Agora, para mostrar que a) implica ¢) ou d) a sequéncia pode falhar (fica a cargo do leitor pensar
num exemplo).
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Figura 3.1: Pontos de acumulagao e limites de sequéncias.
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—>» sequéncia
—» subsequéncia

J —> nio é subsequéncia
S

Figura 3.2: Sequéncias convergentes em pontos com base local enumeravel.

Primeiramente, a intereseccao finita de vizinhangas é uma vizinhanga. Assim, vamos tomar W,, =
{Vin : m < n}. Temos que {W,, : n € N} é uma sequéncia C-decrescente de vizinhangas de z. Além
disso, {W,, : n € N} é um sistema fundamental de vizinhangas, pelo fato de {V,, : n € N} ser um sistema
fundamental de vizinhancas.

a) — ¢). Tome uma sequéncia (x, : k € N) tal que z, € Wi, N A. Fixado U vizinhanga de z, existe
m tal que W,,, C U. Seja N um natural arbitrdrio e tome k > max{N, m}. Entéo z, € W, CW,, CU.
Logo a sequéncia acumula em x.

a) — d). Usando a mesma sequéncia, no argumento acima, temos que z; € U para todo n > m.
Logo{keN: 2z, ¢ U} C{neN:n<m} ({neN:n<m}=m, se usarmos a notagdo de ordinais)
e portanto a sequéncia converge. O

Exercicio 3.11. Mostre que se X satisfaz o primeiro axioma de enumerabilidade em = € X entao toda
sequéncia que acumula em x possui uma subsequéncia que converge para x. (Para espagos arbitrdrios
isto nao € verdade).

3.1.4 Quando sequéncias nao conseguem descrever a topologia.

Abaixo temos um exemplo em que sequéncias nao sao sempre suficientes para recuperar a topologia.

Exemplo 3.12. Seja X o conjunto do reais com a topologia co-enumeravel. Seja A o conjunto dos reais
positivos. Todo fechados distinto de X é enumerdvel. Assim, o menor fechado que contém A é o X.
Tome (x, : n € N) uma sequéncia de A. Como B = {x,, : n € N} é enumeravel, é um conjunto fechado.
Segue que X \ B ¢ vizinhanga de qualquer real nao positivo y. Usando este aberto, concluimos que a
sequéncia nao acumula em y. Portanto nenhuma sequéncia em A converge para y.

Com isto, para trabalhar com convergéncia que descreva a topologia, é necessario definir um conceito
mais geral do que sequéncias. Isto sera feito de duas maneiras que sdo ‘duais’: filtros e redes.

3.2 ‘I see points of D everywhere. All the time’ - densos.

3.2.1 Definigao de denso.

Definigao 3.13. Dizemos que um ponto é isolado se {x} é um conjunto aberto.
Dizemos que D C X é um conjunto denso se D = X.

Um conjunto denso se ‘aprorima de qualquer ponto de X . Fica a cargo do leitor notar que os pontos
isolados sao elementos de qualquer conjunto denso.

Exemplo 3.14. Tanto Q quanto R \ Q sao densos em R na topologia usual.

Vimos anteriormente como fazemos para saber se um ponto pertence ao fecho. Agora veremos algo
similar para saber quando D é denso.

Lema 3.15. Seja B uma base de um espaco topolégico X com @ € B. Um conjunto D C X é denso se
e somente se D NU # () para todo U € B.
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%

Nao contem elementos da sequéncia

Figura 3.3: Sequéncias sao insuficientes para descrever esta topologia.

Demonstragdo. (—) Se D é denso, entdo tome U € B. Fixe x € U. Como x € X = D e Ué vizinhanca
de z, segue que U N D # ().

(+) Seja x € X e V uma vizinhanga de z. Como B é uma base, segue que existe U € B tal que
2 € U CV. Por hipétese, U N D # (). Logo, V N D # () para toda vizinhanca V de z. Com isto, temos
que £ € D. Como z era um ponto arbitrario de z, temos que X = D e D é denso em X. O

Para recuperarmos o fecho de um aberto, basta tomarmos o fecho de algum subconjunto de um
denso:

Proposicao 3.16. Se D é denso em X e U é aberto em X entdo DNU = U.

Demonstragcdo. Como UND C U, segue que UND C U. Seja x € U. Entdo temos que para todo V
vizinhanca aberta de x vale UNV # (. Como U NV é aberto e D é denso, temos que U NV N D # (.
Assim, (UN D)NV # () para toda a vizinhanga aberta V de x. Logo, x € U N D. O

3.2.2 Os trés axiomas de enumerabilidade.

Definigao 3.17. Dizemos que X satisfaz o primeiro axioma da enumerabilidade se todo ponto de x € X
possui um sistema fundamental de vizinhacas V, em z onde V, é enumeravel.

Dizemos que X satisfaz o segundo axioma da enumerabilidade se existe uma base de abertos B, onde
B é enumeravel.
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Dizemos que X satisfaz o terceiro axioma de enumerabilidade se existe um conjunto denso D de X
tal que D é enumeravel. Nesse caso, também dizemos que X é separdvel

Teorema 3.18. Se X satisfaz o segundo axioma da enumerabilidade entao X satisfaz o primeiro e o
terceiro axioma de enumerabilidade.

Demonstracdo. Seja B uma base. Entdo V, = {U € B: x € U} é um sistema de vizinhangas de X.
Para cada U € B (podemos assumir que ) ¢ B) fixe xy € U. Entdo D = {zy : U € U} é denso em X.
Se B é enumeravel entdao V, e D descritos acima também sao enumerdveis. O

Exemplo 3.19. 1) Seja X um espago discreto ndo enumerdvel. Entdo X satisfaz o primeiro axioma de
enumerabilidade, mas X nao satisfaz nem o segundo nem o terceiro axioma de enumerabilidade.

2) Seja X nao enumeravel com a topologia co-finita. Entdo X satisfaz o terceiro axioma de enume-
rabilidade, mas nao satisfaz o primeiro e o segundo axioma de enumerabilidade.

3)A reta de Sorgefrey satisfaz o primeiro e o terceiro axioma da enumerabilidade, mas nao satisfaz o
segundo axioma de enumerabilidade.

Demonstragao. 1) O conjunto {{z}} é um sistema fundamental de vizinhangas. O tinico conjunto denso
de X é o préprio X, assim X ndo satisfaz o terceiro axioma de enumerabilidade. Como X néo satisfaz
0 terceiro axioma, também nao satisfaz o segundo axioma de enumerabilidade.

2) Todo conjunto infinito de X intersecta qualquer aberto néo vazio. Assim um conjunto infinito
enumeravel de X é denso. Portanto X satisfaz o terceiro axioma da enumerabilidade.

Fixe z € X. uma familia enumeravel {V,, : n € N} de vizinhangas abertas de z, temos que existe
F, finito tal que V,, = X \ F,,. O conjunto F' = (J, oy Fyn é enumerdvel. Assim, existe y # = tal que
y € X\ F. Assim, X \{y} é uma vizinhanca de z. Como y € V,, para cada n € N, segue que V,, Z X\ {y}.
Assim {V,, : n € N} nfo é um sistema de vizinhangas de z. Assim, X néo satisfaz o primeiro axioma de
enumerabilidade e consequentemente, também nao satisfaz o segundo axioma de enumerabilidade.

3) Claramente {[z,2 + 5~[: n € N} é uma base local para z na reta de Sorgenfrey, assim o espago
satisfaz o primeiro axioma da enumerabilidade. Claramente Q é denso na reta de Sorgenfrey, assim
também satisfaz o terceiro axioma de enumerabilidade.

Suponha que B é uma base de abertos da reta de Sorgenfrey. Entao para cada z € X existe V, € B
tal que z € V, C [z, 2 + 1. Temos que se z < y entdo = & [y,y + 1[ e portanto z ¢ V,,. Como z € V,
segue que V, # V. Assim existe uma fungao injetora de X em B. Como X é ndo enumeravel, segue que
B é nao enumerdavel. Logo X nao satisfaz o segundo axioma de enumerabilidade. O

3.2.3 Toda base de abertos contém uma base de abertos de tamanho minimo.

Vamos agora ver que se 0 espago nao possui uma base finita, entdo toda base de abertos possui uma
base contida nela com tamanho infinito minimo.

Teorema 3.20. Sejam 5 e V duas bases de abertos. Entao existe um subconjunto de D C V indexado
por um subconjunto de B x B que forma uma base. Em particular, se B é enumerdvel entao existe uma
base enumeravel contida em V.

Demonstracio. Seja D = {(U,V) € Bx B : (3W € V)U C W C V}. Para cada (U, V) € D, fixe
Ww,vy € V (aqui é feito uso do Axioma da Escolha). Vamos provar que {Wy,vy : (U, V) € D} é uma
base. De fato, tome O um aberto nao vazio e seja x € O. Entao existe V € B tal que x € V C O. Como
VY também é base, existe W € V tal que x € W C V. Usando novamente que B é base temos U € B tal
quex e U CW.

Assim, (U,V)eDexcU C Wyyy CV CO. Em particular, z € Wy vy C O. O

Exercicio 3.21. Note se V; e V, sao sistemas fundamentais de vizinhancas de x entao existe uma
subfamilia de V5 indexada por V; que é um sistema fundamental de vizinhangas de x. Em particular, se
X tem uma base local enumeravel em x entao todo sistema de vizinhangas de x contém uma subfamilia
que é um sistema enumeravel de vizinhancas.
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Figura 3.4: Usando pares de elementos de uma base para enumerar bases.
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Capitulo 4

Continuidade. Propriedades
Topologicas. Homeomorfismos.
Topologias mais finas e menos finas.

4.1 Continuidade em um ponto. Continuidade.

4.1.1 Continuidade local. De volta a ¢ e §. Equivaléncias a continuidade
local.

Funcgoes continuas relacionam diferentes espagos topolégicos. Podemos pensar a continuidade de f
como uma propriedade global ou como uma propriedade para cada ponto. No R" isto é feito usando €
and J, mas como comentado anteriormente isso se refere ao sistema fundamental de vizinhangas usando
bolas abertas centradas nos pontos = e f(x).

Definicao 4.1. Sejam X e Y espagos topoldgicos e f: X — Y uma funcao. Dizemos que f é continua
em x se para todo W aberto que contém f(x) entdo existe V' aberto contendo z tal que f[V] C W (aqui
f[V] é a imagem de V pela funcao f).

A definigdo usando € e § é a equivaléncia c).

Lema 4.2. Sejam X e Y espacos topolégicose f: X — Y uma funcao. Seja V um sistema fundamental
de vizinhangas de = e W um sistema fundamental de vizinhancas de f(z). Sdo equivalentes:
a) f é continua em x.
b) se W é uma vizinhanga de f(z) entdo f~[W] é uma vizinhanga de .
c) se W € W entao existe V € V tal que f[V] C W.
d) se W € W entéo existe V € V tal que V C f~1[W].

e) se z € A entdo f(x) € f[A].

Demonstragdo. (a) — b)). Tome W uma vizinhanga de f(x), entdo existe um aberto V tal que f(x) €
V C W. Por hipétese f é continua em z, assim existe U aberto contendo z tal que f[U] C V. Logo,
xeUC fLf(U)] C f7HV] C f7LW]. Assim, f~}[W] é uma vizinhanga de .

(b) — ¢)). Tome W € W entdo por hipétese temos que f~[W] é uma vizinhanga z. Entao existe U
aberto em z tal que x € U C f~}[W]. Como V é um sistema fundamental de vizinhancas de x entdo
existe V€ Vtalquex € V C U C f~1[W]. Assim f[V] C f[f[W]] C W.

(¢) +» d)). Temos que f[V] C W se e somente se V C f~1[W].

(¢) = a)). Tome W um aberto que contém f(x). Entdo existe O € W tal que O C W. Por
hipétese, existe U € V tal que f[U] € O. Tome V um aberto contendo z tal que V' C U. Entao
fIVICfIlUJCOCW. Logox e Ve f[V]CW. -

((a) — €)). Vamos assumir a) e seja A tal que x € A. Suponhamos que f(z) € f[A]. Entdo
Y\ f[A] é um aberto contendo f(x). Pela continuidade, temos que existe V' um aberto V' de x tal que
JIVI € Y\ JAL. Logo, v C f~I[Y \ F[A = X \ /~{[f[AJ}| € X \ S~ [/[4]]] C X\ A. Logo, VN A=0
e x € A, uma contradigdo. Assim, f(z) € f[A4].
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(e) = a)). Suponhamos que f néo é continua em x. Entéo existe W aberto de Y contendo f(z) tal
que para cada V aberto de X contendo z temos que f[V] € W.

Para cada V' como acima, fixe um ponto zy tal que f(xy) € W.

Seja A = {t € X : IV aberto contendo z tal que ¢ = zy}. Claramente, ANV # () para cada V
aberto contendo x. Assim, z € A. Por outro lado, f[A]NW =0 (logo f[A] CY \ W). Portanto temos
que f[A]NW =0, pois W é aberto em Y . Como f(x) € W, segue que f(z) & f[A]. O

Veremos depois que existem outras equivaléncias de continuidade em um ponto. Agora iremos passar
a falar sobre continuidade global. Aqui aparece um bom motivo para termos introduzido sub-bases.

f | @
% _F
Aberto
V %
@ I |

Figura 4.1: Equivaléncia de continuidade local.

4.1.2 Continuidade. Equivaléncias a continuidade.
Definicao 4.3. Dizemos que f: X — Y é continua se f é continua em x para todo z € X.

Lema 4.4. Sao equivalentes:



24CAPITULO 4.

£ o N
\

é continua.

[

CONTINUIDADE. PROPRIEDADES TOPOLOGICAS. HOMEOMORFISMOS. TOPOLOGIAS MAIS ]

Xﬂ&w HGBY
~

19 e

Figura 4.2: Equivaléncia de continuidade local.

] é aberto, para todo W aberto de Y.
B é uma base de abertos de Y entao f~![W] é aberto, para todo W € B.
é um fechado de X, para todo F' fechado em Y.

para todo subconjunto A de X.

f[]
vl

¢ uma,

]], para todo subconjunto A de X.

ub-base de abertos de Y entdo f~![W] é aberto, para todo W € S.

Demonstragao. (a) — b)).

Seja W um aberto de Y. Como a imagem inversa do vazio é o vazio que é um aberto, podemos supor
que W é nao-vazio. Entao W é vizinhanca de f(z) para todo z tal que f(z) € W. Assim, f=[W] é
vizinhanga de x para todo z € f~![W]. Portanto f~![W] é um aberto.

(b) = ¢)). Segue do fato que todo elemento de B ¢ um aberto.

(¢) = b)). Dado um aberto W de Y existe B’ C B tal que W = |JB’. Aplicando a imagem inversa,

temos que f~HW] = J{f O] : O € B’} que é um aberto, pois por hipétese f~1[0] é aberto (note que
O € B).
(b) <> d)). Segue de X \ f71[A] = fY \ A] e que um conjunto é aberto se e somente se é

complementar de um fechado.

(a) < €)). Temos que para cada A, para cada z € X 2 € A implica f(z) € f[A] se e somente se
f1A] € f1A]. _

Se vale e), fixado z e variando A tal que x € A, pela equivaléncia de continuidade de f em x, temos
que f é continua em z. Variando x, vemos que f é continua em X.

Fixado A e tomando x tal que z € A, como f é continua em z, segue das equivaléncias de continuidade
em x que f(z) € f[A]. Assim, vale e) para A. Como A é arbitririo, vale e).

(€) <+ f)) segue da relagao f[B] C C se e somente se B C f~1[C].

(b) <+ g)) a diregdo nao trivial segue de f~'[C] = Noee S [C], para qualquer familia de subcon-
juntos C de Y.
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W\: LAY gy, O

Figura 4.3: Suponha que f é continua em x e assuma que f(z) ¢ f[[A].

(d) = f)) Temos que A C f~'[f[A]] e f[A] C f[A], logo A C f~*[f[A]]. Por hipétese, f~1[f[A]] ¢
fechado. Portanto, A C f~1[f[A]]. O

4.2 ‘E a mesma coisa do ponto de vista topoldgico’.

4.2.1 Homeomorfismos.

Como em outras estruturas matemadticas, estamos interessados nas propriedades do objeto e ndo no
conjunto utilizado em si.

Definigao 4.5. Dizemos que f: X — Y é um homeomorfismo se e somente se f é uma bijecao e f e
f~1 sao funcoes continuas. Nesse caso, dizemos que X e Y sdo homeomorfos.

Note que para espacos vetorias uma bijecdo linear ja implica que a funcgdo inversa é linear, mas no
caso de continuidade, isto nao é verdade.

Exemplo 4.6. Seja X o conjunto dos reais com a topologia discreta. Seja id a fungao identidade. Entao
id : X — R é continua, mas id : R — X nao é continua.
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Demonstracao. Para ver que a primeira identidade é continua basta notar que na topologia em X todo
subconjunto é aberto. Para ver que a segunda identidade nao é continua em nenhum ponto = € R, basta

notar que {z} é aberto em X, mas {z} ndo é aberta em R. O
Exemplo 4.7. O R e o intervalo | — 1,1[, ambos com a topologia usual da ordem sdo homeomorfas
usando f: x> %\LI

Seja g(z) = 115, * > —1. Para 2 > 0 temos que f(z) = g(z) e ¢'(z) = (afg)c)_f = (H_lw)Q. Assim

g (x) = f'(x) para x > 0 e o cdlculo & direita da derivada de f no ponto zero concide com o célculo da

derivada de g no ponto 0.

Seja h(xz) = % para x < 1. Para z <0 temos que f(z) = h(z) e M (z) = (zl_fi;w = (1711)2' Assim

R (xz) = f'(x) para < 0 e o célculo & direita da derivada de f no ponto zero concide com o célculo da
derivada de h no ponto 0.

Assim f'(z) = h/(x) para < 0 e f'(z) = ¢'(x) para > 0. Portanto f é uma func¢do continua e
crescente em R, portanto a fungdo é injetora. Como lim,—, oo f(z) = —1 € limy oo f () = 1. Assim,
f é uma fungao bijetora. Pelo teorema da funcao inversa, a fungao inversa é continua em cada ponto,
logo f~! é continua.

4.2.2 Propriedade topoldgica.

Definicao 4.8. Dizemos que P é uma propriedade topolégica se dados X e Y homeomorfos entao X
possui a propriedade P se e somente se Y possui P.

Assim, do ponto de vista das propriedades topoldgicas, dois espagos homeomorfos sao a mesma coisa.

Exemplo 4.9. Cada um dos trés axiomas de enumerabilidade sao propriedades topolégicas. Ser discreto
é uma propriedade topoldgica. Nao ter pontos isolados é uma propriedade topoldgica.

Ser metrizdvel (possuir uma métrica tal que a topologia seja gerada pela métrica) é uma propriedade
topolégica. Basta pegar o homeomorfismo e definir a métrica usando o homeomorfismo f : X — Z, com
dz(f(@), F()) = dx ().

Ser um espago ordenado também é uma propriedade topolégica, também passando a ordem linear
usando o homeormorfismo.

4.3 ‘Minha topologia tem mais abertos do que a sua’.

4.3.1 Topologias mais fina. Topologia menos fina.

Dadas duas topologias sobre o mesmo conjunto, podemos comparar as topologias por inclusao.

Definicao 4.10. Sejam 71 e 5 duas topologias sobre um conjunto X nao vazio.
Dizemos que 71 é mais fina (‘finer’ em inglés) do que 75 se 71 D 7o. Neste caso, também dizemos que
To é uma topologia menos fina ( ou mais grossa - ‘coarser’ em inglés) do que 7.

A topologia discreta no conjunto dos reais é mais fina que a topologia Euclidiana, ou a topologia
Euclidiana é menos fina que a topologia discreta.
Podemos considerar também ao invés de duas topologias, uma familia 7" de topologias em X.

Definicao 4.11. Seja T uma familia nao vazia de topologias em X.

Dizemos que uma topologia 7 sobre X é mais fina que as topologias em T se 7 é mais fina que 7’
para toda 7/ € T.

Dizemos uma topologia 7 sobre X é menos fina que as topologias em T se 7 é menos fina que 7 para
toda 7" € T.

Exemplo 4.12. A topologia discreta em X é a topologia mais fina entre as topologias em X.
A topologia cadtica é a topologia menos fina dentre as topologias em X.

Podemos tentar encontrar topologia que ficam ‘mais proximas’ das topologias de uma familia:
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Definicao 4.13. Seja T uma familia ndo vazia de topologias em X.

Dizemos que uma topologia 7 sobre X é a topologia mais fina gerada por T se 7 é mais fina que T
e se 7 é mais fina do que T entao 7% é mais fina que 7. Ou seja, 7 é a topologia menos fina dentre as
topologias mais finas do que 7.

Dizemos que uma topologia 7 sobre X é a topologia menos fina gerada por T se 7 é menos fina que
T e se 7° é menos fina do que T entao 7% é menos fina que 7. Ou seja, 7 é a topologia mais fina dentre
as topologias menos finas do que 7.

Vamos verificar que a definicao acima estd bem definida.

Lema 4.14. Seja T uma familia ndo vazia de topologias em X. Entao a topologia gerada pela subbase
UT é a topologia mais fina gerada por T e [T é a topologia menos fina gerada por T. Note que, em
geral, a unido de topologias ndo € uma topologia.

Demonstragao. No primeiro caso, S = |JT é sub-base para uma topologia, pois, | JS = X. Counsidere
a topologia T gerada pela subbase S. Como S contém cada topologia em T', temos que a topologia 7 é
mais fina que T. Seja 7* uma topologia mais fina que T. Entéo temos que 7* D |JT = S. Como 7* é
uma topologia, temos que 7" 2 7.

No segundo caso, vamos mostrar que (|7 é uma topologia. Como @) e X estdo em todas as topologias
em T segue que ) e X pertencem a (7. Se O # U C (T entdao U C 7' para todo 7/ € T. Assim,
JU € 7’ para cada 7" € T. Com isto, | JU € (\T. Finalmente, se U,V € (T entédo U,V € 7/ para cada
7/ € T. Entao temos que U NV € 7/ para cada 7/ € T. Logo, UNV € NT. Com isto, (T é uma
topologia. Como (T é um subconjunto de cada topologia em T', segue que (|7 é menos fina do que 7.
Se 7* é uma topologia menos fina do que T entao 7* C (T, logo 7* é menos fina do que (7. O

Assim, se f: X — Y é uma bijecdo continua, podemos pensar que a topologia de Y pode ser passada
para o conjunto X e teremos uma topologia menos fina do que a topologia em X.

4.3.2 Como comparar topologias usando Bases de Abertos.
Vamos agora usar bases para comparar quando duas topologias sao homeomorfas por uma bijegao.

Lema 4.15. Seja f: X — Y uma bijecao entre dois espacos topoldgicos. Seja Bx uma base de abertos
de X e By uma base de abertos de Y. Entao f é um homeomorfismo se e somente se

1) para cada z € X e U € Bx tal que x € U, existe V € By tal que f(z) € V C f[U] e

2) paracaday € Y e O € By tal que y € O, existe W € By tal que f~!(z) € W C f~1[0].

Demonstragdo. Note que, como f é bijetora, a condigao 1) equivale a f~! continua e a condicio 2)
equivale a f continua. O

Quando f é a identidade, teremos:

Corolario 4.16. Seja B; uma base de abertos para uma topologia 71 em X e By uma base de abertos
para uma topologia 7 de X. Entao 7 = 75 se e somente se

1) paracadaz € X eU € By tal que z € U, existe V € By talquexz € VC U e

2) para cada y € X e O € By tal que y € O, existe W € By tal que y € W C O.

Fica a cargo do leitor um resultado similar para sistemas fundamentais de vizinhancas

Lema 4.17. Seja f : X — Y uma bijecao entre dois espacos topoldgicos. Seja Vx um sistema fun-
damental de vizinhancas de X e Vy um sistema fundamental de vizinhangas de Y. Entao f é um
homeomorfismo se e somente se

1) para cada xz € X e U € Vx4, existe V € Vy p(,) tal que V C f[U] e

2) para cada y € Y e O € Vy,, existe W € Vy -1, tal que W C f~1O].

Quando f é a identidade, teremos:

Corolario 4.18. Seja V; um sistema fundamental de vizinhangas para uma topologia 7 em X e V5 um
sistema fundamental de vizinhangas para uma topologia 75 de X. Entao 71 = 75 se e somente se

1) paracadaz € X e U € Vg 4, existe V € Vy, tal que VC U e

2) para caday € X e O € Vy  existe W € Vy ,, tal que W C O.
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Exercicio 4.19. Seja X um espago métrico e para cada z € X fixe V, uma sequéncia de bolas abertas
centradas em x tal que seus raios convergem a 0. Entao a topologia gerada pelo sistema fundamental de
vizinhangas é a topologia gerada pela métrica.

Exemplo 4.20. As topologias geradas em R? pelas distancias de X; = (z1,71) a X2 = (z2,2) dadas
por \/(z2 — 21)2 + (y2 — y1), max{|va — z1],|y2 — v1|} e |2 — 1| + |y2 — y1| 50 as mesmas. As bolas da
primeira sao redondas, a da segunda sao quadradas e da terceira sao losangos centradas em um ponto
z e cada uma dessas bolas contém bolas menores centradas em x dos trés tipos (fica a cargo do leitor
encontrar tais bolas encaixadas uma nas outras). Assim as topologias geradas pelas trés sdo as mesmas.

Figura 4.4: As bolas em trés métricas que geram a mesma topologia em R2..



Capitulo 5

Topologia inicial. Convergéncia
enumeravel. Separacao de pontos.

5.1 Imitando quem esta na sua frente.

5.1.1 Topologia gerada por fungoes continuas. Topologia inicial.

Dada f: X — Y uma funcao continua, podemos considerar a topologia menos fina sobre X para a
qual f seja continua. Podemos comegar com a topologia discreta em X, pois nela f é sempre continua
e tomar a topologia menos fina que torne f continua.

Esta topologia pode ser a mesma que a topologia de X ou pode ser menos fina. Note que se f é uma
bije¢ao entdo f serd um homeomorfismo. Assim, a ideia é colocar uma topologia em X que se assemelhe
mais a topologia de Y via o uso de f.

Podemos fazer o mesmo para uma familia de fungoes.

Definicao 5.1. Seja F # () uma familia de funces f : X — Y, onde 77 ¢é a topologia de Y;. A
topologia gerada por F é a topologia menos fina que torna todas as fungdes em F continuas.

Dada uma familia f de fung¢ées como acima, dizemos que temos a topologia inicial de F (ou seja,
colocamos topologias no contradominio para gerar uma topologia no dominio).

Veremos a seguir a topologia acima estd bem definida.

Teorema 5.2. A topologia gerada por F é a topologia gerada pela sub-base Ufe}-{f’l[U] U €14}
Se Sy ¢ uma sub-base de 77 entao S = Ufe]—‘{fil[U] : U € 8¢} é uma sub-base que gera a topologia
gerada por F.

Demonstragao. Seja T a topologia gerada pela sub-base Ufef{ffl[U] : U € 14}, Fixada g € F
temos que g~ [U] € 7 para cada U € 7,. Assim, g é continua. Reciprocamente, seja 7* um topologia
que torna f continua para cada f € F. Entao para cada U € 74 temos que f~1[U] € 7%. Assim,
Ufe}‘{f_l[U] : U €14} C 7", Portanto, 7 C 7*. Portanto 7 é a topologia menos fina que torna todas
as fungoes de F continuas. (Note que isso nao significa que apenas as funcoes em F sdo continuas).
Vamos mostrar agora que S é uma sub-base. Seja 7' a topologia gerada pela sub-base S. Como
S estd contida na sub-base utilizada para gerar 7, segue que 7/ C 7. Para cada g € F, temos que
g~ 'U] € § C 7’ para cada U € S,. Como S, é uma sub-base de 74, segue que g é continua em 7’. Logo
7 C 7'. Assim temos que 7 = 7’. O

A topologia inicial gerada por fungoes facilita identificar a continuidade de uma funcdo g : Z — X.

Teorema 5.3. Seja F # () uma familia de fungées f : X — Y}, onde 74 ¢ a topologia de Y;. E seja
X munida com a topologia inicial de F.
Entao g : Z — X ¢ continua se e somente se fog: Z — Yy é continua para cada f € F.

Demonstragdo. (—). Dado um aberto U em Yy, temos que (f o g)~{U] = g7 '[f~'[U]]. Como f ¢é
continua segue que f~1[U] é aberto em X. Como g é continua, segue que g~ *[f~1[U]] é aberto em Z.

29
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topologia inicial. jpg

Figura 5.1: Abertos na topologia inicial.

(+). Seja z € Z e W um aberto de X contendo g(z). Pela definigdo da topologia em X, existe
{fi,---,fa} € F e U; aberto em Y}, para 1 < i < n tal que g(2) € Nycic,, fi '[U:] € W. Logo,
ficg(z) € Uy paral < i < n. Como f;og é continua, existe V; C Z aberto contendo z tal que f;og[V;] C U;
para 1 <i <n. Entdo V = (\_, V; é um aberto contendo z e V. C V; C (fi o g) " {U;] = g~ [f; '[Ui]]
para 1 < i < n. Portanto V. C (Nyc;c,, ¢ [f7 U] = 97 N ycicn [ U] € g7 [W]. Portanto g é

continua em z. Como z é arbitrario, segue que g é continua em Z. O

Veremos exemplos disto daqui a algumas aulas. Em Anélise Funcional, dado um espago normado, a
topologia inicial dos funcionais lineares continuos é a topologia fraca.
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5.2 Onde a convergéncia enumeravel ainda da conta do recado.
Ou nao.

5.2.1 Espacgos de Fréchet. Espacgos sequenciais.

Uma forma de generalizar a ideia da topologia para espacos mais gerais foi trabalhar com as sequéncias
convergentes.

Definicao 5.4. Dizemos que X é um espaco de Fréchet se para todo A C X e todo = € A, existe uma
sequéncia (z, : n € N) em A tal que a sequéncia converge para x.

Nos espacos de Fréchet, todos os pontos do fecho de A podem ser atingido a partir de uma sequéncia
de A
Uma segunda nocao mais fraca é a nocao de sequencial.

Definicao 5.5. Um espago X ¢ sequencial se para todo conjunto A tal que A nao ¢é fechado, existe
x € A\A e (xz,: ne€N)em A tal que a sequéncia converge para x.

Note que no caso de sequencial, existe algum x e alguma sequéncia convergente a x que testemunha
que um conjunto nao é fechado. No caso de um espago Frechet, todo ponto todo x no fecho de A que
nao esta em A possui uma sequéncia testemunhando isto.

5.2.2 Continuidade de fungoes em espacos sequenciais.

Teorema 5.6. Seja f: X — Y, onde X é um espago sequencial. Entao
f ¢é continua em X se e somente se para todo z € X e para toda sequéncia (z, : n € N) em X
convergente para x temos que (f(x,): n € N) converge para f(z).

Demonstragao. A ida vale para qualquer espago topolégico X, a sequencialidade é usada apenas na
volta.

(=). Tome z € X e (z, : n € N) em X convergente para x. Seja V uma vizinhanca de f(z). Como
f é continua, segue que f~*(V) é uma vizinhanga de z. Pela convergéncia de (z,, : n € N) para z,
existe N € N tal que z,, € f~1(V) para todo n > N. Assim, f(x,) € V para todo n > N. Portanto
(f(xn) : n € N) converge para f(x).

(+) Vamos supor por contradigdo que f ndo é continua. Entdo por uma das equivaléncias de
continuidade, existe um fechado F de Y tal que f~!(F) ndo é fechado em X. Como X é sequencial,
existe (v, : n € N) em f~1(F) que converge para um ponto z ¢ f~1(F). Por hipétese, temos que
(f(xy) : n € N) é uma sequéncia de F que converge para f(z). Como F é um fechado, segue que
f(z) € F. Assim, x € f~(F), uma contradicao. O

5.2.3 Continuidade local em espacos de Fréchet.
A propriedade de Fréchet pode ser usada para continuidade local:

Teorema 5.7. Seja f: X — Y, onde X é um espago de Fréchet. Seja x € X. Entao
f é continua em x se e somente se para todo para toda sequéncia (x, : n € N) em X convergente
para x temos que (f(z,) : n € N) converge para f(z).

Demonstragao. (—). A prova vale para qualquer espago topoldgico X e foi feita na ida do caso sequencial.

(¢). Seja A C X tal que z € A. Por uma das equivaléncia de continuidade local, basta mostrar que
f(z) € fl[A]. Como X é Frechet, segue que existe uma sequéncia (z,, : n € N) em A convergente para z.
Por hipétese, (f(z,) : n € N) em f[A] converge para f(z). Assim, f(z) € f[A]. Como A é arbitrario,

segue que f é continua em x. O

Como discutido anteriormente, sequéncias convergentes sao insuficientes para convergéncia de espagos
topolégicos. Assim, a ideia é trocar N por uma conjunto de indices mais geral. Aqui vamos apenas citar
um exemplo usando o sistema fundamental de vizinhancas de um ponto como um conjunto de indices.
O conjunto de indices deve ter alguma ordem. E nesta ordem, todos os indices devem ‘ir’ para uma
mesma ‘direcao e sentido’ (por exemplo, se indexarmos por Z terfamos dois sentidos distintos e isso nao
daria um bom conjunto de indices para convergéncia.)
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Frechet e sequencial. jpg

Figura 5.2: Espacos de Fréchet e espacos sequenciais.

5.2.4 Um exemplo de convergéncia mais geral: rede.

Exemplo 5.8. Seja z um ponto de acumulacdo de um conjunto A e seja V, um sistema fundamental
de vizinhancas de . Vamos considerar em V, a order parcial do C. Por ser um sistema fundamental de
vizinhancas, note que dado dois elementos quaisquer de V, existe um outro elemento que esta abaixo de
ambos (a diregao e sentido seria ‘encolher cada vez mais em torno do ponto z’)

Para cada W € V,, tome zy € W. Vamos dizer que (xw : W € V,) converge se para cada U
vizinhanca de x, existe W* € V, tal que W C W* entao zw € U. Note que com essa indexagao temos
convergéncia: para cada U vizinhanca de x, existe W* tal que W* C U. Entaose W C W* com W € V,,
temos xyy € W CW* C U.

Note a similaridade desse tipo de escolha com o de sequéncias quando temos um sistema enumerdvel
de vizinhancas.
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5.2.5 Coming next...

Como vimos anteriormente, existem espagos topoldgicos em que as sequéncias convergentes podem
ter mais de um ponto de acumulacao, algo que nao ocorre em R™. Para que possamos tratar de espacos
mais interessantes de forma geral, iremos introduzir os axioma de separacao que exigem a existéncia
de mais abertos. Porém ao colocar mais abertos, colocamos mais fechados e a relagao entre pontos e
fechados pode ser ‘estragada’ assim ¢é necessario ter axiomas entre pontos e fechados. Os axioma de
separacao mais fortes garantem a relacdo entre pontos e fechados e de fechados com existéncia de um
nimero maior de fungodes continuas. Os axiomas de separacgao sao propriedades topoldgicas. Iremos ir
adotando os axiomas aos poucos com alguma motivacao de uso ao invés de listar todos de uma vez. Na
préxima aula iremos introduzir os axiomas que separam pontos.

Vimos anteriormente que sequéncias convergentes podem ter mais de um limite. Vamos agora comegar
a adicionar condigoes sobre a topologia para que os limites de sequéncias convergentes sejam Unicos.
Vimos também que sequéncias sao insuficientes para recupar o fecho de um conjunto.

5.3 Separando pontos: Espacos Ty, 71 e Hausdorff (73).

Se nao conseguissemos enxergar os pontos, mas apenas saber se eles estao ou nao dentro dos abertos,
terfamos que todos os pontos na topologia cadtica ndo podem ser distinguidos. Alguns autores usam o
termo U separa z de y se x € U e y ¢ U. No caso de T existe algum aberto que separa x de y ou separa
y de 2. No caso de um espago T; cada ponto é separado do outro por um aberto (veja Figura 5.3).

5.3.1 Espacgos Ty, T e T5.

Definicao 5.9. Veja Figura 5.3 Seja X um espaco topolégico.

Dizemos que X é Ty se para todo par x,y € X de pontos distintos existe um aberto U tal que (x € U
ey¢U)ou(xg¢Ueyel).

Dizemos que X é T; se para todo par z,y € X de pontos distintos existe um aberto U tal que x € U
ey ¢ U. (Note que invertendo a ordem temos um aberto V tal que y € Vex ¢ V).

Note que se fixarmos uma base de abertos, as testemunham para Ty ou 77 podem ser tomadas nessa
base.

Lema 5.10. Seja X um espaco topolégico e B uma base de abertos.

X é T, se e somente se para todo par x,y € X de pontos distintos existe U € B tal que (z € U e
y¢U)ou(z¢Ueyel).

X é T se para todo par x,y € X de pontos distintos existe U € Btalquez e U ey ¢ U.

Exemplo 5.11. O espago cadtico com dois ou mais pontos nao é Tj.
O espaco gerado pela base {]z,+oo[: = é ntimero real } é um espago Ty que nao é T;.

Proposicao 5.12. Seja B uma base de abertos e B, ={U € B: z € U}. Entao X é Tj se e somente se
B, # By para todo par x,y € X de pontos distintos.

Demonstragao. Se x # y entdo podemos supor que existe U € B tal que z € U e y ¢ U (trocando a
ordem entre x e y caso contrario). Entdo U € B, mas U ¢ By. Assim, B, # B,.

Se B, # B, entdo existe U € (B \ By) U (By \ Bz). Vamos supor que U € B, \ B,. Entdoy € U e
x¢U. Caso U € B, \ By temos que € U e y ¢ U. Portanto X é Tp. O

Coroldrio 5.13. Se X é um espago Ty e B é uma base de abertos entao existe uma funcao injetora de
X em P(B).

Demonstracdo. Basta considerar a funcao X > z — B, € P(B). O

Note que em particular, o tamanho de um espaco X que é Ty é limitado pelo tamanho das partes da
sua topologia.

Exemplo 5.14. O espago cadtico pode ser arbitrariamente grande e o conjunto das partes da sua
topologia tem quatro elementos.
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Figura 5.3: Separacao de pontos.

Proposigao 5.15. Um espago X é Tj se e somente se m #* @ para todo x,y € X distintos.

Demonstragdo. Suponha que existe U aberto tal que x € U e y ¢ U. Entao y € X \ U, logo @ -
X\U =X\U #z. Assim, z ¢ {y}. Como z € {y}, segue que {z} # {y}. Se y pode ser separado de
2 por um aberto, temos uma situagao similar. Assim, se X é Ty temos que existe um aberto que separa
um dos dois pontos do outro e assim {z} # {y}.
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Figura 5.4: Equivaléncia de espagos Tj.

Se xi@ enté@ C {y}. Similarmente se y € {z} entdo {y} C {z}. Assim, se {x} # {y} entdo
ouz ¢ {y} ouy ¢ {r}. No primeiro caso, temos que X \ {y} separa = de y e no segundo caso, temos
que X \ {x} separa y de x. Assim, X é Tj. O

Proposigao 5.16. Seja X um espaco topoldgico e V,, um sistema de vizinhangas de x para cada x € X.
Sao equivalentes:
1) X é um espago Ty
2) {z} é um conjunto fechado para todo x € X.

3) {z} =N Vs

Demonstragao. (1) — 2)). Suponhamos que X é T;. Seja x € X. Para cada y € X distinto de z, existe
um aberto Uy, tal que z ¢ Uy e y € Uy. Assim X \ {z} = U, cx\(,) Uy ¢ um conjunto aberto. Logo {z}
¢ um fechado.

(2) — 3)). Assuma 2). Se z e y sdo pontos distintos de X entao {y} é fechado, entao U, = X \ {y} é
um aberto tal que x € Uy, e y ¢ U,. Como V, é um sistema fundamental de vizinhancas de x, temos que
existe Wy, € V, tal que W, C Uy. Portanto € (Vo € yex\ (o) Wy € Nyex\ (o) Uy = {z}. Portanto
NVe = {z}.

(3) — 1)). Assuma 3) e sejam z, y pontos distintos de X. Como {z} = [ Vs, segue que existe
UeV, tal quey ¢ U. Como U € V,, segue que z € U. Logo X é T7. O

Abaixo vemos que um espaco T pode ser sequéncias que convergem para muitos pontos.

Exemplo 5.17. Seja X um espago infinito com a topologia co-finita. Entéo se a sequéncia (z, : n € N)
é uma sequéncia injetora em X entao a sequéncia converge para x, para todo x € X.

Demonstragdo. Seja x € X e V uma vizinhanga aberta de . Entdo X \ V é finito. Como (z,, : n € N)
é injetora, existe N tal que x,, ¢ X \ V para todo n > N. Como V é uma vizinhanca aberta arbitraria,
segue que (z, : n € N) converge para x. O
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Figura 5.5: Equivaléncia de espagos T'1.

Assim, para que tenhamos limite tinico precisamos de axiomas de separacdo em que os abertos nao
separem apenas os pontos, mas que separem os pontos ‘no entorno do outro ponto’.

Definicao 5.18. Dizemos que um espago topolégico X é T, ou Hausdorff se para cada par z,y de pontos
distintos de X existe U,V abertos taisque x €e U,y € Ve UNV = .

Exemplo 5.19. O espago X com X nao enumeravel com a topologia co-enumeravel é um espago T
que nao é Ts.

5.3.2 ‘Este aberto é pequeno demais para dois limites’: Espacos Hausdorff.

Lema 5.20. Seja X um espago topoldgico, B uma base de abertos e V, um sistema fundamental de
vizinhancas de x para cada = € X. Sdo equivalentes:

1) X é Hausdorff.

2) para cada x,y € X distintos existem U,V € Btalquex € U,y e VeUNV =0.

3) para cada x € X o conjunto ({U : U € V,} = {z}.

Demonstragao. A condicao 1) <> 2) é trivial de um lado e usa o fato de ser base do outro.

(1) = 3)). Fixe = e tome y € X distinto de z. Entéo existem abertos W e V taisquex e Wey eV
com WNV =@. Como V, é um sistema fundamental de vizinhancas, existe U € V, tal que U C W.
Logo U C X \ V. Portanto, U NV = 0. Logo, y ¢ U. Assim ({U : U € V,} = {z}.

(3) — 1)). Sejam z e y distintos em X. Por hipétese, existe W € V, tal que y ¢ W. Como
W ¢é vizinhanca de x, tome U aberto tal que z € U C W eV = X\W. Entdox € U,y € V e
UNVCWnNnX\W=0. O

Teorema 5.21. Seja X um espago topolégico Tp. Entdo uma sequéncia convergente possui um tnico
limite.

Demonstrag¢do. Suponha que x e y sao limites de (x, : n € N). Suponhamos que z e y sdo distintos,
entdo existem U e V abertos disjuntos tais que z € U e y € V. Existe n, e n,, tais que z,, € U para todo
n>ng e x, €V para todo n > n,. Tomando n > max{n,,n,} temos que =, € U NV, contradizendo
que UNV = 0. Assim, x = y e o limite é tinico. O

Apenas por curiosidade, existe um axioma da separacdo para espac¢os em que toda sequéncia possui
um unico limite, chamado de Tl%.

5.3.3 Comparando duas fungoes continuas em espacgos Hausdorff.

Vamos terminar esta seccao com um tultimo resultado relacionando a importancia da propriedade de
Hausdorff em questoes de continuidade.

Teorema 5.22. Sejam f,g: X — Y fungdes continuas tais que Y é Hausdorff. Seja F = {x € X :
f(x) = g(x)} é um subconjunto fechado de X.

Demonstrag¢ao. Vamos mostrar que X \ E é um conjunto aberto. Seja y € X \ E. Entao f(y) # g(y).
Como Y é Hausdorff, existem U e V abertos disjuntos tais que f(y) € U, g(y) € V. Como f e g sao
continuas, segue que f~*(U) e g~1(V) sdo vizinhangas abertas de z. Entdo f~}(U) N g~%(V) é uma
vizinhanca aberta de y. Se z € f~1(U)Ng=1 (V) entao f(z) € U e g(z) € V. Como UNV = (), segue
que f(z) # g(x). Logo f~1(U)Ng (V) C X \ E. Portanto X \ E é aberto e E ¢é fechado. O
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Figura 5.6: Equivaléncia de espagos To ou Hausdorff.

Coroldrio 5.23. Sejam f,g: X — Y fungdes continuas, onde X é um espago topolégico arbitririo e
Y é um espago topolégico Hausdorff. Se existe um denso D de X tal que f(z) = g(z) para cada x € D
entao f =g.

Exercicio 5.24. Se F' C X finito e X é Hausdorfl entdo existem aberto {U, : = € F} dois a dois
disjuntos tais que x € U, para cada x € F.



38 CAPITULO 5. TOPOLOGIA INICIAL, FRECHET, SEPARACAO DE PONTOS

limite unico.jpg

Figura 5.7: Sequéncias em espagos Haudorff tem no méximo um limite.
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Figura 5.8: {x € X : f(x) = g(x)} é fechado para Y Hausdorff.



Capitulo 6

Filtros. Interior. Topologias geradas
por Fecho e Interior.

6.1 Filtros

6.1.1 Definicao de Filtros.

Dado um conjunto A e um ponto de acumulagao de x podemos tentar capturar esta informacao
usando a interseccao de A com as vizinhanca de x. Podemos pensar nisso também quando temos um
‘buraco’ no espago e usar abertos para identificar o buraco, esta é a nogao intuitiva que queremos capturar
com o filtro.

A convergéncia de um filtro pode ser pensados como se estivéssemos dando um ‘zoom’ num conjunto,
onde nossas ‘lentes’ sdo os abertos.

Definicao 6.1. Seja F uma familia nao vazia de subconjuntos de X. Dizemos que F é um filtro de
conjuntos se

1)0¢&F.

2)se ACBC X e A€ Fentdo B e F.

3)se A,B € Fentao ANB € F.

Note que o filtro depende apenas do conjunto X.

Exemplo 6.2. Dado um conjunto infinito X, temos que F = {A C X : X \ A é finito} é um filtro.

Dado a € X o conjunto {A C X : a € A} é um filtro. Dizemos que esse é o filtro principal gerado
por a.

A familia de todas as vizinhangas de um ponto z € X formam um filtro.

A familia de todos os conjuntos que contém um aberto densos de X formam um filtro (intersecg ao
finita de abertos densos é um aberto denso).

Em geral, vemos os elementos de um filtro como elementos grandes (este termo faz bastante sentido
quando se pensa, por exemplo, nos conjuntos de medida 1 dentro do intervalo [0, 1].) O maior elemento
do filtro sobre X é o préoprio X e pensamos que os elementos menores do filtro contém informacao mais
relevante.

A nogao dual de filtro de conjuntos é o ideal (por exemplo, o ideal dos conjuntos de medida nula,
é um o-ideal), mas para convergéncia em espagos topoldgicos o dual sdao as redes, que definiremos em
outra aula.

Podemos ver um filtro como um conjunto parcialmente ordenado por C e considerar ponto de acu-
mulacdo e limite de uma familia indexada de conjuntos {Ar : F € F}.

Definicao 6.3. Um ponto de acumulacao z de uma familia de conjuntos indexado pelo filtro F se para
toda vizinhanga U de z e todo F' € F existe F' € F tal que F/ C F e AgNU # 0 para cada G C F’
com G € F.

Um ponto z € limite de uma familia de conjuntos indexado pelo filtro F se para toda vizinhanca U
de z e existe F' € F tal que Ag C U para cada G C F com G € F.

40
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Vamos agora relacionar filtros ao espaco topolégico. Apéds a definicao iremos relacionar com a nogao
de convergéncia acima.

Definicao 6.4. Seja X um espago topolégico, z € X e F um filtro sobre X.

Dizemos que = é um ponto de acumulagao de F se x € ﬂAe}- A.
Dizemos que = é um limite de F se todas as vizinhangas de x pertencem a F.

Podemos pensar que os elementos dos filtro sao os seus proprios indices e considerar convergéncia de
conjuntos.

Lema 6.5. Um ponto x é ponto de acumulagao de F se e somente se x é ponto de acumulagao da familia
indexada {Ap : F € F}, onde Ap = F para todo F € F.

Demonstracdo. Temos que x € F se e somente se F NU # () para cada F € F e U vizinhanca de z se
e somente se Ar NU # () para cada F' € F. Para a ida, se x é ponto de acumulacao de z, temos que
Ap NU # () para cada U vizinhanca de z e F' € F. Assim, z é ponto de acumulacao de {Ar : F € F}.
Para a volta, se F' € F e U vizinhanca de x, existe F/ C F com F’ C F tal que Ag N U # () para cada
G C F' com G € F. Em particular, temos que §) # ApNU = F'NU C FNU. Assim, temos que x € F.
Como F é um elemento arbitrario de F, segue que x é ponto de acumulagao de F. O

Lema 6.6. Um ponto z é limite de F se e somente se x ¢ limite da familia indexada {Ap : F € F},
onde Arp = F para todo F € F.

Demonstracdo. Para a ida, seja U uma vizinhanga de x. Como F converge para x, temos que U € F.
Assim, para todo FF C U com F € U, temos que Ap = F C U. Assim, temos que {Ar : F € F}
converge para x. Para a volta, seja U uma vizinhanca de z. Como {Ap : F € F} converge para z,
existe F' € F tal que Ag C U para todo G C F com G € F. Em particular temos que F' = Ap C U.
Como F é filtro e FF C U, segue que U € F. Assim, x é limite do filtro F. O

6.1.2 Ponto de acumulacao e convergéncia de filtros.

Lema 6.7. Seja X um espaco topolégico e F um filtro sobre X. Se z € X é um limite de F entao z é
um ponto de acumulacao de F.

Demonstragdo. Para isto, basta mostrarmos que x € A para todo A € F. Fixado, A € F, isto é
equivalente a mostrar que U N A # () para todo U vizinhanga de x. Por hipdtese, U € F, portanto
UNA € F. Pela definigao de filtro, temos que os elementos de F sao nao vazios. Logo U N A #
portanto x é ponto de acumulacao de F. O

Lema 6.8. Seja X um espago Haudorff e F um filtro convergente. Entao o limite de F é tunico.
Reciprocamente, se todos os filtros convergentes tem limite tinico entao o espaco é Hausdorff.

Demonstracdo. Se F converge para x e y com & # y entao F contém todas as vizinhancgas abertas de x
e de y. Em particular contém uma vizinhanca U de x e uma vizinhanca V de y tal que UNV =0, o
que nao é possivel, pois () ¢ F.

Seja X um espaco que ndo é Hausdorff e sejam « e y dois pontos que testemunham este fato. Considere
o conjunto C = {U : U é vizinhanga de x ou de y}. Dada uma familia finita ndo vazia C’ de elementos
de C, o conjunto (C’ contém U NV, onde U é vizinhanca aberta de z e V' é vizinhanga aberta de y.
Assim, (C’ # (). Portanto C é uma base para um filtro F. Claramente F converge para x ¢ para y. [

Como na construcao de topologias, em muitos casos é mais conveniente usar uma familia que gera o
filtro.

Defini¢ao 6.9. Dizemos que uma familia ndo vazia C tem a propriedade de intersecgao finita (PIF) se
para toda familia finita nao vazia C' C C temos C’ # ().

Note que todo filtro tem PIF.

Definicao 6.10. Dado uma familia C de X com PIF, dizemos que o filtro gerado por C ¢é a familia
F={AC X :3C' CC tal que C’ é finito e ndo vazio e [C' C A}.

Lema 6.11. O filtro gerado acima ¢é de fato um filtro.
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Demonstragdo. Temos que C C F entao F # {).

1) 0 ¢ F, pois cada elemento de F contém algum (C’ e (C’ é nao vazio.

2) Dado A C B com A € F, a testemunha de que A € F também testemunha que B € F.

3) Se A, B € F entao existem C4 e Cp tal que ((1Ca C Ae(\Cp C B. Assim, (((CaUCg) CANBe
portanto AN B € F. O

6.1.3 Bases de filtros. Extensao de filtro.

Definicao 6.12. Dizemos que C C F é uma sub-base para o filtro F se F é o filtro gerado por C.
Dizemos que C é uma base para o filtro F se é uma sub-base tal que para cada C’ C C, existe F' € C tal
que F C (.

Note que se C é base para um filtro F, entdo F = {F C X : 3C € C tal que C C F'}.

Dizemos que uma familia C é fechada por intersecgoes finitas se [|C' € C para todo subconjunto
finito ¢’ € C. Claramente uma sub-base fechada por intersecgoes finitas é uma base, assim, a nogao de
sub-base de filtro lembra a nocao de sub-base de abertos.

Definigao 6.13. Dizemos que um filtro G estende o filtro F se G O F
As extensoes de um filtro em termos de convergéncia correspondem as subsequéncias.

Proposigao 6.14. Se F possui z como ponto de acumulagao entao existe um filtro G estendendo F tal
que G converge para x.

Demonstracdao. Seja V, todas as vizinangas de x e C = F U),. Usando o fato de que = é ponto de
acumulagao F e que todos os elementos de V, sdo vizinhancas de x, temos que C tem PIF (verifique).
Seja G o filtro gerado por C. Claramente G estende F e G converge para x. O

A prova do seguinte fato é deixada ao leitor.

Proposicao 6.15. Seja C uma base para um filtro 7 sobre X, onde X é um espago topolégico. Entao
x é ponto de acumulagao de x se e somente se x € (|40 A.

Lema 6.16. Dado um filtro F sobre X e uma funcao f: X — Y, vamos denotar por f[F] o conjunto
{flA] : Ae F}. O conjunto f[F] tem PIF.

6.1.4 Filtros e continuidade.

Teorema 6.17. Sejax € X e f: X — Y. Sao equivalentes:
a) f é continua em .
b) para todo filtro F, se F acumula em z entdo o filtro gerado for f[F] acumula em f(z).
¢) para todo filtro F, se F converge para x entdo o filtro gerado for f[F] converge para f(z).

Demonstragdo. (a) — b)). Dado A € F, temos que z € A, por uma das equivaléncias de continuidade,
segue que f(x) € f[A]. Pela proposicao deixada como exercicio, segue que f(x) é ponto de acumulagao
do filtro gerado por f[F].

(a) + b)) Dado A tal que z € A, considere o filtro F gerado por {A}. Entao por hipdtese temos que
f(z) € Neer fIC]. Em particular, temos que f(z) € f[A].

(a) = ¢)). Seja F um filtro que converge para x. Se V ¢é uma vizinhanga de f(x), temos pela
continuidade de f em x que existe U vizinhanga de z tal que f[U] C V. Como F converge para z,
temos que U € F. Assim, V é um elemento do filtro gerado por f[F]. Portanto o filtro gerado por f[F]
converge para f(x).

(¢) — b)) Seja F um filtro que acumula em z. Entdo existe um filtro G estendendo F que converge
para z. Por hipdtese, o filtro gerado por f[G] converge para f(x). Portanto o filtro gerado por f[G]

acumula em f(z). Como f[G] 2 f[F], segue que f(z) € ﬂAeg fIA] € Naer fIAL
Portanto f(z) é um ponto de acumulacao do filtro gerado por f[F]. O
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6.2 ‘O aberto dentro de vocé’.

6.2.1 Definicao de Interior.

Ja vimos a definicao de fecho.

Definicao 6.18. Dado um espaco topolégico X e A C X o interior de A, denotado por A ou Int(A) é
0 maior aberto contido em A.

Vamos mostrar que o interior estd bem definido.
Lema 6.19. Seja A o conjunto de todos os abertos contidos em A. Entao A # ) e A= UA.

Demonstragdo. O conjunto A contém 0, assim A # (. Como A é uma familia de abertos contidos em A
segue que JA é um aberto com (JA C A. Dado U um aberto contido em A, temos que U € A. Entao
UCUA. Assim, JA = A. O

O interior simplifica a tomada do aberto que testemunha que um conjunto é vizinhanga de um ponto.
Lema 6.20. Um conjunto V e vizinhanca de x se e somente se x € V.

Demonstragdo. Se V' € uma vizinhanga de z, entao existe um aberto U tal que x € U C V. Pela defini¢ao
de interior, segue que U C V Portanto z € V.
Reciprocamente, se x € V, temos que V é um aberto contido em V. Assim, V é vizinhanga de z. [

Ja vimos como utilizar bases de abertos, base de fechados e sistemas fundamentais de vizinhancas
abertas para construir topologias, iremos agora mencionar também como obter topologias usando ope-
radores fecho e interior.

6.3 Fecho vs Interior.

O lema seguinte mostra a relagao entre tomar interior e fecho sucessivamente:
Lema 6.21. A = A para todo subconjunto A de um espaco topolégico X.

Demonstracdo. A D A e portanto A DO A. Por outro lado, A C A, portanto, A C A. Assim, AC A O

Assim como fechados e abertos sdo relacionados por complementares, o fecho e o interior também o
sao. Por motivos de visualizagao vamos usar a notagao alternativa de fecho e interior.

Teorema 6.22. Int(A) = X \ Cl(X \ A) e Cl(A) = X \ Int(X \ A) para todo subconjunto A de um
espago topologico X.

Demonstra¢do. Temos que Int(A) C A. Assim, X \ Int(4) D X \ A. Como Int(A) é aberto, segue que
X \ Int(A) é um fechado, logo X \ Int(A) D CI(X \ A). Usando novamente De Morgan, temos que
Int(A) C X\ ClI(X \ A). Para verificar a reciproca, CI(X \ A) O X \ A. Usando De Morgan, temos
que X \CI(X\A) CX\(X\A) C A Como X\ Cl(X \ A) é um aberto contido em A, segue que
X\CUX\ A) CInt(A). Com isto, Int(A) = X \ Cl(X \ A).

Pelo primeiro {tem temos que Int(B) = X \ CI(X \ B) para todo subconjunto B de X. Tomando
B = X\ A, teremos Int(X\A) = X\CI(X\(X\A)) = X\CI(A). Por De Morgan, temos X \Int(X\A) =
Cl(A). O

Corolario 6.23. A= A para todo subconjunto A de um espago topolégico X.

Demonstragdo. J4 vimos que A = A. Substituindo A por X \ A4, temos que

X\ A=X\A, para todo subconjunto A de um espaco topoldgico X. Usando a relagdo de fecho e

interior com complementos, temos X \ A = Int(X \ A) = X \ A.

Similarmente, temos que X \ A = X \ Z Assim, segue que A=A O
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6.4 Topologias geradas pelos Operadores Fecho e Interior.

Vamos agora descrever as propriedades de operador fecho e o operador interior para definirmos uma
topologia.

Teorema 6.24. Dado um espago topoldgico, o operador fecho tem as seguintes propriedades:

OF1) 0 =0.

OF2) A C A, para todo subconjunto A de X.

OF3) AUB = AU B, para todos os subconjuntos A e B de X.
OF4) A = A, para todo subconjunto A de X.

Demonstracao. O vazio é fechado, assim o seu fecho é o vazio. O fecho de A contém A. O fecho de A é
um fechado e o fecho de um fechado ¢ ele préprio. Assim OF1), OF2) e OF4) estao satisfeitas.

Para OF3), AU B é um fechado contendo AU B, assim AU B C AU B. Por outro lado, A C AU B
e AU B é fechado, assim A C AU B. Analogamente, BC AU B e AU B é fechado, assim B C AU B.
Portanto, AUB 2 AUB. Portanto AUB=AUB O

Teorema 6.25. Seja ¢ : P(X) — P(X) um operador tal que

OF1) ¢(0) = 0.

OF2) A C ¢(A), para todo subconjunto A de X.

OF3) ¢(AU B) = ¢(A) U ¢(B), para todos os subconjuntos A e B de X.

OF4) ¢(¢(A)) = ¢(A), para todo subconjunto A de X.

Entao existe uma topologia tal que ¢ é o operador fecho desta topologia. Diremos que esta é a
topologia gerada pelo operador fecho ¢.

Demonstragao. Seja C = {F C X : ¢(F) = F}. Vamos mostrar que C é uma base para fechados para
uma topologia. De fato, ) € C e se Fy, Fy € C entdao ¢(Fy U Fy) = ¢(F1) U ¢(Fo) = Fy U Fy. Assim,
FLUF, eC.

Seja 7 a topologia gerada pela base de fechados C. Entao C é uma base de fechados para 7. Vamos
verificar que C é o conjunto de todos os fechados. Por OF1) temos que } € C. PorOF2) temos que
X C ¢(X) C X. Assim, X € C. J4 vimos acima que a unido de dois elementos de C pertence a C.
Falta mostrar que se ) # C" C C entdo [(C' € C. Para isto, temos que verificar que ¢((C") = NC'.
Por OF2), temos que ¢([)C’) 2 (C'. Para mostrar a outra inclusdo, tome F' € C’. Entdo ¢([\C’) C
d(NCHYUG(F) = ¢((NC')UF) = ¢(F) = F. Como vale para todo F € C', segue que ¢((\C') CC".
Assim, C sdo todos os fechados da topologia 7. Seja A o fecho de A na topologia 7.

Pela definicdo de C e pelo fato dela ser a familia de todos os fechados de 7, temos que ¢(F) = F = F
para todo F' € C. Tome agora A um subconjunto arbitrario de X.

Por OF4), ¢(¢p(A)) = ¢p(A), assim, pela definicao de C, temos que ¢(A4) € C com A C ¢(A). Assim,
pela defini¢io de fecho temos A C ¢(A). Por outro lado ¢(A) C ¢(A) U p(A) = p(AU A) = ¢(A) = A4,
por OF2) e pelo fato que A € C. Assim ¢(A) = A para todo A e ¢ é o fecho de A na topologia 7. [

Exemplo 6.26. Dizemos que um conjunto A é sequencialmente fechado se os limites de todas as
sequéncia convergente em A estdo em A. Como vimos anteriormente, se um espaco é sequencial, entao
um conjunto sequencialmente fechado é um fechado. O fecho de um conjunto é sequencialmente fechado.
Podemos tomar a intersec¢io de todos os sequencialmente fechados que contém um conjunto A e definir
o fecho sequencial de A.

O fecho sequencial satisfaz as propriedades OF'1)-OF4) e a topologia gerada pelo fecho sequencial é
mais fina que a topologia original (sera estritamente mais fina se o espago original ndo for sequencial).

Se comegarmos com um espago em que as sequéncias convergentes sao apenas as eventualmente
constantes, entdao todo conjunto é fechado na topologia gerada pelo fecho sequencial. Assim, a topologia
associada ao fecho sequencial neste caso é discreta.

Agora iremos descrever o operador interior:

Teorema 6.27. Dado um espago topoldgico, o operador interior tem as seguintes propriedades:
OIl) X = X.
012) A C A, para todo subconjunto A de X.
OI3) (AN BY= AN B, para todos os subconjuntos A ¢ B de X.
)

OI4) A= /01, para todo subconjunto A de X.
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Demonstracdo. Fica a cargo do leitor verificar essa relacao usando a definicao de interior.

As relagoes acima podem também ser verificadas usando complementos:

Como () = (), segue que X = Int(X \0) =X \0=X\0=X.

Como X \AC X\ A, segue que A= X\ (X\A)DX\X\A=1Int(X\(X\A)=A4

De (X\A)U(X\B)=X\AUX\ B segue que Int(AN B)) = Int(X \ (X \A)U(X\B))) =
X\X\AUX\B)=X\(X\AUX\B)=X\X\AHNX\X\B)=AnBAB.

De X \ A= X\ A, segue que A = Int(Int(A)) = X\ X \Int(A) = X\X\A=X\X\A=A4. O

Agora veremos como definir uma topologia usando um operador interior.

Teorema 6.28. Seja ¢ : P(X) — P(X) um operador tal que

OI1) Y(X) = X.

012) ¢¥(A) C A, para todo subconjunto A de X.

OI3) Y(AN B) =y(A) NyY(B), para todos os subconjuntos A e B de X.

OI4) ¥(¢(A)) = ¢(A), para todo subconjunto A de X.

Entao existe uma topologia tal que ¥ é o operador interior desta topologia. Diremos que esta é a
topologia gerada pelo operador interior ).

Demonstra¢io. Podemos definir um operador fecho para uma topologia usando ¢(A4) = X \ ¢(X \ 4).
As propriedades de operador fecho para ¢ seguem do uso da complementacdo e da propriedades de 1.
Tome a topologia gerada por ¢ (em que ¢ serd o operador fecho). Usando complementares, teremos que
1) serd o operador interior desta topologia. O



Capitulo 7

Redes e Subredes. Redes vs Filtros.

7.1 ‘Sai N e entra Conjuntos Dirigidos’: Redes.

7.1.1 Definicao de Conjunto Dirigido.

Como comentado anteriormente, para definir uma rede, temos que fixar um conjunto de indices com
algum tipo de ordem. No exemplo que vimos anteriormente usamos o conjunto de vizinhancas de um
ponto com a ordem da inclusdao. Comparada ao caso abaixo, temos que U <V se e somente se U DO V.

Definigao 7.1. Um conjunto ¥ com uma ordem < é um conjunto dirigido se

a) o < o para todo o € X,

b) o1 < 09 e 09 < 03 entdo o1 < 03, para todo 01,09 € 03 € X.

¢) para cada par 01,09 € ¥ existe o tal que 01 < o e 02 < 0.

Pelo tipo de situagdo que aparece ao construir redes, € preferivel permitir que existam o1 # o9 em X
tat que 01 < 09 € 09 < 07.

7.1.2 Definicao de Rede. Ponto de Acumulagao e Convergéncia.

Definigao 7.2. Uma rede em um conjunto X é uma funcao de dominio ¥ tal que x, € X para cada
<IN

O ponto de acumulagao e o limite de uma rede sao similares as nogoes para sequéncias.

Definigao 7.3. Seja X um espaco topoldgico e {z, : o € B} uma rede em X.
Dizemos que x é um ponto de acumulagao de {z, : o € X} se para toda vizinhanga U de x e todo
o* € 3, existe 0 > o* tal que z, € U. Comumente, dizemos que a rede estd frequentemente em U.
Dizemos que z é um ponto limite de {z, : o € ¥} se para toda vizinhanga U de z existe o* € ¥ tal
que para o > o* temos x, € U. Comumente, dizemos que a rede estd eventualmente em U.

Lema 7.4. Seja X um espaco topoldgico e {x, : ¢ € X} umarede. Se zz € X é um limite de {z, : 0 € ¥}
entdo  é um ponto de acumulacao de {z, : ¢ € X}.

Demonstragdo. Para isto, seja U uma vizinhanga de z. Entao existe ¢’ tal que xz, € U para todo o > ¢”.
Dado o* € X, existe 0 > ¢’ e 0 > o* Entao z, € U com o > ¢'. Logo x é ponto de acumulacao da
rede. O

Lema 7.5. Seja X um espaco Hausdorff e {z, : ¢ € ¥} uma rede convergente. Entdo o limite de
{z, : 0 € ¥} é tinico. Reciprocamente, se todas as redes convergentes tem limite inico entdo o espago
é Hausdorff.

Demonstragao. Se {x, : o € X} converge para x e y com x # y. Fixe uma vizinhanga U de = e uma
vizinhanga V de y tal que U NV = 0, entdo existe o, e o, em X tal que z, € U para todo o > 0, e
z, € V para todo o > 0,. Como X ¢é dirigido, segue que existe ¢’ € ¥ tal que 0’ > o, e ¢’ > o,. Entao
Ty € UNV, uma contradigao.

Se z,y testemunham que X nao é Haudorff, seja V, e V, sistemas fundamentais de vizinhangas de
X e y respectivamente. Seja ¥ = V, x V, com a ordem (U, V') > (U,V)se U CUe V' CV. O

46
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conjunto ¥ é dirigido. Para cada (U,V) € X, fixe 2(yyy € (UNV). Entdo z e y sdo limites da rede
{JI(UJ/) : (U, V) S Z} O]

7.2 O exemplo que deu origem a A6Yi¢ rede.

7.2.1 Formalizacao do limite da integral de Riemann usando redes.

A definigdo de Rede foi motivada como uma ferramenta para formalizar um conceito de limite para
a integral de Riemann.

Exemplo 7.6. Dado um intervalo fechado e limitado [a, b] uma funcao f : [a,b] — R, seja 3 o conjunto
dos 0 = (P,,C,), onde P, = {a =ty < ... <t,, = b} uma particao de [a,b] e C, = {c1,...cn, } tal que
¢i € [ti—1,t;] para todo 1 <i < n,. Diremos que o <y, 0* se P, C P,+. O conjunto X é dirigido.

Considere x, = > ;<. f(ci)(ti —ti—1). Entdo dizemos que f é Riemann integrdvel se existe L € R
tal que a rede {z, : 0 € £} converge para L.

Neste caso, dizemos que fab f(z)dx = L.

7.3 ‘O ‘Jr’ da rede, pode ficar maior que a rede, mas segue seus
9 9
passos’.

7.3.1 Subredes.

A nocgéo de subrede é menos intuitiva o que de subsequéncia. Se considerarmos uma sequéncia como
rede, uma subrede nao precisa ser uma sequéncia, nem precisa estar enumerada por um conjunto dirigido
enumeravel. O principal da subrede é que ela segue os ‘passos’ da rede, apenas ‘pisa’ (pontos do espago
) por onde a rede ja passou e segue as diregoes por onde a rede passou (cofinalidade).

Definicdo 7.7. Sejam X e ¥ dois conjuntos dirigidos e seja r : X — .
Dizemos que r preserva ordem se o1 <y oo implica que r(o1) <g 7(02).
Dizemos que X é cofinal em ¥ pela r se para todo & € X, existe o € ¥ tal que ¢ < r(o).

Exemplo 7.8. Seja X os subconjuntos finitos nao vazios de N com a ordem C. Entao ¥ é um conjunto
dirigido. Considere N com a ordem usual dos naturais. Entao N também é um conjunto dirigido. Tome
r: ¥ — N da pelo méximo de F. Entao r preserva ordem e é cofinal.

Definigao 7.9. Dizemos que {z, : 0 € £} é uma subrede de {ys : & € X} se existe r : ¥ — % que
preserva ordem e ¢ cofinal e tal que T, = y,(o)-

Exemplo 7.10. Uma subsequéncia {z,, : k € N} é uma subrede usando r : N — N com r(k) = ny
para todo k € N.

Se denotarmos uma subsequéncia como {x, : k € A} entdo ela é uma subrede usando r : A — N
com r(n) = n para todo n € A.

7.3.2 Rede vs sua Subrede.

Proposigao 7.11. Dada um rede que possui x como ponto de acumulagao existe uma subrede que
possui x como limite.

Demonstragao. Tome V, uma base local de z. Se {z, : 0 € ¥} possui z como ponto de acumulagio
entdo seja I' = {(0,U) € ¥ x V, tal que z, € U}. Teremos que usar o fato que a rede acumula em z
para provar que I' é um conjunto dirigido. Por ser um subconjunto do dirigido ¥ x V, basta ver que '
é um conjunto cofinal de X x V,.. De fato, se (o,U) € X x V,, existe 0* > o tal que z,« € U. Assim
(6*,U) €T com (0,U) < (¢*,U).

Defina r : ' = X como r(0,U) = 0. Temos que r preserva ordem e r é cofinal, usando o fato que I'
é cofinal em ¥ x V,,.

Defina (,,1) = x, para cada (o,U) € I' (pois 7(o,U) = o). Entao {z(,v) : (o,U) € I'} é uma
subrede. Vamos mostrar que esta subrede converge para x. De fato, seja W uma vizinhanca de z. Entao
existe U € V, tal que U C W. Fixe ¢* tal que z,~ € U.
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Entao (¢*,U) €T ese (0,V) > (¢*,U) com (0,V) € ' entdo z(,yy € VC U CW. Como W é uma
vizinhanga arbitraria de z, segue que a subrede converge para x. O

Proposicao 7.12. Seja S = {2, : 0 € ¥} uma rede e G = {y, : v € I'} uma subrede de S. Se x é
ponto de acumulagao de G entao x é ponto de acumulagao de S.

Demonstracao. Seja r : I' — ¥ a testemunha que G é subrede de . Seja U uma vizinhanca de = e
o* € 3. Como r é cofinal, existe v* € I tal que r(y*) > 0*). Como z é ponto de acumulagéo de G e U e
vizinhanca de x, existe v > v* tal que y, € U. Entao z,(,) € U com r(7y) > r(y*) > o (pois r preserva
ordem). Entao para o = r(y) temos z, € U com o > ¢*. Portanto S acumula em z. O

7.3.3 Continuidade e Redes.

A continuidade da f usando redes parece visualmente mais natural do que usando filtros:

Teorema 7.13. Sejax € X e f: X — Y. Sdo equivalentes:

a) f é continua em x.

b) para toda rede {z, : 0 € ¥}, se {z, : ¢ € X} acumula em z entdo a rede {f(z,) : 0 € X}
acumula em f(x).

¢) para toda rede {z, : 0 € X}, se {z, : 0 € ¥} converge para x entdo a rede {f(z,) : 0 € X}
converge para f(x).

Demonstragdo. (a) — ¢)). Seja {z, : 0 € ¥} uma rede que converge para x. Vamos mostrar que
{f(z,) : o € X} converge para f(z). Seja V uma vizinhanca de f(z). Pela continuidade de f em
x, segue que f~1(V) é uma vizinhanga de z. Logo, existe o* € ¥ tal que z, € f~1(V) para todo
o > o*. Portanto, f(xz,) € V para todo ¢ > ¢*. Como V é uma vizinhanga arbitriria de f(z), segue
que {f(z,) : 0 € X} converge para f(x).

(¢) = b)). Seja S = {z, : 0 € £} uma rede que acumula em z. Entdo existe uma subrede
G = {y, : v € '} que converge para x. Por hipétese, a rede {f(y,) : v € I'} converge para f(z). Em
particular, f(z) é ponto de acumulacao de {f(y,): v €T'}.

A 7 que testemunha que G é subrede de S também testemunha que {f(y,) : v € I'} é subrede de
{f(x5): 0 € X}, pois f(y,) = f(zr(y)) para todo v € T'. Como f(z) é ponto de acumulagao da subrede
{f(yy) : v €T}, segue que f(x) é ponto de acumulagio da rede {f(z,): o € X}.

(b) = a)). Suponhamos que f ndo é continua em x. Entdo existe V' uma vizinhanga de f(z) tal que
f~1(V) ndo é vizinhanga de z. Seja V, um sistema fundamental de vizinhangas de z com a ordem U > V
se e somente se U C V. Entao V, é um conjunto dirigido. Para cada U € V,, fixe zyy € U\ f~1(V) (o
conjunto é nao vazio por hipétese). Como visto anteriormente, temos que {zy : U € V,} é uma rede
convergente para x. Em partircular, esta rede acumula em z. Porém f(xy) ¢ V, para todo U € V,
(pois zy ¢ f~1(V)). Assim z ndo é ponto de acumulagdo de {f(zy): U € V,.}. O

7.4 Dualidade de Redes e Filtros.

Existe uma forma de passar de um filtro para uma rede e vice versa. Ela nao ‘devolve’ a mesma coisa
se comegarmos de um rede para o filtro e do filtro para a rede, mas no caso de comegar com uma rede
com certa ‘cara’ para convergéncia/ponto de acumula¢io vamos encontrar um filtro com a mesma ‘cara’
e retornar para uma outra rede que tem a mesma ‘cara, mas que pode ser diferente. Entao a dualidade
é sobre ‘as propriedades do objeto’e nao o objeto em si.

7.4.1 De redes para filtros.

Lema 7.14. Dada uma rede S = {z, : 0 € ¥}, o conjunto {{z, : 0 > c*}: o* € X} tem PIF e é base
para um filtro.

Demonstra¢do. Dado um ndmero finito de elementos de {{z, : ¢ > ¢*} : ¢* € X}, estas vao estar
associadas a um conjunto finito ¥’ de X. Como X ¢ dirigido, existe ¢’ tal que o’ > ¢ para cada o € X'.
Entéo a intersecc¢ao contém {x, : o > o'} O

Usando o fato acima, podemos definir um filtro associado a uma rede:

Definicao 7.15. Dada uma rede S = {z, : 0 € ¥}, o filtro dual de S é o filtro gerado pelo conjunto
Hzg: 0 >0*}: 0c* € X}
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7.4.2 De filtros para redes.

Para definirmos um filtro a partir de uma rede, iremos usar o fato que o filtro é um conjunto dirigido
pelo contido.

Definicao 7.16. Dado um filtro F, seja ¥ = {(F,z) € F x X tal que x € F'} com a relagao (F,x) >
(G,y) se F C G (fica a cargo do leitor notar que ¥ é um conjunto dirigido). A rede associada a F é a
rede {z, : 0 € £}, onde z, =z e (F,z) =0 € %.

7.4.3 A dualidade de redes e filtros.

Teorema 7.17. Seja F um filtro e {2, : 0 € ¥} a rede gerada por F.
Seja x € X. Entao:
1) « é ponto de acumulacao de F se e somente se x é ponto de acumulagao de {z, : o € X}.
2) x é limite de F se e somente se z ¢ limite de {z, : 0 € ¥}.

Demonstragao. 1) Suponhamos que z é ponto de acumulagdo de F. Seja U uma vizinhanga de x e
(G,y) € . Como z é um ponto de acumulacao de F, segue que GNU # (). Tome z € GNU. Entdo
(G,z) €%, (G,z) > (G,y) e 2,y = z € U. Portanto x é ponto de acumulacao da rede gerada por F.
Suponhamos que z ndo é ponto de acumulacio de F. Entdo existe G € F tal que z ¢ G. Seja U uma
vizinhanga de z tal que U NG = . Fixe y € G. Entéo (G,y) € L ese (H,z) > (G,y) com (H,z) € &

entdo () € H C G C X\ U. Portanto x(y ) ¢ U e x nao é ponto de acumulacao da rede gerada por

2) Suponhamos que z é limite de F. Seja U uma vizinhanca de . Como z é limite de F, segue
que U € F. Tome z € U. Entdao (U,z) € X. Para todo (G,y) > (U,2) com (G,y) € ¥ temos
TGy =y € G CU. Portanto z é limite da rede gerada por F.

Suponhamos que z néo é limite de F. Entdo existe uma vizinhanca U de = tal que U ¢ F. Tome
(G,y) € . Como U ¢ F e F éfiltro, segue que G € U. Logo, existe z € G\U. Temos que (G, z) > (G, y)
e 2, =2 ¢ U. Como (G, z) é um elemento arbitrario de ¥, segue que U testemunha que a rede nao
converge para . O

Teorema 7.18. Seja {z, : 0 € ¥} uma rede e seja F o filtro gerado por F.
Seja x € X. Entao:
1) « é ponto de acumulacao de {z, : 0 € X} se e somente se x é ponto de acumulagdo de F.
2) x é limite de {z, : 0 € L} se e somente se = é limite de F.

Demonstragao. 1) Suponha que = é ponto de acumulacdo de {z, : o € ¥}. Para mostrarmos que z é
ponto de acumulagao de F, usando a propriedade de base de filtro, basta mostrar que « € {z, : o > o*}
para todo ¢* € X. Fixe ¢* e tome U uma vizinhanca de x, como x é ponto de acumulagao da rede,
existe o > o* tal que z, € U. Portanto U N {z, : 0 > o*} # 0. Portanto = é ponto de acumulagao de
F.

Suponha que x nao é ponto de acumulacio de {z, : o € ¥}. Entao existe uma vizinhanga U de x e
o* € ¥ tal que z, ¢ U para todo o > o*. Logo, UN{x, : 0 > o*} = 0. Portanto = ¢ {z,: 0 > o*},
com {x, : 0 > 0*} € F. Assim, & ndo é ponto de acumulagao de F.

2) Suponha que z é limite de {z, : 0 € X}. Seja U uma vizinhanga de z. Para provarmos que z é
limite de F, basta mostrar que U € F. Como a rede converge para x, existe ¢* tal que =, € U para
todo o > o*. Logo {z, : 0 > o*} pertence a base do filtro gerado pela rede. Assim, U € F.

Suponha que x nao é limite de {z, : o € X}. Entéo existe uma vizinhanga U de z tal que para todo
o* € ¥ existe 0 > o* tal que x, ¢ U. Assim, {z, : 0 > 0*} € U para cada ¢* € X. Assim, U néo
contém nenhum elemento da base que gera F. Assim, U ¢ F. O
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Subespacos. Subespacos métricos.
Subespacos e Ordem Linear.

8.1 A topologia nos ‘cacos’ de X.

8.1.1 Topologia de subespaco.

Os subespagos topolégicos usam os fragmentos dos abertos de X que podem ser ‘vistas’ dentro do
subespaco.

Definigao 8.1. Seja (X, 7) um espago topoldgico e Y C X. Dizemos que Y é um subespago topoldgico
de X se Y é munida com a topologia {Y NU : U € 7}.

Em outras palavras, um subconjunto W de Y é aberto em Y se e somente se existe um aberto de X
que intersectado a Y da W.
Para ver que de fato temos uma topologia em Y, basta utilizar Y N{JC = U (Y NC) e YN C =

NeeeY NCO).

Proposicao 8.2. Seja Z um subespago de Y e Y um subespaco de X. Entao Z é subespaco de X.

Demonstra¢ao. Além das igualdades acima, basta notar que para todo subconjunto A de X temos
ANZ=(AnY)NnZ. O

Vamos ver agora como ficam alguns objetos de X quando restritos a Y.

Lema 8.3. Seja Y um subespaco topoldgico de X.

a) Se B é uma base de abertos de X entdo {UNY : U € B} é uma base de abertos de Y.

b) Se {V, : x € X} é um sistema fundamental de vizinhancas de X entdao {{UNY : U €V, }: y €Y}
é um sistema fundamental de vizinhancas de Y.

¢) Se C é uma base de fechados de X entdo {FFNY : F € C} é uma base de fechados de Y.

d) SeAQYentéoZY:ZXﬂY.

(Note que em b) “jogamos fora’ V, se x ¢ Y, mas isto nao afeta a topologia de Y por que hd uma
relagdo entre os sistemas fundamentais de vizinhangas dos pontos). Uma pergunta reversa seria, se Y é
denso, podemos recuperar a topologia de X usando um sistema fundamental de vizinhancgas abertas de
Y?

Demonstragao. Basta usar a intersec¢do em a) e b).
Para c¢), {X \ F: F € C} é uma base de abertos de X. Portanto {Y\ F: FeC}={Y N(X\F):
F € C} é uma base de abertos de Y. Logo, {Y N F : F € C} é uma base de fechados de Y.

Para d), ambos os conjuntos estdo em Y entdo fixe x € Y. Entéo = € A% se e somente se V N A #0
para toda vizinhanga de z em X se e somente se (VNY)NA # ( (pois A é subconjunto de Y) se e

somente se W N A # () para toda vizinhanca W de x em Y se e somente se x € A .
O
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8.1.2 Propriedades hereditarias.

Definicao 8.4. Dizemos que uma propriedade topoldgica P é hereditaria se para todo X que tem P
entao todo subespaco de X tem P.

Dizemos que uma propriedade topoldgica P é hereditaria para fechados se para todo X que tem P
entao todo subespaco fechado de X tem P.

Dizemos que uma propriedade topolégica P é hereditaria para abertos se para todo X que tem P
entao todo subespaco aberto de X tem P.

Corolario 8.5. Os axiomas de separacao Ty, 17 e T, sao hereditarias.
Demonstracao. Basta usar as testemunhas do espago intersectadas com o subespago. O

Corolario 8.6. O primeiro axioma de enumerabilidade é uma propriedade hereditaria.
O segundo axioma de enumerabilidade é uma propriedade hereditaria.

Exercicio 8.7. Sejai: Y — X a funcao inclusdo, onde Y C X. Verifique que a topologia inicial de i é
a topologia de subespaco.

8.2 Subespacos e métrica.

Vamos ver agora que no caso de um espago métrico, podemos recuperar a topologia do espago usando
as bolas de centro num denso e raio % com n > 0.

8.2.1 A topologia da métrica do subespago vs a topologia de subespaco do
espaco métrico.

Exemplo 8.8. Seja X um espaco topoldgico gerado pela métrica d. Se Y é denso em x entao as bolas
centradas em pontos de Y formam uma base para X.

Demonstracao. Seja B o conjunto de todas as bolas abertas centradas em pontos de Y com raio % para
alguma inteiro positivo n. Vamos mostrar que B é uma base de abertos de X.

Seja z € X e U um aberto de X. Fixe n > 0 natural tal que ¢ = % e B(z,e) C U. Tome m > 0
natural positivo tal que § = i satisfaz 0 < §. Como Y ¢é denso e B(x,0) # (), existe y € Y tal que
y € B(x,9). Logo, temos que x € B(y, ) (pela simetria da métrica d) e B(y, ) € B. Basta agora mostrar
que B(y,d) C U. De fato, se z € B(y, d), entao pela desigualdade triangular, d(z, z) < d(z,y)+d(y, z) <
0+ 0 <e. Assim, z € B(z,e) CU. Como z é arbitrario segue que B(y,d) C U. O

Note que é importante que tomemos bolas de mesmo tamanho para termos uma base de abertos.
Por exemplo se fixarmos uma sequéncia positiva convergindo para 0 e s tomar bolas com raios desta
sequéncia, ainda teremos uma base de abertos. Mas, se tomarmos para cada ponto do denso uma
sequéncia de bolas centradas que encolhem arbitrariamente, este conjunto de bolas nao precisa ser base.

Coroldrio 8.9. Seja Y um subespaco de X com a topologia gerada por uma métrica. A topologia de
Y como subespaco topoldgico de X coincide com a topologia de Y como subespacgo métrico.

Demonstracdo. As bolas centradas em pontos de X formam uma base de X, assim, as bolas centradas
em pontos de Y intersectadas com Y que formam uma base do subespacgo topolégico, coincidem com a
bolas abertas de Y centradas em pontos de Y que formam uma base da topologia gerada pela métrica
em Y. O

Corolario 8.10. Se X é um espago métrico entao X satisfaz o terceiro axioma de enumerabilidade se
e somente se X satisfaz o segundo axioma de enumerabilidade.

Demonstra¢ao. J4 vimos que um espago topoldgico que satisfaz o segundo axioma de enumerabilidade
satisfaz o terceiro. Se X é métrico e satisfaz o terceiro axioma de enumerabilidade, entdo X possui um
denso enumeravel e vimos acima que uma quantidade enumeravel de bolas centradas em cada ponto
do denso formam uma base. Como essa base é enumeravel, segue que X satisfaz o terceiro axioma de
enumerabilidade. O
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8.2.2 Axiomas da enumerabilidade em subespacos nao métricos.

Coroldrio 8.11. A topologia da reta de Sorgenfrey ndo provém de uma métrica.

Demonstracdo. Vimos anteriormente que a reta de Sorgenfrey satisfaz o terceiro axioma de enumerabi-
lidade, mas nao satisfaz o segundo, assim, sua topologia nao pode ser provida por uma métrica. O

Corolario 8.12. Se X é um espago métrico que satisfaz o terceiro axioma de enumerabilidade e Y é
um subespaco de X entao Y satisfaz o segundo axioma de enumerabilidade.

Demonstracao. Como visto anteriormente, neste caso, X satisfaz o segundo axioma de enumerabilidade.
Assim, Y também satisfaz o segundo axioma de enumerabilidade. Além disso, um espago que satisfaz o
segundo axioma de enumerabilidade satisfaz o terceiro axioma de enumerabilidade. O

Vamos ver agora que o terceiro axioma da enumerabilidade nao é necessariamente preservada por
subespagos.

Exemplo 8.13. Seja X o conjunto dos reais. Para cada x irracional, fixe uma sequéncia convergente
de racionais {g;» : m € N}. Considere o seguinte sistema de vizinhancas fundamentais: se « ¢ racional,
tome V, = {{z}} e se x é irracional, considere V, = {{qu.n : n > m} : m € N}. Temos que este é um
sistema fundamental de vizinhancas abertas para um topologia, pois V, # 0 e x € U para todo z € X e
U € V,. Assim BL1) est4 satisfeita.

Dado z, se U e V sao elementos de V, entao um estd contido no outro assim a intersecgao estd em
V, e BL2) estd satisfeita.

Finalmente, tome x € X, U € V, ey # xz tal que y € U.

Se z é racional entdo BL3) esta trivialmente satisfeita por que U = {z}. Se x ¢é irracional entdo y
serd racional e {y} € V, e BL3) esté satisfeita.

Cada unitario de racional é aberto, assim o conjunto dos racionais é aberto e o subconjunto Y dos
irracionais é fechado. Claramente, todo aberto no sistema fundamental de vizinhangas abertas contém
um racional, assim X satisfaz o terceiro axioma de enumerabilidade.

Para cadax € Y e U € V,, temos que U NY = {z}. Assim, no subespaco Y todo unitdrio é aberto
Assim, Y é um subespaco discreto nao enumerdvel. Portanto o tnico subconjunto denso de Y é Y,
Assim, Y nao satisfaz o terceiro axioma de enumerabilidade.

Este tipo de topologia, com outra notacao é chamado de W-espago, espaco de Moore-Mréwka ou
espaco de Mréwka.

Exemplo 8.14. O plano de Niemytzky também é um espago com conjunto enumeravel denso (o conjunto
dos pares de racionais dentro do semiplano superior) em que o eixo das abscissas é fechado e discreto
nao enumeravel.

Exemplo 8.15. Note que satisfazer o terceiro axioma da enumerabilidade nao é uma propriedade
hereditaria para fechados, mas é uma propriedade hereditaria para abertos.

Ser metrizavel é uma propriedade hereditdria pelo que vimos nesta seccao. Veremos eventualmente
que ser ordenavel nao é uma propriedade hereditdria.

8.3 Imersao e ordem linear. Cortes de Dedekind.

Dado um conjunto linearmente ordenado X. Sobre um subconjunto Y de X podemos considerar
duas topologias: a topologia da ordem restrita a Y e a topologia de subespaco de X com a topologia da
ordem de X.

Definicao 8.16. Dizemos que Y é espago topoldgico subordenado se existe um espago ordenado X em
que Y é subespago topoldgico.

Proposicao 8.17. Dado Y C X e X um espago ordenado, a topologa de subespagco de Y é mais fina
que a topologia de Y com a ordem restrita a Y.

Demonstragdo. Os elementos da subbase do espago ordenado YV sdo {z €Y : 2z <yl ={z€ X : 2 <
yINYe{zeY;z>y}t={z€ X;z>y}NY que sdo abertos na topologia de subespago de Y. O
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Exemplo 8.18. Seja X = [0,1[U{2}. A topologia de X como espaco ordenado é homeomorfa ao
intervalo [0, 1] e em particular 2 é ponto de acumulacao de [0,1][. O conjunto X como subespago de R
tem {2} como ponto isolado.

ordem e subespaco.jpg

Figura 8.1: O subespago de um espago ordenado nao precisa ser igual ao espago gerado pela sub-ordem.

Exemplo 8.19. Considere X = R com a ordem linear usual e {0,1} com a ordem usual dos naturais.
Defina (r,i) <2 (s,j) se (r < s) ou (r =sei < j). Entdo <2 é uma ordem linear sobre X e a topologia
de subespago sobre Y = R x {1} é homeomorfa a topologia de Sorgenfrey.

Os elementos da subbase de Y como subespago de X sao {(r,7) € X : (r,j) < (5,0)} NY, {(r,j) €
X:(mj)<(sInY, {(rj)eX: (r,j))>60nYe{(rj)eX: (rnj>(1)}nY.

Agora, {(r,j) € X : (r,7) < (5,00} NY =] — 00, s[x{1} (como 0 é minimo na segunda coordenada
todos os menores elementos com segunda coordenada 1 tem primeira coordenada menor que s).

{(r,j) € X : (r,7) < (s,1)} NY =] — 00, s[x{1} (todos os elementos de Y tem segunda coordenada
1 assim, a primeira coordenada tem que ser menor que s).

{(r,j) e X : (r,7) > (5,00} NY = [s,+00[x{1} (0 tnico elemento com primeira coordenada s maior
que (s,0) é (s,1), os outros elementos maiores que (s,0) tem primeira coordenada maior que s).
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{(r,j) € X : (r,4) > (s, 1)} NY =]s, +oo[x {1} (todos os elementos de ¥ tem segunda coordenada 1
assim, os elementos de Y maiores que (s, 1) tem primeira coordenada maior que s).

Todos os intervalos da subbase da cépia da topologia de Sorgenfrey aparecem acima. Assim, a
topologia de subespago é mais fina que a da topologia de Sorgenfrey.

Apenas o quarto tipo de intervalo ndo aparece na subbase da cépia da topologia de Sorgenfrey, mas é
um aberto na topologia de Sorgenfrey, pois |s, +00[x {1} = U, cn ns0 [s+1,+o0[x{1}. Assim a topologia
de Sorgenfrey é mais fina que a topologia de subespago.

Assim, a topologia de subespaco de Y é homeomorfa a topologia de Sorgenfrey.

A topologia da ordem sobre R x {1} é homeomorfa a topologia usual da reta. De fato, (r,1) <5 (s,1)
se e somente se r < S.

Note que no exemplo acima, para todo r real, nao existe (s,7) € X tal que (r,0) <2 (s,7) <2 (r,1).

Defini¢ao 8.20. Dizemos que (X, <) é denso em si mesmo se para todo z < y em X existe z € X tal
que z <y < z.

O conjunto dos reais, o conjunto dos irracionais e o conjunto dos racionais sdo conjuntos densos em
si mesmo.

Teorema 8.21. Seja X um espago ordenado, onde sua ordem linear é densa em si mesmo. Seja Y um
subconjunto denso de X. Entao a topologia de Y como subespago de X coincide com a topologia da
ordem sobre Y.

Demonstracdo. Ja vimos que a topologia de subespago sobre Y é mais fina que a topologia da ordem
sobre Y.

Vamos mostrar entao que os elementos da subbase do subespaco sao abertos na topologia da ordem.
Os abertos da subbase da topologia de subespago sdo {y € X : y<z}NYe{ye X:y>z}NY.

Afirmamos que {y € X : y <z} =U,_,.cy{y € X : y < z}. De fato, como a ordem ¢ linear,
temos que O estd satisfeita. Para mostrar C, tome y < x. Como X é densa em si mesma, segue que
Jy, z[ é um intervalo nao vazio. Como Y é denso em X, segue que existe z €ly, z[NY. Assim, y < z < z
ey €U, cp.ev{ve X y<zh

De forma andloga, temos que {y € X : y >z} = Uz>m7zey{y eX:y>z}

Portanto {y € X : y <z} NY = (U.,.eyly € Xty <2P)NY = U, ,.ev({y € X 1y <
2}NY) =U.cp.ey({y € Y : y < 2}). A dltima reunido ¢ um aberto na topologia da ordem de Y.
Analogamente, podemos concluir que {y € X : y > 2} NY é aberto na topologia da ordem de Y. Assim,
a topologia da ordem em Y é mais fina que a topologia de subespaco de X. O

Um subespago denso ser denso em si mesmo nao garante que o espago seja denso em si mesmo.

Exemplo 8.22. O conjunto linearmente ordenado X = [0,e] U [r, 4] ndo é denso em si mesmo, mas
como e e T sao irracionais, temos que X N Q é denso em si mesmo.

O completamento de Q usando cortes de Dedekind pode ser feito para todo conjunto linear Y denso
em si mesmo sem ponto maximo ou minimo. A ordem obtida também é densa em si mesma, sem maximo
ou minimo. A topologia de Y como subespaco coincidird com a topologia original de Y dada pela ordem.

Exercicio 8.23. Seja Y um espago linear denso em si mesmo sem méximo ou minimo. Um corte para
Y é um conjunto A C Y tal que

NVACY, A#£De A#£Y.

2)sex<yey€ Aentdo x € A.

3) A nao tem méximo, ou seja para todo = € A, existe y € A tal que x < y.

Seja X o conjunto dos cortes de Dedekind de Y.

Mostre que os cortes estao linearmente ordenados por C, que y pode ser identificado com o corte
{r €Y : z <y}, que X é denso em si mesmo e que para todo C C X néo vazio, | JC =Y ou |JC é um
corte e neste segundo caso | JC é o supremo de C na ordem do C.



Capitulo 9

Espacos regulares. Produto finito.
Pseudométricas continuas.

9.1 Separando pontos e fechados. Regularidade.

Uma outra pergunta natural seria, podemos recuperar a topologia de X apenas usando os pontos de
um subconjunto denso Y'?

Como vimos anteriormenteg podemos sempre recuperar U para U aberto usando um denso, pois
U =UnNY. Além disso U C U, portanto U é uma Vizinahn(;a de z. A questao aqui é se o fecho nao
torna os conjuntos com interior muito grande, ou seja {U : U vizinhanca aberta de x} é uma base local
para z?

Para isto, é necessario que para toda vizinhanca V de z, existe U vizinhanca aberta de x tal que

U C V. Para termos isto iremos definir regularidade.

Definigao 9.1. Um espago X é regular se para todo ponto x € X e todo aberto U contendo z, existe
V aberto contendo x tal que V C U.

Vamos ver algumas condicoes equivalentes a regularidade.

Lema 9.2. Seja X um espaco topoldgico. Seja C uma sub-base de fechados, B uma sub-base de abertos
e {V; : € X} um sistema fundamental de vizinhangas de X. S&o equivalentes:

1) X é regular

2) para todo = € X e todo F' fechado tal que = ¢ F entdo existem W e V abertos disjuntos tais que
zeVeFCW.

3) se C é uma subbase de fechados e x ¢ F com F € C entdo existe U aberto contendo z tal que
UNF =0.

4) se C é uma subbase de fechados e x ¢ F com F € C entdo existe W aberto tal que FF C W e
5) se B é uma subbase de abertos, e z € U com U € B entdo existe V aberto tal que z € V C VvV CU;
6) para todo z € X e todo W € V, existe U € V, tal que U C W.

Demonstragdo. 1) — 2). Seja x € X e F um fechado tal que x ¢ F entdo X \ F' é um aberto contendo
x. Pela regularidade de X segue que existe V aberto tal que x € V.CV C X \ F. Tome W = X \ V.
Entdo temos 2 €V, FC X\ V=WeVNW=VN(X\V)CVNX\V)=0.

2) = 3). Sejax ¢ F com F € C. Entao existem abertos U e V disjuntos taisque z € U e FF C V.
Assim U Cx\ V, pois U C X\ V e X\ V é fechado. Assim, ) =U NV D UNF. Portanto U N F = (.

3) — 4). Temos que que UNF = ) se e somente se F C X\U = (X\U). Entdo W = (X\U) C X\U.
Portanto WNU =0 ex ¢ W.

4) — 5). Tome 2 € U com U € B. Entéo x ¢ X \ U. Como C é uma subbase, existem C1,...Cy € C
talquex ¢ C1U...UCL e C1U...UC, 2 X \U. Para cada C;, existe W; aberto tal que C; C W;
ex ¢ W;. Tome W = Wi U...UW,. Entdioz ¢ W = Wy U...UW,. Seja V. = X \ W. Entao
reV=X\W=Int(X\W)CX\WCX\(CiU...UCy) CU.

95
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Regularidade
X

Uc X\W = X\W

X

X \V Fechado

Figura 9.1: Espacos regulares.

5) — 6). Seja W € V,. Como W é vizinhanca de = e B é subbase de abertos, existe B/ C B finito
tal que x € (B’ C W. Para cada O € B’ existe V aberto contendo x tal que Vo C O. Seja U € V, tal
que U € Npep Vo. Entao UC Noer Vo C ﬂoeB/V_O CNB Cw.

6) — 1). Seja x € U com U aberto. Como V, é sistema fundamental de vizinhangas de z existe
V €V, tal que V C U. Por hipétese, existe O € V, tal que O C V. Tome W =O. Entdoz € W C O C
O CV CU. Como x é arbitrario, temos que X é regular. O

A dltima condicdo é as vezes referida como ‘X é regular em z’.
Definigao 9.3. Dizemos que U é um aberto regular se U = U.

Definigao 9.4. Dizemos que F' é um fechado regular se F=F.

Proposicao 9.5. Um conjunto F é fechado regular se e somente se X \ F' é um aberto regular. Um
espago possui uma base de fechados regulares se e somente possui uma base de abertos regulares.

Demonstracdo. As relagoes valem das relagoes de complementacoes de fechos e interior. O
Teorema 9.6. Um espago regular X possui uma base de abertos regulares.
Demonstragdo. Seja x um ponto e U um aberto contendo z. Entao existe um aberto V tal que z € V C

U. Entdo V é um aberto regular tal que x € V C U (pois V = V). Assim os abertos regulares formam
uma base. O

Corolério 9.7. Seja X um espaco regular e D é um subconjunto denso de X. Entdao {A: ) # A C D}
é uma base de abertos para X.

Demonstracdo. Vimos que os abertos regulares formam uma base. Agora para cada aberto regular U,
temos que UND=U=UeUNDC D. 0O

Definigao 9.8. Um espago regular e T} é chamado de espago T3.
Lema 9.9. Um espago 13 é Tb.



9.1. SEPARANDO PONTOS E FECHADOS. REGULARIDADE.

& ) Fecho da intersec¢éos dos
\—  _  dois abertos da sub-base
contido em

o

Figura 9.2:
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Demonstracdo. Se um espaco é T7 entao os pontos sao fechados. Assim, num espago T3, existe um aberto
que separa o ponto do unitdrio do outro ponto por abertos disjuntos. Assim o espaco satisfaz T5. O]

Vamos ver um exemplo de espago Hausdorff que nao é regular.

Exemplo 9.10. Seja X o conjunto dos reais e S = {% : n € Nyn > 0}. Para cada = 0 seja
Vo ={]-2,\S: neNn>0} Paracadaz # OsejaV, = {Jla — 2,2+ L[ n € Nn > 0}.

Temos um sistema fundamental de vizinhancas para uma topologia mais fina do que a da topologia de
R. Claramente esta topologia é Hausdorff e o conjunto dos racionais formam um conjunto denso. O
fecho de S na topologia usual é conjunto S U {0}, mas na topologia mais fina, 0 ¢ FX. Assim, S é
fechado em X. Dado W um aberto contendo S, para cada n € N, n > 0 existe um irracional &, tal que

& e % distam menos que % Assim, &, converge para 0 em R, mas também convergem para 0 em X.

Assim, 0 € WX. Logo, X nao é regular.

Vamos mostrar que na verdade X nao possui uma base de abertos regulares no 0. Seja n € N com
n > 0. O fecho do conjunto ] — 2, L[\S ¢ [-1 1] e o interior de [-1,1] 6 ] — 1 L[ Logo, nenhum
aberto regular contendo 0 estd contido em X \ S.

Proposicao 9.11. Regularidade é uma propriedade hereditaria.

Demonstragio. Seja Y C X com X regular. Se x ¢ F em Y com F fechado em Y entdo x ¢ F*. Pela
regularidade de X existem U e V abertos em X tal que x € U, 7 CVeUNV =0 EntaioUNY ¢

VﬁYsfioabertosdeYtalquexGUﬂYF:FXﬁYgVﬁYe(UﬂY)ﬂ(VﬂY)z@
O

9.2 Produto topolégico finito.

Num produto de dois espagos topoldgicos, o mais natural como um aberto no produto de ambos é
pensar num retangulo com base um aberto do primeiro espaco e altura um aberto do segundo espago.
Nao podemos esperar que todos os abertos sejam retangulos. Nao existe métrica para pensarmos em
definir ‘discos’.

Defini¢gao 9.12. Dado uma familia finita de espagos topoldgicos {(X1,71),..., (Xn,Tn)}, & topologia
produto sobre []!" ; X, é a topologia gerada pela base {[[_,U; : U; € 7;,Vi € {1,...,n}}. Abertos
deste tipo sao chamados de abertos béasicos da topologia produto.

Note que o conjunto acima satisfaz as propriedades para ser base de uma topologia, pois, (H?=1 Uu)n

(L=, Vi) = [T, (U N V).

Lema 9.13. Fixe uma familia finita de espagos topolégicos {(X1,71), ..., (Xn, Tn)}-

1) se B; paracadai € {1,...,n} é uma base de abertos entdo B = {[[\_, U; : U; € B;,Vi € {1,...,n}}
é uma base para a topologia produto. Em particular S = U;.lzl{Uj X H#j X; : U; € B;} é uma subbase
de abertos.

2) Seja x; € X; e V,, um sistema fundamental de vizinhangas de x; para cada i € {1,...n}. Entéo
{IT-, Ui : U; € V,, e1 <i<n} éum sistema fundamental de vizinhangas de (z; : 1 <i < n).

Demonstragdo. 1) Seja (z; : 1 <4 < n) um ponto de []"_, X,, e W um aberto arbitrario de []"_; X,,.
Pela definigdo de topologia produto, existem U; € 7; para todo i € {1,...,n} tal que (z;: 1 <i<n) €
HZL:1 U; CW. Como B; é base para X;, existe V; € B; tal que z; € V; C U; para cada 1 < i < n. Entao
(;:1<i<n)e[[i, Vi CII,U; CW. Assim, B ¢é uma base.

Para ver que S é uma sub-base, basta aplicar ﬂ?zl(Uj X [l Xi) = [T, Us.

2) A demonstragao é similar a de 1). O

Corolario 9.14. O produto finito de espagos que satisfazem o primeiro axioma de enumerabilidade
satisfaz o primeiro axioma de enumerabilidade.

O produto finito de espagos que satisfazem o segundo axioma de enumerabilidade satisfaz o segundo
axioma de enumerabilidade.
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produto de dois espacos.jpg

Figura 9.3: Um aberto bésico de um produto de dois espa cos.

Lema 9.15. Fixe uma familia finita de espagos topoldgicos {(X1,71),...,(Xn,Tn)} € bases de fechados
Cide X; para 1l <i<n.

Temos que []}_, C; é fechado se C; é fechado em X; para todo 1 <i < n e a familia F = U?=1{Fj X
Hi# X, : Fj € Cj} é uma sub-base de fechados para a topologia produto.

Demonstracdo. Note que [ Xi \ (Cj x [[,; Xi) = (X; \ Cj) x [[,; Xi e o conjunto & direita é um
aberto. Portanto, Cj x [[,,; X; é um fechado. Como [];_, C; = Nj_,(C; x [],,; Xi) e a interseccio
de fechados é fechada temos que [[!_; C; é um fechado. Basta notar que {[]"_; X;\ F : F € F} é uma
sub-base de abertos usando as sub-bases de abertos {X; \ F : F € C;}, pois C; é uma base de fechados
de X;. Logo F é um é uma sub-base de fechados. O

Proposigao 9.16. Se A; C X;, para todo 1 <14 <mn, entdo [[_, A; =[]/, 4.

Demonstragao. Seja x; € X; e V,, um sistema fundamental de vizinhangas de x; para cadai € {1,...n}.
Entéo (z;: 1 <i<n) e[, A seesomentese [[, U;N[ ;A #0paracadalU; € V;; e 1 <i<n
(usando o fato que {[]",U; : U; € V,, el < i < n} é um sistema fundamental de vizinhancas de
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(z; : 1 <1 <n) sesomente se [["_,(U;NA;) # 0 se e somente se U; N A; # 0 paracadal <i<nsee
somente se e somente se x; € 4; para 1 <14 < n se e somente se (z; : 1 <i<n)e [, 4. O

Corolario 9.17. Se D; é denso em X; para 1 < i < n entao [[;_, D; ¢ denso em [[]_, X;. O
produto finito de espagos que satisfaz o terceiro axioma de enumerabilidade satisfaz o terceiro axioma
da enumerabilidade.

Proposicao 9.18. Dada uma f; : X; — Y; fungoes continuas, a fungao f = H?Zl fi: H?zl X; —
[T, Y; dada por (z; : 1 <i<mn)w— (fi(z;): 1 <i<n)éuma fungao continua.

Demonstragdo. Seja [}, U; um aberto basico de [[_, ¥;. Temos que f~Y[[[i, Ui] = [1ie, £ '[Ui]
que é um aberto bésico de []}_; X;. Assim f é uma fun¢ao continua. O

Deixaremos para provar alguns resultados de produtos para quando definirmos a topologia produto
para um produto arbitrario de espagos topoldgicos.

A seguir iremos falar de pseudométricas continuas e de grupos topolégicos cuja defini¢oes dependem
do produto no quadrado. O objetivo aqui é usar essas nogoes como exemplos que utilizam a continuidade
no quadrado e por isso nao faremos comentarios sobre os diversos exemplos de grupos topoldgicos
existentes. Todo grupo é um grupo topolégico munido com a topologia discreta.

9.3 Pseudométricas continuas.

9.3.1 Relacionando funcgoes com pseudométricas,

Definicao 9.19. Dizemos que p é uma pseudométrica em X se p: X x X — R é tal que
1) p(z,z) =0 e p(x,y) > 0 para todo z,y € X. (p(z,y) pode ser 0 com = # y).
2) p(z,y) = p(y,x), para todo =,y € X
3) p(x, z) < p(z,y) + p(y, z), para todo z,y,z € X.

Ou seja, a unica diferenca entre métricas e pseudométricas é que a distancia de dois pontos numa
pseudométrica pode ser 0. A nogao de pseudométrica acaba sendo 1util para falar sobre espacos comple-
tamente regulares que veremos futuramente.

Definicao 9.20. Dada uma pseudométrica p, a topologia gerada por p é dada pela base de bolas abertas
{B,(x,e): x € X e e >0}.

Para mostrar que a intersegao de duas bolas é reuniao de bolas, basta usar a desigualdade triangular
como no caso da métrica. Note que se a distancia de dois pontos é 0 entao as bolas de mesmo raio
centradas nelas sao iguais.

Definicao 9.21. Dado uma pseudométrica p: X x X — R e X um espago topolédgico, dizemos que p
é uma pseudométrica continua em X se p é continua com X x X tem a topologia produto e R tem a
topologia usual da reta.

Proposigao 9.22. Seja p uma pseudométrica sobre X e considere 7 um espago topologico cuja topologia
¢ mais fina do que a topologia 7, gerado por uma pseudométrica.

Entao p: X x X — R é uma fungao continua, onde X x X é munido com a topologia produto, onde
X estd com a topologia 7.

Demonstragdo. Seja (r,y) € X x X e tome um € > 0. Seja d < §. Entdo, dado (a,b) € B,(x,0)x B,(y, 0
temos p(a7 b) —p(a:, y) < p(av CC)—F,O(Z', y)+p(ya b) —p(x, y) = p(aa JJ) +p(y7 b) € p(xv y) _p(a7 b) < p(a:, a)
pla,b) +p(b,y) — pla, b) = p(z,a) + p(b,y) = p(a,x) + p(y,b). Assim [p(a,b) — p(z,y)| < p(a, ) + p(y,
e p[By(z,0) x B,(y,0)] Clp(z,y) — €, p(z,y) + €[. Logo p é continua.

~—

oS +

Proposigao 9.23. Seja X um espago topoldgico e p é uma pseudométrica continua em X. Entao as
bolas abertas de p sao abertas em X. Assim, a topologia gerada por p é menos fina do que a topologia
de X.
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Demonstragdo. Seja e >0 e x € X. Tome y € B,(z,€). Seja d = %.

Como p é continua em (z,y) existe um aberto U x V contendo (x,y) tal que p[U x V] Clp(z,y) —
d, p(x,y)+0[. Em particular, para z € V temos que (z, z) € Ux V. Logo, p(z, z) €]p(z,y)—9, p(x, y)+7].
Portanto [p(z, 2) — p(z,y)| < 4. Com isto p(z,2) = |p(z,2) — p(x,y) + p(z,y)| < [p(z,2) — plz,y)| +
lp(x,y)| <6+ p(z,y) <eeV C By(x,e). Como y € B,(x,€) é arbitrdrio e y € V C B,(x,€), segue que
B,(z,€) é aberto em X. O

Proposicao 9.24. Seja f : X — R uma funcdo. Entdo py : X x X — R, dada por ps(z,y) =
|f(z) — f(y)| é uma pseudométrica. Se f é continua entdo a topologia gerada por py é menos fina do
que a topologia de X e py é uma pseudométrica continua em X.

Demonstra¢do. Primeiro, vamos verificar que p é uma pseudométrica. De fato, ps(z,z) = |f(z)— f(z)] =
0. ps(z,y) = |f(z) — f(y)| = |f(y) — f(z)] = ps(y,x) > 0. Assim, as condicbes 1) e 2) estao satisfeitas.
Finalmente, p;(z, 2) = |/(2) ~ f(2)] < /() ~ F(5) +|F(5) ~ F(2)] = pys (2,9) + sy, 2), assim a condigio
3) de pseudométrica estd satisfeita.

Suponha que X é um espaco topoldgico e f é continua. J& vimos em produtos finitos que f x f :
XxX — RxR (tal que (z,y) — (f(x), f(y)) é continua. A fungdo h : RxR — R dada por (a,b) — |a—Db|
é continua. Assim a composta ho (f x f) = py é uma funcéo continua. Foi visto acima que, como py é
continua em X, a topologia gerada por py ¢ menos fina do que a topologia de X. O]



Capitulo 10

Topologias geradas por
pseudomeétricas. Grupos topologicos.

10.1 Topologia geradas por pseudométricas.

Definicao 10.1. Dada uma familia de pseudométricas R sobre o conjunto X dizemos que a topologia
gerada pelas pseudométricas em R é a topologia gerada pela sub-base de abertos {B,(z,¢) : z € X,p €
R ee>0}.

Proposigao 10.2. A topologia gerada pelas pseudométricas {p1, p2} coincide com a topologia gerada
pela pseudométrica p = p1 + p2

Demonstracao. Primeiro, note que p é uma pseudométrica usando o fato que ela é a soma de duas
pseudométricas.

(¢). Fixe um ponto = e € > 0. Entéo B,(x,€) C B, (z,€) N B,,(x,€). De fato, se z € B,(z,€) entao
p(x,2) = p1(x, 2) + pa(x, 2) < e. Assim, p1(x,2) < €e pa(z,2) <e.

Vamos mostrar que B, (z,€) é p-aberta. De fato, se y € B, (z,¢€), existe 6 > 0 tal que B,, (y,d) C
B,, (x,€). Logo, y € B,(y,0) C B,,(y,0) € By, (x,€). Assim, B, (z,€) é p-aberto. Analogamente, temos
que B,,(x,€) é p-aberto. .

(—). Por outro lado, se z € By, (z,€) N B,,(x,€) entdo p(z, z) = p1(z, z) + p2(z,z) < 2e. Portanto
B, (z,e) N By, (x,€) € By(x,2¢). Assim, dado y € B,(z,€) existe 6 > 0 tal que B,(y,26) C B,(z,¢).
Entao y € B,, (y,0) N B,,(y,0) € B,y(y,26) C By(x,€). Assim, B,(z,€) é aberta na topologia gerada por
{p1,p2}, O

Corolario 10.3. Dada uma familia de pseudométricas R, existe uma familia de pseudométricas R* que
gera a mesma topologia que R e tal que {B,(z,€): z € X,p € R* e € > 0} é uma base para a topologia.

Demonstragao. Seja R* ={p1+ ...+ pn: p1,...,pn € R}. Entéo as topologia geradas por ambas sao
as mesmas e para cada ponto x € X e uma intersecgao finita de elementos de {B,(z,¢) : ©z € X,p €
R e € > 0} que contém z utiliza uma quantidade finita de pseudométricas. A pseudométrica p que é a
soma, dessas pseudométricas estd em R* e ha uma p-bola centrada em x contida na intersecgao. O

10.1.1 ‘Esta pseudométrica rende até N vezes mais.’

Vimos que duas (e assim finitas) pseudométricas geram a mesma topologia de alguma pseudométrica.
Vamos ver agora que isso pode ser melhorado para uma quantidade enumerével.

Lema 10.4. Dada uma pseudométrica p existe uma pseudométrica p* limitada por 1 tal que a topologia
gerada por ambas é a mesma. Se r é um real positivo entao a topologia gerada por rp coincide com a
topologia gerada por p.

Demonstrag¢io. Dada uma pseudométrica p, tome p*(x,y) = min{p(x,y),1}. Fica a cargo do leitor
notar que p* é uma pseudométrica. Note também que B,(x,€) = B, (z,€) paracadaz € X e 0 < e < 1.
Assim as topologias geradas pelos sistemas fundamentais de vizinhangas geram a mesma topologia, pois

62
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a topologia geradas pelas bolas abertas coincide com a topologia gerada pelas bolas de raio menor que
1.

No segundo caso, fica a cargo do leitor notar que rp é uma métrica. Temos que rp(x,y) < € se e
somente se p(x,y) < . Portanto, B,(z, %) = B,,(r,€). Segue entdo que as topologias geradas pelas

bolas abertas de cada métrica serao as mesmas. O

Proposigao 10.5. Seja X um espago topolégico. Dada uma familia R = {p, : n € N} de pseu-
dométricas continuas limitadas por 1 entao p = 3, _ 5847 : X x X — R é uma pseudométrica continua.
Em particular, a topologia gerada por R coincide com a topologia gerada por p.

Demonstragdo. Vamos assumir que todas as topologias em R sdo continuas em X. Como p(x,y) < 1

para todo (z,y) € X x X, entao p(z,y) = >, cn pg,,(i’f’) < 3 e 5 = 1. Sob estas condigdes, a fungao

p é continua (iremos fazer a prova deste resultado em separado no final da secgao).

O

Teorema 10.6. Dada uma topologia sobre X gerada por uma familia enumeravel de pseudométricas,
existe uma pseudométrica que gera a topologia de X.

Demonstracdo. Podemos tomar entao uma familia R enuméravel de pseudométricas limitadas por 1 que
geram a topologia de X. As pseudométricas em R sao continuas, pois a topologia gerada por R é menos
fina que a topologia de X. Enumerando R = {p,, : n € N} podemos definir uma pseudométrica p que é
continua na topologia de X. Assim a topologia de p é menos fina que a topologia de X.

Fixe n € N. Entdao p,(z,y) < 2""1p(z,y) para cada (z,y) € X x X.

Assim, temos que B, (x, 5ir€) = Bani1,(z,€) € B, (z,€). Logo, a topologia gerada por p ¢ mais
fina que a topologia gerada por R.

Como R gera a topologia de X, concluimos que a topologia gerada por p é mais fina que a topologia
de X. Assim p gera a topologia de X. O

Na proposicao acima, aplicaremos para o espaco X x X, a, = ﬁ e fn = 584 forn € N.

Lema 10.7. Seja (a, : n € N) uma sequéncia de reais positivos tal que > a, =1 esejam f, : X —
[0, a,] continuas para todo n (topologia usual do intervalo em [0, 1]).

Entao f =), oy fn é continua.

neN

Demonstracdo. Seja x € X e € > 0. Tome N € N positivo tal que ), <y an < 7+ Para cada i < N, seja
U; uma vizinhanga de x tal que fi[Us] C]fi(w) — 5%, fi(z) + 55| Tome U = ﬂogi<N U;. Se y € U entao

para cada i < N temos quesey € U C U; — |fi(y) — fi(x)| < 55 . Assim, |Zfi61 fi(y)fziligl filz)] <
Sisy! 5 = & Logo [f(2) = f)l < |5 fily) = S5 @) + | Son )] + | o file)] <

5 ) p . L ~ p .
5+ ZnZN an + anN an < €. Logo f é continua em x. Como x é arbitrario, a funcao f é continua. [J

10.2 Distancia de ponto a fechado em espacos pseudométricos.

10.2.1 Distancia de um ponto a um subconjunto.

Definicao 10.8. Dada uma pseudométrica p e A um subconjunto nao vazio de X podemos definir a
fungao: p(z, A) = inf{p(z,a) : a € A}.

Lema 10.9. Seja X um espaco topolégico com a topologia 7 e p uma pseudométrica continua em X.
Seja 7, a topologia gerada por p. A funcao f(z) = p(z, A) é uma continua em X. Temos que f(z) =0

f(@)

= G é continua, g(z) € [0,1], g(y) =1e

se e somente se z € A*. Dado y ¢ A", a funcao g(x)
g[A”] € {0}.

Demonstrag¢ao. Dado a € A, p(x, A) < p(x,a) < p(z,y) + p(y,a). Portanto p(x, A) — p(x,y) < p(y,a)
para cada a € A. Logo p(z,A) — p(z,y) < p(y,A). Assim, p(z,A) < p(z,y) + p(y, A). Similarmente,
podemos concluir que p(y, A) < p(y, z) +p(x, A) = p(x,y)+ p(z, A). Portanto temos que |f(z) — f(y)| =
lp(x, A)—p(y, A)| < p(z,y). Assim, fixado €, se y € By(x,€) = p(x,y) <e— |f(x)—f(y)| <e— fy) €
1f(z) — €, f(x) + €]. Assim, f é continua em z. Como x é arbitrario, segue que f é continua em X.

Temos que f(x) = 0 se e somente se p(z,A) = 0 se e somente se B,(z,€) N A # () se e somente se
red’.
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Dado y ¢ A" temos que f (y) # 0. A fungdo no denominador de g ndo se anula, e tanto a
funcao no numerador quanto no numerador sao continuas, portanto g é continua. Como g é uma
fragdo de ntimeros nao negativos, temos que g(x) > 0. Vimos acima que f(z) < p(z,y) + f(y), assim

f@) o opley) i) g

9() = s trwm S sEwtre) = -

Para y temos g(y) = 7/)(%5?“” = % =1.

Se x € A" entdao f(z) = 0. Logo g(z) =

0 _
ple,y)+Fy) — 0. -

10.2.2 Funcgoes continuas geradas por pseudométricas continuas.

Teorema 10.10. Seja R uma familia de pseudométricas em X e 7 a topologia gerada por estas pseu-
dométricas. Ent@o para todo z € X e todo F' 7-fechado tal que x ¢ F existe uma fungdo g : X — R
7-continua tal que g(z) =1 e g[F] C {0}.

Demonstracdo. Podemos assumir sem perda de generalizada que as somas finitas de pseudométricas em
R estao em R. Assim o conjunto das p-bolas abertas com p in R formam uma base. Sejam z e F
como no enunciado. Temos que X \ F' é um aberto contendo x. Assim existe p € R e € > 0 tal que
x € By(z,e) CX\ F.

Seja A= X\ B,(x,¢) 2 F. Como 7, é menos fina que 7, segue do teorema que existe g continua tal
que g(x) =1 e g[F] € g[A] = g[A”] C {0}. m

O teorema abaixo é a versao métrica do Teorema de Urysohn que veremos daqui a algumas aulas
(no caso o que une é o enunciado e nao a demonstragao).

Teorema 10.11. Seja X um espago definido por uma pseudométrica. Sejam F e G dois conjunto
fechado e disjuntos de X. Entao existe uma fungdo continua g : X — [0,1] tal que g[G] C {1} e

glF] < {0}.

Demonstracdo. Como X é a topologia gerada pela pseudométrica, temos que F = F» e G = G™.
Assim g(x) = % é uma fungéo continua de X em [0,1] tal que g(z) =0sexz € Feg(z)=1
se x € G. O

10.3 Grupos Topolégicos.

10.3.1 Definicao de grupo topolégico.

Os grupos topoldgicos sao definidos a partir da continuidade das suas operacoes. Como a defini¢dao
serve para grupos Abelianos ou nao-Abelianos, iremos usar a notagao multiplicativa. Quando o grupo é
Abeliano, em alguns casos é utilizado a notagao aditiva.

Definigao 10.12. Um conjunto G com uma operagao bindria - : G x G — G e uma operagao unaria
~1: G = G e um elemento e é um grupo com estas operacdes se:

) (z-y)-z=x-(y-2) para todo z,y, 2z € G (propriedade associativa).

2) x-e=e-x=x para cada x € G.

Nrx-xl=zlz=c

Um grupo é chamado de Abeliano se

4) z -y =1y -z para todo x,y € G (propriedade comutativa).

Definicao 10.13. Seja - a operacao multiplicativa de um grupo, e seu elemento neutro e ~!

inversa. Dizemos que 7 é uma topologia de grupo para G se as fungoes
1) -: GxG— G, com G x G com a topologia produto.
2) 1. G- G
s@o continuas. Neste caso, dizemos que G é um grupo topolégico (munido com a topologia 7).
Dizemos que G é um grupo paratopoldgico se 1) é continua (sem se preocupar com a continuidade
de 2)

a operacao

Exemplo 10.14. O R com a topologia usual e a operagao da soma é um grupo topolégico.
A reta de Sorgenfrey é um grupo paratopolégico que nao é um grupo topoldgico.
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Demonstracdo. O caso de R fica a cargo do leitor.

Fixado (z,y) e € > 0, [z +y, 2+ y + €[ é uma vizinhanca de z +y e [z + §[x[y + §[ é uma vizinhanca
basica de (z,y) tal que [+ §[+[y + §[C [x +y,z +y +¢€[. Portanto + é continua em (z,y). Como (z,y)
é arbitraria, segue que + € continua.

Vamos mostrar que — nao é continua na topologia de Sorgenfrey, note que [0, 1] é uma vizinhanga
aberta de 0 na reta de Sorgenfrey, mas dada uma vizinahnga U de 0, existe § > 0 tal que [0,2.6[C U.
Agora 6 € U e =6 ¢ [0, 1], portanto —U ¢ [0, 1] para toda vizinhanga U de 0. Logo — néo é continua
em 0 ( 0 mesmo argumento serve para qualquer outro ponto). O

Como a translacao é uma operagao continua, o conjunto de todas as vizinhangas de um ponto podem
ser encontradas por translagdo. Assim ao tentar definir uma topologia de grupo usando sistemas de vizi-
nhancas, é razoavel esperar que possamos definir a topologia definindo apenas um sistema fundamental
de vizinhancgas de e e obtendo as vizinhancas dos outros pontos por translagao.

Como o grupo pode nao ser Abeliano, pode haver diferencgas entre translagoes a direita ou a esquerda.

Vamos analisar um pouco a situacao para as vizinhangas de e para um espago topoldgicos G. Dado
uma vizinhanca aberta W de e, como e - e = e, existe O,V abertos contendo e tal que O -V C W.
Tomando a interseccao U = O NV, segue que

HU?:=U-UCW.

Se W é uma vizinhanga aberta de e, a continuidade da inversa implica que existe V vizinhanca aberta
de e tal que

2))VECwW.

Se x € V entao pela translagao continua, segue que existe U vizinhanga de e tal que

3)z-UCV.

Se U é uma vizinhanca de e, pela continuidade das translages, temos que para cada x € X, x - U
é uma vizinhanca de z e z - U - z~' é uma vizinhanca de e. Temos que estes tipos de vizinhancas sao
um sistema de fundamental de vizinhangas de e (isto relaciona as translagoes a direita e & esquerda com
vizinhangas de e). Entéo para todo V, existe U tal que

Hz-U-z71CV.

Lema 10.15. Para todo W vizinhancga aberta de e no grupo topoldgico G existe U vizinhanca aberta
deetalque UCW e U™ =U.

Demonstragcdo. Como W é aberto, temos que W~ é aberto. Como e™! = e, temos que W~ é vizinhanca

aberta de e. Logo U = W N W ™! é vizinhanca aberta de e contida em W. Além disso, x € U se e
somente se x € WNW ! se e somente se 7! € W™ N W se e somente se z7! € U. O

Definigao 10.16. Dizemos que U é uma vizinhanca simétrica de e se U = U~ 1.

Proposigcao 10.17. Grupos topoldgicos T sao T7.
Todo grupo topoldgico é regular.

Demonstracdo. Sejam x,y € G. Como G é Ty, trocando x e y de posigao se necessario, existe W aberto
tal que z € W e y ¢ W. Seja V vizinhanga aberta de e tal que z -V C W. Entéo y ¢ z - V. Temos que
V=1 ¢ uma vizinhanca de e, assim y - V! ¢ vizinhanca de y. Afirmamos que x ¢ y- VL. De fato, se
z €y V! entdo existe z € V"' tal que x = y - z. Assim, y =z -2~ € 2 -V, contradicio. Portanto
existe uma vizinhanca de y que separa x, assim X é T7.

Seja z € G e V um aberto tal que z € V. Seja W uma vizinhanga de e tal que - W C V. Tome U
uma vizinhanca simétrica de e tal que U - U C W. Sejay € - U. Entao y- U Nz - U # (). Entao existe
21,29 € U tais que y - 21 = = - z5. Portanto, segue que 22y = 20-(29) L e U- Ut =U-UCW.
Assim,yexz-Wex-UCzx-W CV. Assim, G é regular em z. Como x é arbitrario, temos que G é
regular.

O

10.3.2 Topologia de grupo gerada pelo sistema de vizinhancas do elemento
neutro.
Teorema 10.18. Seja V. uma familia nao vazia de subconjuntos de G contendo e tais que

GT1) para cada W € V,, existe U € V, tal que U?> C W.
GT?2) para cada W € V, existe V € V, tal que V-1 C W.
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GT3) para cada V € V, e para cada z € V existe U € V, tal que 2 - U C V.

GT4) para cada V € V, e para cada z € X existe U € V. tal que x-U -2~ C V.

GT5) para cada V,W €V, existe U € V. tal que U CV NW.

Entao {V, : ¢ € G}, onde V, = {z-U : U € V,.} é um sistema fundamental de vizinhangas para
uma topologia de grupo.

Além disso, {W, : = € G}, onde W, = {U -z : U € V,} é um sistema fundamental de vizinhangas
para a topologia acima.

Demonstrag¢ao. Primeiro vamos mostrar que temos um sistema fundamental de vizinhangas para uma
topologia. Temos que V, é nao vazio e pela definigao se W € V,, entao existe U € V. talque W =z-U 3>
xz-e=ux. Logo x € W. Assim BL1) estd satisfeita.

Se W1, Wy € V, entédo existem Uy, Us € V. tal que Wy =z - Uy e Wy = z - Us. Por GT5), existe
UeVe.talque U CUNUs. Entdox-U eV, ex-UC (z-Up)N(z-Usy) = Wiy NWs. Assim, BL2) estd
satisfeita.

Sejaxz € G, W € V, ey € W entdo existe V € V, tal que W = z-V. Logo, z~!-yca ™t - W =
x~l.2.V =V. Entdo por GT3), existe U € V, tal que x7!-y-U C V. Portanto x -2~ 1 -y-U Cx- V.
Portanto, y - U C = -V = W. Assim BL3) estd satisfeita, pois y - U € V.

Seja T a topologia gerada pelo sistema fundamental de vizinhangas.

Vamos mostrar que - é continua. Dado z,y € G, tome W € V., eseja V € V. talquez-y-V C W.
Por GT1) existe U € V, tal que U2 C V. Usando GT4) existe O € V. tal que y=>- O -y C U. Assim,
O C y-U-y~t. Temos que (z-O) x (y-U) é uma vizinhanca bésica de (x,y) e z-O-y-U C z-y-U-y~L-y-U =
x-y-U-UCux-y-V CW. Assim, - é continua em (z,y). Como (z,y) € G? é arbitraria, segue que - é
continua.

Vamos mostrar que é continua. Seja xz € G e W € V,. Entdo 7! - W é uma vizinhanca bésica
arbitréria de x='. Existe V € V. talque -V -2~! C W, por GT4). Entao V C =1 W . z. Usando
GT?2), tome U € V, tal que U=* C V. Entdo x-U é vizinhancade z e (z-U) 1 =U"1.27 1 CV.271 C
bV W-z-z7 ! =271 W. Assim, ~! é continua em . Como z é um ponto arbitrario de G, segue que
—1 ¢ continua.

Para terminar, fixe x € G. Vamos mostrar que W, é um sistema fundamental de vizinhancas de x.
Primeiro precisamos checar que W - x é um aberto na topologia para cada W € V,. Dado y € W - z,
temos que y - x~1 € W. Por GT3), existe V € V, tal que y - 271 -V C W. Por GT4), tome U € V, tal
quez-U-z7 ' CV. Assim,y-2~'-2-U -2~ CW. Portanto, y-U-2 ' CWey-UCW- -z Como
y € W - x é arbitrario segue que W - x é um aberto.

Dada um vizinhanca z - W com W € V.. Pela GT4). existe U € V, tal que 2= -U - o C W. Assim,
UCaxz -W-z~! Portanto, U -2 Caz-W-z . a =2 -W. O

-1

Note que GT'4) esta sempre satisfeita para grupos Abelianos.

Exemplo 10.19. Seja G um grupo Abeliano e V, uma familia de subgrupos fechada por intersecgoes
finitas (ou seja, a intersecgdo de um nimero finito de elementos da familia pertence & familia). Entao
V. gera uma topologia de grupo para G.



Capitulo 11

Produtos. Imersao.

11.1 Produtos Infinitos. O Axioma da Escolha. Produto caixa.

Quando tratamos do produto de dois conjuntos, seus elementos sao vistos como pares ordenados.
No caso de um produto finito, sdo vistos como uma n-upla, fixando um bijecao entre a familia finita de
conjuntos e um natural n que servird de indice . Para o produto infinito, isto precisa de uma formulacao
melhor.

Dada uma familia {X; : i € I}, iremos considerar os elementos de []
Uier Xi tal que f(i) € X; para todo i € I.

Em geral, a primeira reagdo ao trabalhar com um produto infinito é tomar um elementos. Ao tomar
um elemento, ji estamos aplicando o Axioma da Escolha (j& utilizamos o Axioma da Escolha diversas
vezes aqui sem fazer mengao dele).

ser Xi como fungoes f: I —

Definig¢ao 11.1. O Axioma da Escolha é a afirmagao: Para toda familia {X; : ¢ € I} tal que X; # ()
para cada i € I, o conjunto [[,.; X; é ndo vazio.

O Axioma da Escolha é consistente com os outros axiomas usuais da teoria dos conjuntos (resultado
demonstrado por Godel na década de 1940). Falando toscamente, consistente significa que vocé nao
aumenta o risco de mostrar que os axiomas usuais levam a uma contradicdo se assumir o Axioma da
Escolha. Ou seja, se chegarmos a uma contradigao usando os axioma usuais da teoria dos conjuntos
e 0 Axioma da Escolha, entao existe uma contradigao apenas usando os axiomas usuais da teoria dos
conjuntos sem usar o Axioma da Escolha.

Na década de 1960, Cohen provou que a negagdo do Axioma da Escolha também é consistente com
os outros axiomas usuais da teoria dos conjuntos criando uma técnica chamada de forcing. Neste caso,
dizemos que o Axioma da Escolha é independente dos axiomas usuais da teoria dos conjuntos.

Em geral, iremos continuar a usar o Axioma da Escolha sem fazer mencao do uso dele, com excecao
de quando utilizarmos alguma de suas diversas equivaléncias.

11.1.1 ‘Que topologia para o produto de espacos topoldgicos arbitrarios com-
bina melhor com o produto finito?’

Talvez a mais natural de se pensar seja (como foi o caso historicamente) tomar um aberto de cada
coordenada e tomar o produto destes para formar uma base.

Definigao 11.2. Seja {X; : ¢ € I} uma familia ndo vazia de espagos topoldgicos, onde X; estd munido
com uma topologia 7; para cada i € I. O produto-caixa (‘box-product’ em ingés) é a topologia gerada
pela base {[[;c; Ui : Us € 73}

Exemplo 11.3. O produto caixa de espagos discretos é um espago discreto. Basta notar que se (z; :
i €1)€[l;c; Xi entdo [[;c;{w:} é um aberto cujo tinico elemento é (z; : i € I).

Este produto torna os abertos ‘muito pequenos’ e acabou caindo em desuso com a prova do teorema
de Tychonoff usando o que é chamado agora de produto de Tychonoff.

Note que se tomarmos uma sub-base §; para X; para cada i € I, ;e {U; x [[;, Xi : U € S;}
¢ uma sub-base para uma topologia em [],.; X; menos fina que a topologia caixa. A relacdo pode

67



68 CAPITULO 11. PRODUTOS. IMERSAO.

ser estrita, pois as intersecgoes finitas podem nao recuperar os abertos basicos do produto caixa. Esta
sub-base vai ser uma base da topologia de Tychonoff.

11.2 Produto de Tychonoff.

11.2.1 Definicao do produto de Tychonoff.

Antes de definirmos o produto de Tychonoff, iremos definir suporte.

Definigao 11.4. Dado [],.; A;, onde ) # A; C X; para cada i € I, dizemos que o suporte de ]
é o conjunto {i € I : A; # X;}. Se este conjunto é finito, diremos que o suporte é finito.

16[

Note que a base de abertos do produto caixa consiste de um produto de abertos de suporte arbitrario.
O produto de Tychonoff limita o suporte utilizado.

Definicao 11.5. Seja {X; : ¢ € I} uma familia ndo vazia de espagos topoldgicos, onde X; estd munido
com uma topologia 7; para cada i € I. O produto de Tychonoff é a topologia gerada pela base {]]
U; € 7; tal que [[;c; U; tem suporte finito}.

161

Exemplo 11.6. Seja X; com pelo menos dois pontos para cada X; e I infinito. Entdo [[,.; X; com a
topologia de Tychonoff ndo possui pontos isolados.

De fato, seja (z; : i € I) € [[;c; Xi e seja V' é uma vizinhanca arbitraria de (z; : i € I) € [, X
Entdo existe um aberto da base [[;c; U; tal que (z; : i € I) € [[,.;U; € V. Seja J o suporte de
[1icr Ui. Como J é finito e I ¢ infinito, temos '\ J infinito. Entao o conjunto [ ], ;{z;} x [[;cp ; Xi C
[Lic; Ui € V. Assim, V possui infinitos pontos (na verdade uma quantidade nao enumerdvel) e portanto
nenhum ponto de [],.; X; ¢ isolado.

i€l

Proposigao 11.7. Se A; C X;, para todo 1 <i € I, entdo [],.; Ai = [, Ai-

Demonstragao. Seja x; € X; e V,, um sistema fundamental de vizinhangas de z; para cada ¢ € I. Seja

V o sistema fundamental de vizinhangas de (z; : @ € I) definido a partir dos abertos basicos usando V,
—_ T1... X:

Entéo (z;: i € 1) €[], Al X5 6 ¢ somente se U N [T, Ai # 0 para cada U =[], U; € V se

somente se HieI(Ui N A;) # 0 se e somente se W; N A; # () para cada W; € V., e i € I se e somente se e

—X; . . —Xi
somente se x; € A;" ' parai € I se e somente se (v;: i € ) € [[;c; 4 " O

Proposicao 11.8. Se Y; é um subespaco de X; para cada ¢ € I entao a topologia de subespaco de
[I;c; Yi como subespaco de J[,.; X; coincide com a topologia de produto dos subespagos Y;.
Demonstragao. A topologia de subespaco de Y = []
7; tal que [];c; U; tem suporte finito}.

A topologia do produto de subespagos [ [, Y; é dada pela base {]],.;(U;NY;) : U; € 7; tal que [, (UsN
Y;) tem suporte finito} (neste caso se ndo estiver no suporte U; NY; = Y;).

Basta notar que ([[,c; Ui) NY = [[,c;(U; NY;) para concluirmos que as bases sdo iguais e portanto
temos a mesma topologia. O

ser Yi ¢ dada pela base {([[;c;Us) NY : U; €

Obviamente o caso interessante é tomar outros tipos de subespacos.

Teorema 11.9. Seja B; uma base para X; para cada i € I. Entdo {[[;c; Us
B;jVjeJeU; =X, Yiel\J}éuma base para a topologia de Tychonoff de H
Seja S; uma sub-base para X; para cadai € I. Entao ;e {U; x [, Xi : U;j € S;} é uma sub-base
a topologia de Tychonoff de [],.; X
Seja V., um sistema fundamental de vizinhancas de x; em X; para cada i € I. Entao {[[,.; U
3J C I finito ,U; € V,, Vj € JeU; = X; Vi € I\ J} é um swtema fundamental de v1zmhan(;as de
(x;:1€I)em Hlel X, para a topologia de Tychonoff de de []

: 3J C I finito ,U; €

zeI
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11.2.2 Convergéncia em produtos.

Definicao 11.10. Dizemos que uma fungdo f: X — Y é aberta se f[U] é aberto em Y, para todo U
aberto de X.

Lema 11.11. Seja f : X — Y e B é uma base de X. Entao f é uma funcao aberta se e somente se
flU] é aberto para todo U € B.

Demonstragao. (—). Basta usar a hipdtese e o fato que elementos da base sdo abertos.

(). Se W é um aberto de X, entdo seja V = {U € B: U C W}. Como B ¢é base, temos que
U{U : U eV} =W. Assim, f[W] = fIlU{U : U € V}] =U{f[U]: U € V}, pois a unido das imagens é
imagem da uniao. O

Proposicao 11.12. Seja m; : [[,o; Xi — X; a projecdo na coordenada j. A projecdo 7; é continua e
aberta, para cada j € I. A topologia inicial de {m; : i € I'} é a topologia de Tychonoff.

Demonstra¢do. Fixe j € I e U; um aberto de X;. Entéo F;l[Uj] = Uj x [L;en ;3 Xi € um aberto na
topologia produto. Assim, 7; é uma funcgao continua.

Seja [ [;c; Us um aberto bésico na topologia produto. Entao 7;[[[,c; U] = U; é aberto em X;. Como
os abertos basicos do produto formam uma base da topologia, segue que 7; ¢ uma funcao aberta.

Vamos agora verificar que a topologia produto coincide com a topologia das projegoes.

Ja vimos que 7; é continua na topologia produto, para cada j € I. Assim, a topologia produto é
mais fina que a topologia geradas pelas projecoes.

Por outro lado, vimos que os abertos basicos U; x Hiel\{j} X; com Uj; aberto em X; e j € I formam
uma subbase da topologia produto e estas sao abertos na topologia gerada pelas projecoes por serem da
forma 7rj_1[Uj]. O

Corolério 11.13. f: Z — [[,.; X; é continua se e somente se 7; o f é continua para cada j € I.

icl

Demonstracao. Segue do fato da topologia produto ser a topologia gerada pelas projegoes. O

Proposicao 11.14. Seja S = ((w;z) : 4 € I) : A € A) uma rede em [],.; X;. Entao S converge para
(x; : i € 1) se e somente se S; = (z; » : A € A) converge para x; para todo i € I.

Demonstra¢do. (—). Se S converge para (z; : © € I), pela continuidade de 7; segue que (m;((x;x) : @ €
I)): Xe A) = (xj»: XA € A) converge para 7;((z; : i € I)) = x;.

Reciprocamente, seja U = [],.; U; um aberto basico da topologia produto contendo (x; : i € I).
Seja J = {i € I: U; # X;} o suporte de [[,.; U; (J é finito por defini¢do de aberto bésico). Para cada
j € J, fixe A\; tal que z;» € U; para cada A > A;. Como A ¢ dirigido e J ¢ finito, existe A* tal que
A" > \j para cada j € J. Assim x;, € Uj, paracada j € J e A > A",

Portanto ((x;,») : ¢ € I) € U para cada A > A*. Como os abertos basicos formam uma base de
abertos, segue que a rede S converge. O

Proposigao 11.15. Seja F um filtro [],.; X; e seja F; o filtro gerado por {m;[F] : F' € F}. Entao F
converge para (x; : ¢ € I) se e somente se F; converge para z; para todo i € I.

Demonstragdo. (—). Suponha que F converge para (x; : ¢ € I). Entdo as vizinhancas de (z; : i € I)
sao elementos de F. Dado j € I e U; uma vizinhanca aberta de x;, temos que W;l[Uj] é vizinhanga
de (z; : i € I). Logo, m; '[U;] € F. Portanto, m;[x; ' [U;]] = U; € F;. Assim, toda vizinhanga de x;
pertence a F;. Portanto, F; converge para x;.

(+). Se F; converge para x; para cada ¢ € I entdo toda vizinhanca U; de x; em X; estd no filtro F;.
Asslim, existe F € F tal que m;[F] C U;. Portanto F' C ; '[U;]. Como F é filtro e F € F, segue que

7, " [U;] € F. Como F é filtro segue que todas as vizinhangas abertas bésicas que contém (x; : i € I)

pertencem a F. Assim, F converge para (x; : i € I). O
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produto topologia inicial.jpg

Figura 11.1: A topologia de Tychonoff é a topologia inicial das projecoes.

11.2.3 Propriedade produtiva.

Definicao 11.16. Dizemos que uma propriedade é produtiva se dada uma propriedade P, se cada espago
numa familia tem P entao o produto de Tychonoff dessa familia tem propriedade P.

Dizemos que a propriedade é finitamente (enumeravelente) produtiva se cada espago da familia tem P
e a familia de espagos é finita (enumerdvel) entao o produto de Tychonoff dessa familia tem a propriedade

P.

Corolario 11.17. O primeiro axioma de enumerabilidade é enumeravelmente produtiva.
O segundo axioma de enumerabilidade é enumeravelmente produtiva.

Demonstracao. Se I é enumeréavel e X; satisfaz o segundo axioma de enumerabilidade para cada i € T
entao tomando uma base enumeravel B; para cada X;, a base de abertos usando os B;’s é enumerdvel e
portanto [[,.; X; satisfaz o segundo axioma de enumerabilidade.

Se I é enumeravel e X; satisfaz o primeiro axioma de enumerabilidade para cada i € I entao tomando
uma base enumeravel V,, para um ponto x; de X;, a base local de abertos usando os V,,’s é enumeravel

e portanto [ [,.; X; satisfaz o primeiro axioma de enumerabilidade. O
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Proposigao 11.18. Os axiomas de separacao Ty, 11, Hausdorff e regular sdo propriedades produtivas.

Demonstragdo. Dados dois pontos distintos (z; : ¢ € I) e (y; = © € I). existe j € I tal que z; # y;.
Sejam Uj; e V; as testemunhas para Ty, 71 ou Hausdorff para z; e y; em X;. Entéo U = U; x Hie]\{j} X;
eV ="1V;x Hiel\{j} X, sao as testemunhas, pois

Unv =(U;NV;) x Hiel\{j} X,

(x;:ie€l)eVseesosex; €Vje

(yi:iel)eUseesosey; €U,

Vamos agora verificar que a regularidade é produtiva. Seja (z; : 7 € I) e tome W um aberto contendo
este ponto. Existe entdo um aberto basico U de suporte finito J tal que (x; : i € I) € U = [[,.,; U; S W.
Para cada j € J segue da regularidade de X; que existe V; vizinhanca aberta de x; em X; tal que
@ €V; V7 CU;. TomeV = [Lies Vi % [lieny Xi- Entdo (z; : i € I) € V C pllier X _

[Licr Xi X —Xi .
HjeJ Vi x HieI\J X = HjeJVj X HieI\J Xi < HjeJ Uj x HieI\J X; =UCW. Assim, o
produto [[;c; X é regular. O

O préximo exemplo usa um argumento diagonal.

Exemplo 11.19. Seja X; = {a;,b;} com a topologia discreta para cada i € I com I ndo enumerdvel.
Entdo [[;c; X;i ndo satisfaz o primeiro axioma de enumerabilidade (e por isso, também ndo satisfaz o
segundo axioma da enumerabilidade).

Demonstragdo. Suponha que (a; : i € I) € [],c; X; possua uma base local enumerdvel {V,, : n € N}.
Podemos supor que cada V,, é um aberto basico e tome J,, o suporte de V,,. Como J,, é finito, segue que
J =U,en Jn é enumerdvel. Como I é nao enumerdvel, existe k € I'\ J. Entao U = {ar} X [[;cp\ 5y Xi
¢ uma vizinhanca (a; : i € I).

Como V,, e U sao abertos bésico do produto, temos que V,, C U implica que suporte U é um
subconjunto do suporte de V,,. Mas, k ¢ J,, assim, V,, € U e {V,, : n € N} ndo é uma base local,
contradicgao. O

Corolario 11.20. Seja X; um produto de espagos 77 com pelo menos dois pontos para cada i € I com
I nao enumerdvel. Entdo todos os pontos de [];.; X; ndo possuem base local enumeravel.

Demonstragdo. Seja (a; : i € I) € [],c; Xs um ponto arbitrdrio. Para cada i € I fixe um ponto b; €
Xi\{ai}. Entdo (a; : i € I) ndo possui base enumerdvel em [ ], ;{a;, b;}. Claramente, [[,.;{as,b;} é um
subespago de [[,.; X; e portanto, [[,.; X; também nao satisfaz o primeiro axioma de enumerabilidade.

O

i€l i€l

Fixe z; € X;. Se D; é denso em X; para todo i € I entdo D = {(y; : i € I) € [[,c;Xs: 3T C
I finitoy; € D; Vje Jey, =a; Vi eI\ J} édensoem [[, ., X;. Para ver isto, mas notar que todo
aberto basico interepta D.

Em particular, temos que o produto enumeravel de espagos satisfazendo o terceiro axioma de enume-
rabilidade satisfaz o terceiro axioma de enumerabilidade. Veremos que este resultado pode ser melhorado.

icl

11.2.4 Produto nao enumeravel de espacgos satisfazendo o terceiro axioma
de enumerabilidade.

A prova utiliza funcoes ‘escada’e usar uma base num conjunto de indices para construir um denso
pequeno.

Teorema 11.21. Teorema de Hewitt-Marczewski-Pondiczery (caso enumerdvel). Seja {X; : i €
2"} uma familia de espagos que satisfazem o terceiro axioma de enumerabilidade. Entao [Licon Xi
satisfaz o terceiro axioma de enumerabilidade.

Demonstracdo. Para cada i € 2V, fixe D; um subconjunto denso enumeravel de X;.

Seja B uma base enumerével de 2 (tomando 2 = {0, 1} com a topologia discreta e 2V com a topologia
de Tychonoff). Seja F a familia de subconjuntos finitos {Bj, ... B,} de B tal que By,... B, sao dois a
dois disjuntos.



72 CAPITULO 11. PRODUTOS. IMERSAO.

A familia F é enumerével. Seja D o conjunto das fungdes f tal que f tem dominio B’ € Fe f(B) € N
para cada B € B'. Entao f € D := Jgcr NB'. Como cada B’ é finito, logo cada N5’ é enumerdvel.
Como F é enumeravel, segue que D é enumeravel. A f € uma funcdo escada no conjunto de indices.

Para cada f € D, vamos associar um ponto de HieQN X;. Antes, enumere cada D; como {d; , : n € N}
(pode haver repetigao se for um conjunto finito). Defina zy = (zy; : i € 2V) tal que xy; = d; y(p) se
existe algum Be B =dom f talquei € Bexy,;, =diosei ¢ JB.

Vamos provar que D = {z; : f € D} é denso em [],.; X;. De fato, tome [], o U; um aberto bésico
de [];c; Xi- Como o suporte J desse aberto ¢ finito e 2V ¢ um espaco Hausdorff, existe {B; : j € J}
abertos de B dois a dois disjuntos tais que j € B; para cada j € J. Entdao {B; : j € J} € F.
Como D; ¢é denso em Xj, fixe n; € N tal que dj,, € U; para cada j € J. Seja g € D tal que
domg={Bj: jeJ} € Feg(Bj)=n; paracada j € J.

Entdo x4 ; = dj 4B,y = djn, € Uj para cada j € J. Logo x4 € [[;con Ui € DN [[;con Ui # 0. Assim,
D ¢é denso enumerével. O

Teorema de HMP. jpg

Figura 11.2: O teorema de Hewitt Marczewski Pondiczery.
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11.3 ‘Aquecimento antes de imergir’.

Vimos anteriormente como definir um subespago a partir de um espago. Podemos pensar no processo
inverso: dado um espago topoldgico Y, queremos ver Y como um subespago de algum espaco X com
propriedades interessantes. Por exemplo, construir os reais a partir dos racionais. Como no caso da
construcao dos reais, temos uma cépia usando uma fungdo que preserva a ordem e as propriedades das
operagoes dos racionais.

No caso de espacos topoldgicos, isto significa usar fungoes continuas.

Definicao 11.22. Dizemos que f: Y — X é uma imersao continua se f : Y — f[Y] é um homeomor-
fismo, onde f[Y] estd equipada com a topologia de subespago de X.

Podemos comegar com a situagao que temos uma fungao injetora num produto de espacos e usar a
topologia inicial para gerar uma topologia. Neste caso, vamos ter uma imersao.

Exemplo 11.23. Seja Y um subespaco topoldgico de X. A fungdo i : Y — X tal que y — y é uma
imersao continua. E comum identificarmos f[Y] com Y é pensarmos em imersoes como inclusées.

11.4 ‘Kit imersao’.

Podemos também ja ter uma topologia no espago e querer vé-lo como subespaco de um produto de
espagos. Precisamos que a fungao seja injetora e que seja um homeomorfismo com a imagem. Em cada
um desses casos, precisamos impor alguma propriedade a familia de fungoes.

11.4.1 Funcgao diagonal usando uma familia de fungoes.

Mesmo no dia a dia, alguns dados das pessoas sao tabelados (idade, sexo, altura, peso, etc...) e a
partir delas é possivel diferenciar as pessoas mesmo sem ter todos os seus dados. Cada dado pode ser
pensado como uma coluna na tabela e a pessoa é representada pelos dados de uma linha da tabela. Se
duas linhas tem a mesma informagao, os dados que temos nao diferenciam todas as pessoas da lista. Mas
para tomada de algumas decisoes ignoramos a pessoa e comparamos a outra a partir dos seus dados.

Definicao 11.24. Seja X um conjunto e F = {f; : ¢ € I'} uma familia de fungdes tal que f; : X = Y;
para cada i € [ e definir f = AF = Ajerfi: X = [[;c; Vi tal que para cada x € X, f(x) = (fi(z): i€
I).

Para podermos trabalhar com funcgoes continuas de um espago X, o espago precisa ter funcoes
continuas com uma certa abundancia. No caso, a abundancia serd conseguir separar pontos e sepa-
rar pontos de fechados, que serao definidos a seguir. Sem uma métrica conseguimos apenas dizer que
estao ele esta encostado ou nao, o que nos faz remeter a fecho.

Por exemplo, existem espagos regulares X em que as unicas fungoes continuas de X em R sao
constantes (as constantes sdo sempre continuas). Assim, quando tentarmos usar as fungds no produto
de fungbes continuas reais deste espaco, as fungoes continuas enxergam sé um ponto e a diagonal é um
ponto.

11.4.2 Familias que separam pontos.

Se as pessoas estiverem em fila e estiverem bem alinhados nem sabemos quantas pessoas estao nela
dependendo do angulo de visao.

Definicao 11.25. Dizemos que F = {f; : i € I} separa pontos se para cada z,y € X distintos, existe
i € I tal que fi(z) # fi(y).

Teorema 11.26. Se F separa pontos entdo AF é injetora. (isto nao involve topologias.)

Demonstragdo. Se x # y entdo existe j € I tal que f;(z) # fy). Portanto Ay fi(x) # Aicr fi(y) e a
funcao diagonal é injetora. O
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11.4.3 Familias que separam pontos de fechados

Dependendo do angulo de visao uma pessoa pode ficar escondida atras de uma arvore.

Se a pessoa estiver camuflada, ter algum angulo de visao em que ela nao esteja grudada a arvore
ajudaria reconhecer que ela nao faz parte da arvore. No caso, se nao enxergamos distancis, sé conseguimos
saber se estd encostado ou nao, o que nos remete a fechos.

Definicao 11.27. Seja F = {f; : i € I} uma familia de fungoes tais que tal que f; : X — Y;, onde Y;
é um espaco topolégico para cada i € I. Dizemos que F separa pontos de fechados de X se para cada
x € X e todo F fechado com z ¢ F existe i € I tal que f;(z) ¢ fi[F].

Teorema 11.28. Seja F = {f; : ¢ € I} uma familia de fungoes tais que tal que f; : X — Y;, onde Y;
é um espago topoldgico para cada i € I. Se F separa pontos de fechados entdo AF[F] é fechado em
AF[X] para todo subconjunto fechado F de X.

=l Lies Vi -
Demonstrag¢ao. Suponhamos que F' seja fechado em X. Seja y € AF[X] com y € A}‘[F]Hle] . Entao

existe + € X tal que AF(x) = y = (fi(z) : ¢ € I). Vamos mostrar que z € F. Caso contrario,
como F separa pontos de fechados, existe j € I tal que f;(x) ¢ myj Assim y = (fi(z) : i € I) ¢
WY" X ien gy Yo

Como AF[F] C [le; filF] € myj X [Lien gy Yir € o tltimo conjunto é fechado, segue que

SR | — Y, rmllier Vi
AF[F] " C f;[F] x [Licn g Yi Comoy ¢ f;[F] T x [Licn ) Yir segue que y ¢ AF(F] ey

contradigdo. Assim, AF[F] é fechado em AF[X]. O

Teorema 11.29. (Teorema de Imersao). Se F é uma familia de fungoes continuas que separa pontos e
separa pontos de fechados, entdo AF é uma imersao.

Demonstrag¢io. Temos que AF é uma funcdo injetora e continua. Entdo AF : X — AF[X] é uma
bijegdo continua que leva fechados a fechados. Assim, a sua inversa, (AF)~!: AF[X] — X ¢é continua
e portanto AF é uma imersao continua. O

11.5 ‘Antes de imergir num produto, verifique se os equipa-
mentos funcionam’.

11.5.1 Imersao de espacgos Tj.

H4 como fazer a imersdo de qualquer espacos Ty usando o espago D = {0,1} com a topologia
7 ={0,{0}, D}. O espago D é T logo o produto de cépias de D é Ty.

Proposigao 11.30. Seja X um espago Ty e F o conjunto de todas as funcoes continuas de X em D.
Entdo F separa pontos e separa pontos de fechados. Assim, AF é uma imersio de X em D7 .

Demonstracao. O argumento da imersao ¢é similar, pois estamos usando fungoes continuas. Entao basta
provar que F separa pontos e separa pontos de fechados. Como o espaco X nao precisa ser Ti, separar
fechados nao implica separar pontos.

Dado z # y, devido a X ser Ty podemos assumir que existe U aberto em X tal que x € U ey ¢ U
(invertemos z e y caso contrario). Seja f: X — D tal que f[U] = {0} e f[X \ U] = {1}. Temos que os
abertos de D tem imagem inversa aberta: f~1[{0}] = U e f~}[D] = X. Assim, f é continua e F separa
pontos.

Sex € X,z ¢ F com F fechado entao seja g tal que g[X \ F] = {0} e g[F] = {1}. De modo anélogo,
g ¢ continua. Para finalizar g(z) ¢ g[F] = {1} e {1} ¢ fechado, pois seu complemento, {0}, ¢ aberto em
D. O

11.5.2 Imersoes de 0-dimensionais.

Definicao 11.31. Um espago topolégico X ¢é O-dimensional se possui uma base de aberto-fechados

(clopens), ou seja uma base em que para todo U da base de abertos, U = U = U.
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Proposicao 11.32. Seja X um espaco O-dimensional. Entao as fungoes continuas em {0,1} separam
pontos de fechados.

Demonstragio. Para cada U aberto e fechado, a fungdo f : X — {0,1} C R tal que f[U] = {0} e
FIX\U] = {1} é continua. Como temos uma base de clopens, segue que X é completamente regular. []

Teorema 11.33. Um espago é 0-dimensional e Hausdorff se e somente se pode ser imerso no espago
{0,1}”7, para algum conjunto de ndices .J, onde {0, 1} é discreto.

Demonstragao. Se X é 0-dimensional entao a familia F das fungdes continuas de de X em {0, 1} separam
pontos de fechados. Como X é T; também separa pontos. Assim, X pode ser imerso em {0, 1}7.

Por outro lado, fixe J um conjunto de indices. Note que ser 0-dimensional é uma propriedade
topolégica hereditaria, pois a base de clopens do espaco gera uma base de clopens do subespago. Ser
0-dimensional também ¢é produtiva, por que os abertos béasicos usando bases de clopens formam uma
base de clopens do produto.

Como Ty também é uma propriedade hereditdria e produtiva e {0,1} é Hausdorff e 0-dimensional,
entdo todo subespaco de {0,1}7 é 0-dimensional e T,. Assim, como 0O-dimensional é propriedade to-
poldgica, todo subespago imerso em {0,1}7 é O-dimensional e T5. O

Exemplo 11.34. O V-espaco definido anteriormente usando sequéncias de racionais convergindo para
irracionais, foi definido por uma base de clopens e é Tj, assim é 0-dimensional e T5. Assim pode ser
imerso num produto de {0,1}’s.



Capitulo 12

Separando fechado de fechados.

12.1 Axiomas de separacao para fechados e fechados.

12.1.1 Normalidade. T}.

Definicao 12.1. Um espago X ¢é normal se dados dois subconjuntos fechados disjuntos F' e G de X
existem abertos disjuntos U e V taisque FCU e GCV.

Teorema 12.2. Sido equivalentes para um espago topoldgico X:

1) X é normal.

2) X = OUW com O e W abertos entao existem A e B fechados com A C O e B C W tal que
X =AUB.

3) Se F e G sdo fechados disjuntos entdo existe U aberto de X tal que F CU e UNG = ().

4) Se F é fechado e FF C W com W aberto, entao existe U aberto tal que FF C U C UCw.

Demonstracdo. A verificacao fica a cargo do leitor. O

Teorema 12.3. Normalidade é uma propriedade hereditaria para fechados.

Demonstracdo. Seja Y um subespaco fechado de X, com X normal. Tome F' e G fechados disjuntos de
Y. Entao F e G sao fechados em X. Pela normalidade, existe U e V abertos disjuntos em X tal que
FCUeGCV. EntaoUNY e VNY sao abertos disjuntos de Y taisque FCUNY eGCVNY. O

Exemplo 12.4. (Espaco normal T que nao é T1). Seja X o conjunto dos reais com a topologia gerada
pelos intervalos {|r,+oo[: r € X]|}. O espago é Tp. O fecho de {x} é ] — 0o, z]. Assim o espago nao é
T1 e é normal, pois nao ha um par de fechados disjuntos nao vazios. Se tomarmos um ponto que nao
pertence a um fechado, o ponto esta a direita do fechado, assim, qualquer aberto que contém o fechado
contém o ponto. Com isto, o espago nao é regular.

Proposicao 12.5. Um espago normal T é regular.

Demonstracdo. Basta notar que pontos sao fechados e usar a normalidade entre um ponto e um fechado
para obter regularidade. O

Definicao 12.6. Dizemos que um espacgo é Ty se é normal e T7.

Corolario 12.7. Espacos Ty sao T3.

12.1.2 ‘Colcha de retalhos’ ou ‘amarrar sapatos’?

Vamos provar um lema técnico que é usado na demonstragao de que regular + base enuméravel =
normal e regular + espago enumerdvel = normal. Ela serda usada novamente quando definirmos espagos
Lindelof. Alguns autores chamam o método de “shoe lacing”.

Lema 12.8. Sejam F' e G fechados e {U,, : n € N} e {V,, : n € N} tais que F' C |J,,cny Un, G € U, en Voo

(UnenUn) NG =0 e (Upen Vn) N F = . Entao existem A e B abertos disjuntos tais que F' C A e
G C B.

76
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equiv normalidade. jpg

Figura 12.1: Equivaléncias de normalidade.

Demonstragio. Note que nao precisarfamos fazer nada se (U, ey Un = Uynen Un 00 Upeny Va = Unen Vas
pois nesse caso terfamos | J,cnyUn NG = 0 ou J,,cny Vo N F' = 0 que é testemunha para a normalidade
para F' e G.

A ideia é ‘remover rebarbas’ de U,, e V,, para que as unides do que sobrar dos U, e do V,, fiquem
disjuntas. S6 que é preciso tomar o cuidado de nao ‘cortar demais’, para que a uniao ainda cubra F' e
G.

Para cada n € N, seja U}, = Uy, \Un<mV eVy=Vy, \Un<mU Defina entdo A = |J
B =U,cn V- A e B sio abertos pois sao unides de abertos.

nGN

Note que F'N U<, Vo = F'N Ul<n7 = ) por que estamos tomando o fecho de uma unido finita.

Similarmente, G N Uz<n » = 0. Assim, temos que a parte removida de U, e V,, nao f01 demasiada, pois
FNU,=FnUy; eassim FNU,cnUys = FNU,enUn = F e portanto F' C |,y Uy = A. De modo
andalogo, G C B.

Resta verificar A e B sao disjuntos. Suponhamos por contradicao que (J,,cy Uy € U, e Vi se inter-
sectam e tome = € (U, ey Un) NV(Upen Vi) Em particular, x € (U,,cny Un) N (U,en V). Tome & minimo
tal que x € Uy, ou z € Vj,. Neste caso, temos que x ¢ U; UV, paral < k. Em particular, z ¢ U e x ¢ V}*
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para cada [ < k.

Se z € Uy, entao x € |J,,.,, Un para todo m > k, assim temos que =z ¢ V;,, \ U,,<,,, Un = Vi para
todo m > k. Assim, x ¢ V% para todo n € N, uma contradigao. B

Se z € Vi, por um argumento anélogo, temos que x ¢ U}, para todo m > k. Assim, x ¢ U}, para
todo n € N, uma contradigao.

Assim z ¢ Uy UV}, contradizendo a existéncia de k. Assim, ndo existe x na interesecgao e os abertos
Unen Un € U, en Vi sdo disjuntos. O

shoe lacing.jpg

Figura 12.2: O ‘Shoe-lacing’.

12.1.3 Regular 4+ algo enumeravel = normal.

Teorema 12.9. Se X é regular e enumerdvel entao X é normal. Se X é regular e satisfaz o segundo
axioma de enumerabilidade entao X é normal.

Demonstracao. Seja X um espago regular enumeravel e sejam F e G fechados disjuntos. Enumere
F={a,: neN}eG={b,: ne N} Pelaregularidade, como a,, ¢ G existe U, aberto contendo a,
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tal que U, NG = 0. Como b,, ¢ F, também segue da regularidade que existe V;, aberto contendo b,, tal
que V, N F = (). Esta familia satisfaz as condicos para que existam abertos disjuntos contendo F e G,
Portanto X é normal.

Se X é um espaco regular satisfazendo o segundo axioma de enumerabilidade, fixe B uma base
enumeravel de abertos.

SejaBr ={0€B:3IwecFrc0eONG=0eBg={0€B:JxecGrxc0eONF =0}
Vamos checar que | JBr 2 F. De fato, se x € F entdao x ¢ G e pela regularidade e o fato de B ser
base, existe O € Btalque x € O e ONG = (. Assim, € O € Bp. De modo andlogo, teremos
UB¢ 2 G. Basta entao enumerar By = {U,, : n € N} e Bg = {V,, : n € N}. Como no caso anterior,
isto testemunha a normalidade.

O

12.2 ‘Conte comigo para encontrar um espago que nao €é nor-
mal’.

12.2.1 Cardinalidade de conjuntos.

Defini¢ao 12.10. Dados dois conjuntos A e B dizemos que |A| < |B| se existe uma funcdo injetora
f+A— B.

A defini¢do acima pode ser feita sem se preocupar com o Axioma da Escolha. O préximo teorema
também pode ser demonstrado sem o Axioma da Escolha:

Teorema 12.11. (Cantor-Bernstein) Dados dois conjuntos A e B, se |A| < |B| e |B| < |A]| entdo uma
funcao bijetora f: A — B.

A prova do teorema acima (sem usar o Axioma da Escolha) é feito no curso de Teoria dos Conjuntos.
Para poder apreciar por que o Axioma da Escolha nao é usado precisa ver o Teorema da recursao
(também estudado no curso de Teoria dos Conjuntos).

Definigao 12.12. Dizemos que |A| = | B| se existe uma bijegdo entre A e B.
Dizemos que X é enumergvel se |X| < |N|.
Um conjunto A ¢ finito se e somente se existe um natural n tal que |[A| = |n|.

Com o Axioma da Escolha, temos que um conjunto X ¢é infinito se e somente se |N| < |X].
Sob o Axioma da Escolha, um conjunto é finito se e somente se ndo existe uma funcéo injetora de N
em X, mas isto ndo é equivalente a ser finito sem assumir alguma forma fraca do Axioma da Escolha.

Note que a principio o |A| usado para a desigualdade e na igualdade poderiam nao ter correlagao
direta. Elas tém pelo teorema de Cantor-Bernstein.

N&o podemos pensar em |A| como uma classe de equivaléncia por que |A| ndo é um conjunto. Existe
porém uma forma de encontrar um representante bem definido quando assumimos o Axioma da Escolha.
Entao sob o Axioma da Escolha, teremos um conjunto x que denotaremos |A| = k.

Iremos comentar sobre isso quando falarmos de boa ordem. Por enquanto |A| se refere a comparar a
cardinalidade de um conjunto com o do outro usando funcoes injetora e bijetoras.

Podemos comparar cardinalidade usando fungoes sobrejetoras quando temos o Axioma da Escolha (
se existe uma fungao sobrejetora de B em A entdo existe uma injetora de A em B).

Definicao 12.13. Se A e B sao disjuntos entao |A| 4+ |B| é a cardinalidade de AU B. Se A e B néo sao
disjuntos tome A’ e B’ com as cardinalidade de A e B com A’ e B’ disjuntos e tome |A|+|B| = |A'UB’|.
Se A e B sido conjuntos |A|.|B]| é a cardinalidade de A x B.

Vamos assumir os seguintes resultados:

Proposigao 12.14. A soma e produto de cardinais é bem definida, é comutativa e associativa.
Para todo A e B temos |A| < |B|, |A| = |B| ou |B| < |A|. (Isto é equivalente ao Axioma da Escolha).
Se B ¢ infinito e |A| < |B| entao |B\ A| = |B.
R[] = [P(N)|.
AU B| < |A] + |BI.
Se A e B sao infinitos entao |A|.|B| = |A| + |B| = max{|A|,|B|}. (Levando em consideracao a
‘ordem’).
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Teorema de Cantor Bernstein.jpg

Figura 12.3: O Teorema de Cantor-Bernstein.

Note que dos resultados acima, temos que o conjunto dos irracionais tem a mesma cardinalidade dos
reais.

Teorema 12.15. (Cantor) Seja A um conjunto. Entao nao existe uma funcao injetora de P(A) em A.

Demonstracdo. A prova é feita por um argumento diagonal.

Suponha por absurdo que existe f : P(A) = A. Seja B = {f(x) : f(z) ¢ }. Como B € P(A),
temos que f(B) estd definido.

Se f(B) € B entao pela definicdo de B, temos que f(B) ¢ B, uma contradigdo. Se f(B) ¢ B entao
f(B) satisfaz a propriedade para estar em B, assim f(B) € B, novamente uma contradi¢cdo. Assim,
f(B) néo estd bem definida e portanto f néo existe. O

12.2.2 Usando cardinalidade para mostrar que um espaco nao é normal.

Teorema 12.16. Se X é um espago normal com D C X denso e A é um subconjunto fechado e discreto
de X com A e D infinitos. Entao |P(A)| < |P(D)|.
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Demonstra¢do. A primeira coisa a notar é que todo subconjunto de A é fechado. De fato, A\ B é aberto
em A, assim B = A\ (A\ B) é fechado em A. Como A é fechado em X, segue que B é fechado em X.

Pela normalidade de X, para cada B € P(A), podemos fixar um aberto Up tal que B C Up e
UpN(A\ B)=0.

Seja f: P(A) — P(D) dada por B — Ug N D. Vamos provar que f é injetora. Antes, lembramos
que o fecho de um aberto por um denso é igual ao fecho desse aberto. Se B # C' e ambos sao subconjuntos
de X, podemos assumir que B\ C # () (caso contrario trocamos a ordem de B e C). Seja x € B\ C.
Entdo 2 € B C Ug = U N D. Por outro lado, z € A\C e () = (A\C)NUc = (A\ C)NUc N D, assim
x ¢ UcND. Logo Us N'D # Uz N D, o que implica que Ug N D # Uc N D. Assim, f(B) # f(C), como
querfamos. O

Exemplo 12.17. (Um espago que nao é normal). Tomemos o W-espago visto anteriormente, onde o
conjuntos dos racionais € denso e o conjunto dos irracionais é fechado e discreto. Como os racionais tem
a mesma cardinalidade que N e os irracionais tem a mesma cardinalidade de P(N) e |P(P(N))| £ |P(N)|,
segue que o espago ndo pode ser normal. Como visto anteriormente, é um espago T3.

Exemplo 12.18. O Plano de Niemtyski. Mais um espaco que nao é Tj.

Demonstracdo. A prova da nao normalidade do Plano de Niemtyski segue o argumento de contagem.
Temos um denso enumerdvel (os pares de racionais no semiplano superior aberto sao densos por que
todos os elementos da base contém uma bola do R? contida no semiplano superior aberto). O espaco é
Hausdorff por que a topologia é mais fina do que a topologia de subespaco de R?. Veremos mais tarde
que ela satisfaz axiomas mais fortes que T5. O

12.3 ‘Tem alguém nao-normal ai?’.

12.3.1 Espacgos hereditariamente normais. Espacos T5.

Eventualmente provaremos que normalidade nao é uma propriedade hereditaria. Porém ja podemos
mostrar que normalidade nao é uma propriedade produtiva.

Definicao 12.19. Dizemos que X é um espago hereditariamente normal se todo subespago de X é
normal. Dizemos que um espago é T5 se é hereditariamente normal e T7.

Exemplo 12.20. Todo espago pseudométrico é hereditariamente normal.

Demonstracao. Todo espago métrico é normal ja que os fechados disjuntos podem ser separados por uma
fungéo continua f. De fato, se F e G sdo fechados, vimos que existe f continua tal que f[F] = {0} e
fIG] = {1} entao f~[[0, 1[] e f~' ]3], 1] testemunham a normalidade para F' e G. Como todo subespago
de um métrico é metrico, segue que todo subespaco é normal. O

Teorema 12.21. Um espaco X ¢ hereditariamente normal se e somente se todos os subespacos abertos
de X sao normais.

Demonstrag¢ao. A ida é 6bvia. Vamos provar a volta. Seja Y um subconjunto de X e F' e G dois fechados
disjuntos de Y.

=X =X .. . . p - .
Note que se I e G~ sdo disjuntos segue da normalidade de X (esta linha € desnecessdria, sai do
argumento abaizo, com W = X.)

Temos que F*ng* # () é um fechado. Entéo tome W = X \ (FX N éx). Note que Y C W (e
em particular FU G C W), de fato temos Y N (FX ﬂéx) =(Yn (FX) Ny ﬂéx)) =FNG=0.
E portanto Y C X \ (FX N éx) = W. Temos que F" ¢ G" sio fechado de TW. Vamos mostrar que
estes fechados de W sdo disjuntos. De fato, £ NG = (F nW)N (@G nW)=wn(F nG") =
(X\ (FX N @X)) N (FX N GX) = (). Assim, usando a normalidade de W (pois W ¢ aberto), existem U

e V abertos disjuntos de W tais que FW CUe éw CV. Assim UNY e VNY sao abertos disjuntos
deY taisque FCUNY eGCVNY. Assim, Y é normal. O

Para um outra equivaléncia de hereditariamente normal, precisamos de uma definigao.
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Figura 12.4: O plano de Niemitzky néo é normal.
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Definicao 12.22. Dizemos que um par de subconjuntos A e B de um espago topolégico X sao separados
se ANB=ANB=4.

Claramente estas propriedades sao topoldgicas.

Teorema 12.23. Um espaco ¢é hereditariamente normal se e somente se para todo para par de conjuntos
separados A e B existem abertos disjuntos U e V tais que ACU e BCV.

Demonstra¢ao. Suponhamos que X seja hereditariamente normal. Tome A e B separados em X. Entao
—X =X . .. N . Al —W
W =X\A" NB éum subconjunto aberto. Similarmente & prova da outra equivaléncia, temos que A
—W .. . . . . . —W
e B sao fechados disjuntos de W. Assim, existem abertos disjuntos U e V de W taisque AC A CU

e BC B C V. Como W é aberto em X, temos que U e V sao abertos de X.
Para a reciproca, basta provar que todo subconjunto aberto W de X é normal. Seja F' e G sub-
conjuntos fechados disjuntos de W. Entao W \ F é aberto em W, portanto aberto em X. Portanto

F C X\(W\F) com X\(W\F) fechado e portanto F¥ X\(W\F). Assim FnG c FXQ(W\F) =.
Por um argumento similar, temos G~ N F = ). Portanto F e G sdo separados em X. Por hipétese,
existem abertos disjuntos U e V taisque F CU e G C V. Entao UNW e VN W sao testemunhas da
normaldade de W para F e G. O

12.3.2 ‘Ser normal nao é sempre produtivo’.

Exemplo 12.24. A reta de Sorgenfrey é hereditariamente normal.

Demonstrag¢ao. Seja W um aberto na reta de Sorgenfrey X. Sejam F' e G subconjuntos fechados de W.
Para cada = € F existe um intervalo [z, a,| contido em W tal que x € [z, a;[ e [z, a,[NG = (). Para cada
y € G existe um intervalo aberto [y, b,[ contido em W tal que y € [y, by[ e [y, by[NF = 0.

Tome U = U, cplr,az[ e V = U,cqly, by[- Resta verificar que U e V' sdo disjuntos. Se este nao é o
caso, existe z € W, z € F ey € G tal que z € [z,a,[N[y, b,[. Temos entdo z < z < az[ ey < z < byl
Primeiro note que x # y, poisz € F,y € Ge FNG=0. Sex <yentdoz <y < z < a; e [x,a,[NG # 0,
contradigdo. Se y < z entdo y < x < z < by e [y,by[NF # 0, contradicdo. Logo UNV =0eU eV
testemunham a normalidade de F' e G em W. O

Exemplo 12.25. Normalidade e normalidade hereditaria nao sado propriedades produtivas.

Demonstracdo. Bastara mostrarmos que o quadrado do espago de Sorgenfrey nao é normal. Primeiro,
note que {[z,z + €[X[y,y + €[: =,y € X} é uma base de abertos de X x X. Seja @ o conjunto dos
racionais (nao iremos escrever QQ por que a topologia usada aqui nao é a da reta real). Entao claramente
Q x Q é denso em X x X.

Seja A = {(x,—x) : z € X}. O conjunto A é um fechado na topologia produto de R x R e a topologia
de X x X é mais fina, assim, A é fechada na topologia de X x X. Temos que AN([z, z+1[X[—z, —z+1[) =
{(z,—x)} (pois y > = implica que —y < —z). Assim, A é um subespago fechado e discreto em A. Vimos
que se X X X fosse normal, terfamos |P(A)| < |P(Q@%xQ)|, mas |P(A)| = |[P(P(N))|e |[P(QxQ)| = |P(N)|,
contradizendo o teorema de Cantor. O
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Figura 12.5: O produto cartesiano de retas de Sorgenfrey é nao normal.




Capitulo 13

Basico de Compacidade.

13.1 ‘Nao s6 de fechado e limitado vive o compacto’.

A palavra compacto = ‘fechado e limitado’ vale para subepacos de R™, mas nao é a nogao geral de
compacidade.

13.1.1 Beé-a-ba da compacidade.

Definicao 13.1. Dado X, dizemos que M é uma cobertura ou recobrimento de X se UM = X.
Dizemos que C é uma subcobertura ou subrecobrimento de M se C C M e |JC = |JM = X. Se todos
os elementos de M tem alguma propriedade como aberto, fechado, clopen etc.. dizemos que temos um
cobertura aberta, fechada, clopen etc...

A ideia é que compacto deve tentar preservar um pouco da finitude. Como uma quantidade de
abertos interessantes fossem ‘pontos’.

Definicao 13.2. Dado X um espaco topolégico, dizemos que X é compacto se toda cobertura aberta
de X possui uma subcobertura aberta finita, ou seja se U é uma cobertura aberta de X entao existe
U' C U finita tal que JU' = X.

Note que nao estamos assumindo nenhum axioma de separacao para definir compacidade. Vamos
provar alguns resultados bésicos para espagos compactos arbitrarios.
Primeiro deles é falar sobre a compacidade de um subespaco usando abertos do espago:

Proposigao 13.3. Um subespaco Y C X é compacto se e somente se para toda familia ¢4 de abertos
de X tal que Y C |JU entéo existe U’ C U finito tal que Y C U’ (note que | JU' néo precisa ser igual

a JU).

Demonstragdo. (+). Seja V uma cobertura de Y. Como Y é subespago de X, podemos fixar U = {U €
7x : UNY € V}. Claramente para cada V € V, existe U € U tal que V=UNY. Assim, JU D Y. Por
hipétese existe U’ C U finito tal que Y C JU'. Assim Y = (JU)NY = {UNY : U € U'}. Temos
que {UNY : U elU'} CV e assim encontramos uma subcobertura finita de V.

(=). Seja U uma familia de abertos de X tal que Y C [JU. Temos que V ={UNY : U € U} é uma
cobertura aberta de Y. Por hipétese, existe V' C V tal que |JV' =Y. Paracada V € V', fixe Uy € U tal
que V = Uy NV (note que {U : UNY = V} pode ser um conjunto infinito). Entao U’ = {Uy : V € V'}
¢ um subconjunto finito de U tal que JU' D JV' =Y. O

Corolario 13.4. Subespagos fechados de um compacto X sdo compactos.

Demonstragdo. Seja U uma familia de abertos de X tal que F C |JU. Como F é um fechado, X \ F' é
aberto e portanto {X \ F'} UU é uma cobertura aberta de X. Pela compacidade de X segue que existe
U’ C U finita tal que {X \ F} UU’ é recobrimento finito de {X \ F} UY. Como X \ FNF = {), segue
que F C JU'. Como U era arbitraria, segue que F' é compacta. O

85
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Teorema 13.5. Seja X um espaco. Sao equivalentes:
1) Um espaco é compacto.
2) toda familia de fechados com PIF tem intersec¢ao nao vazia.
3) toda rede possui ponto de acumulagao.
4) toda rede possui uma subrede convergente.
5) todo filtro possui ponto de acumulagao.
6) todo filtro pode ser estendido a um filtro convergente.

Demonstragao. (1) — 2)). Suponha que X possui uma familia F de fechados com PIF cuja intersecgao
é vazia. Entao {X \ F': F' € F} é uma cobertura de X (note que Jpc z(X \ F) = X\ (Nper F) = X)
e sem subcobertura finita. Assim, X nao é compacto.

(2) — 3)). Suponha que (x) : A € A) é uma rede. Seja F o filtro gerado por (z) : A € A). Entao
{F : F € F} é uma familia com PIF. Portanto, (\{F : F € F} # (. Fixex € ({F : F € F}.
Logo o filtro F tem x como ponto de acumulagao e pela dualidade, (z) : A € A) tem 2 como ponto de
acumulagao.

(3) = 4)). J4 visto que toda rede que acumula num ponto possui uma rede que converge para este
ponto.

(4) — 5)). Dado um filtro, tome a rede S associada. Por hipétese, a rede possui uma subrede
que converge para x. Assim, a rede tem z como ponto de acumulacdo. Pela dualidade, z é ponto de
acumulacao do filtro.

(5) — 6)). J4 foi visto que se um filtro acumula para um ponto entdo existe uma extensao do filtro
que converge para o ponto.

(6) — 1)). Seja X um espago que nao é compacto. Entdo existe uma cobertura aberta U sem
cobertura finita. Assim, C = {X \ U : U € U} possui PIF. Tome F um filtro estendendo o filtro gerado
por C. Entdo ({{F : F € F} C NC = 0. Assim, F nao tem ponto de acumulacio e portanto nao
converge. Assim, o filtro gerado por C néo satisfaz a condigao 6).

O

Definigao 13.6. Seja A um subcojunto nao-vazio de um espago topolégico X. Dizemos que z é um
ponto de acumulagao completo de X se |U N A| = | 4|, para cada vizinhanga U de x.

Teorema 13.7. Se X é compacto entdao todo subconjunto infinito de X possui um ponto de acumulacao
completo.

Demonstrag¢ao. Suponha que A é infinito e ndo tem ponto de acumulagao completo. Para cada x € X
tome U, vizinhanca aberta de z tal que |[U, N A| < |A|. Entao {U, : © € X} é uma cobertura aberta de
X. Qualquer subfamilia é da forma {U, : x € X'}, onde X’ C X é finito. Agora, AN|J{U,: z € X'} =
U{ANU, : 2 € X'} Assim, [ANUH{U, : 2 € X'} = |U{ANU, - 2 € X'} <3 o [ANUL| < |A].
Logo AN U{U, : x € X'} # A. Assim esta cobertura aberta testemunha que X nao é compacto. O

A reciproca do resultado acima também vale, mas iremos usar boa ordem, por isso ela serd feita
quando retornamos a equivaléncias do Axioma da Escolha.

Definicao 13.8. Dizemos que Y é uma imagem continua de X se existe uma funcao continua f : X =Y
tal que f[X] =Y.

Proposigao 13.9. A imagem continua de um compacto é um compacto.

Demonstragdo. Seja U uma cobertura aberta de Y. Pela continuidade da f, temos que V = {f~[U] :
U € U} é6 uma cobertura aberta de X. Como X é compacto, existe V' subcobertura finita de V. Fixe
U’ finita tal que V' = {f~![U] : U e U}. Entdo Y = f[X] = Upey fIV] = Uyew U = UU'. Assim,
U’ é uma subcobertura de Y. Como U é arbitrério, segue que Y é compacto. O

Proposicao 13.10. Seja B uma base de abertos de X. Entao X é compacto se e somente se toda
cobertura de abertos por elementos de B possui uma subcobertura finita.

Demonstragao. A ida é verdade, pois os elementos de B sdo abertos.

Para a volta, seja U uma cobertura aberta de X. SejaV ={V € B: 3U € U,V C U}. Primeiro,
note que V é uma cobertura. De fato, dado z € X, existe U € U tal que = € U. Assim, existe V € B tal
que x € V C U e portanto x € V € V. Por hipdtese, existe V* C V finito tal que V* é uma subcobertura
de V. Para cada V € V*, fixe Uy € U tal que V C Uy (existe pela definicdo de V' € V). Assim,
{Uy : V € V*} é uma subcobertura finita de U, pois Uy ¢y V € Uy ey Uv- O
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13.1.2 Compactos com axiomas de separacao.

Vimos que subespagos fechados de compactos sdo compactos. A reciproca nao vale em geral:

Exemplo 13.11. Seja X o conjunto dos naturais com a topologia co-finita. Entdo o tnico fechado
infinito é X. O espago X é compacto e T;.

Tome Y o conjunto dos pares. O conjunto Y na topologia de subespaco tem a topologia co-finita em
Y e é um subconjunto compacto, mas nao é fechado em X.

Teorema 13.12. Se X é Hausdorff e FF C X é compacto entao F' é fechado.

Demonstragdo. Para cada x € X\ F, e y € F, existe Uy e V,, abertos disjuntos tais que z € U, e y € V,,.
Assim F C | J{V, : y € F}. Pela compacidade de F, existe F* C F finita tal que F C |J{V, : y € F*}.
Tome U = (,cp- Uy Entdo UNEF CUN (Uyep- Vy) = Uyep-(UNVy) €U, ep-(UyNVy) = 0. Como
x € X \ F é arbitrario, segue que X \ F' é aberto e portanto F' é fechado. O

Corolario 13.13. Se X é compacto T entao X ¢ regular.

Demonstrag¢ao. Seja x € X e F um fechado que nao contém z. Temos que F' é compacto, e pela prova
do teorema U e V = |J{V, : y € F*} sao abertos disjuntos tais que z € U e F C V. Assim, X é
regular. O

Teorema 13.14. Se X é regular e compacto entao X é normal.

Demonstragao. O argumento é similar ao que ja foi feito acima. Tome F' e G fechados disjuntos. Para
cada z € F, temos que x ¢ G, assim existe U, e V,, abertos disjuntos tais que € U, e G C V,,.. Pela
compacidade de F existe F’ C F finito tal que F C |J{U, : z € F'}. Tome V = ({V, : = € F'}. Entao
U e V sao abertos disjuntos tais que F CU e G C V. O

Corolario 13.15. Se X é compacto T entao X é Ty.

O resultado de que compactos regulares sdo normais segue da demonstraciao de ‘shoe-lacing’, o que
neste caso é um desperdicio de notacao por que estamos usando uma quantidade finita de abertos. Vere-
mos uma demonstragao usando o ‘shoe-lacing’ para espacos Lindelof, quando falarmos sobre propriedades
relacionadas & compacidade.

13.1.3 Trés provas de que produto finito de compactos é compacto.

Vimos que normalidade nao era produtiva. A compacidade é produtiva, mas o caso geral serd feito
mais tarde.

Teorema 13.16. Se X e Y sao compactos entao X X Y é compacto.

Demonstracao. Seja B a base dos abertos basicos de X x Y.

Tome W uma cobertura aberta de X x Y contida em B. Para cada z € X, temos que {z} x Y é um
subespago homeomorfo a Y portanto, compacto. Entao existe W, C W finita tal que |V, 2 {z} x Y.
Seja Uy = (WU : z € U,3V(U x V € W,)}. Por ser uma interse¢do finita de abertos contendo x, U, é
uma vizinhanga aberta de z. Entao {U, : € X} é uma cobertura aberta de X.

Assim, existe Xo C X finito tal que {U, : « € X} é uma subcobertura finita de {U, : = € X}.
Afirmamos que W* = J,c x, Wz ¢ uma subcobertura finita de W. Claramente W* C W e ¢ finita. Para
ver que W* recobre X x Y, fixe (z,y) € X x Y. Por hipétese, existe g € Xo tal que z € U,,. Por
hipétese, |JWz, 2 {z0o} X Y. Assim, existe U x V € W, tal que (zo,y) € U x V. Entdo x € U, CU
ey € V. Assim, (z,y) e U xV e W,, C W*. O

Exercicio 13.17. (Tentativa de usar redes). Seja ((zx,yx) : A € A) uma rede em X x Y. Entao
(xx: A€ A) éumarede em X e (yy: A € A) é uma rede em Y. Pela compacidade de X e Y existem
a€XebeY esubredes (a, : 0 € ¥) e (by : v €T') que convergem para a e b respectivamente. Seja
Op: X — Aeby,: I' = A tais que a; = Tg, () € by = Yo, (+)-

1) qual o problema de tentar usar a rede ((ay,by) : (0,7) € ¥ xI')?

2) qual o problema de tentarmos usar (X,T')* = {(0,v) € ¥xI': 0,(0) = 0,(v)} e arede ((ag,y, boy) :
(0,7) € (£,T)*, onde (a¢ ,bs~) = (as, by) para todo (o,7) € (X,T)*?
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Figura 13.1: O lema do Tubo - produtos de dois compactos é compacto.

Demonstragao. (Usando redes). Seja ((zx,yx) : A € A) uma rede em X x Y. Entéo (z) : A € A) é uma
rede em X.

Pela compacidade de X existem x € X e uma subrede (a, : 0 € X) de (zy : A € A) que converge
para z. Seja fh : ¥ — A a testemunha que é subrede, ou seja, tal que a, = ¥y, (s). Podemos definir
(by : o € ¥) uma subrede de (yx : A € A) de modo que b, = yp,(r). Entdo ((as,bs) : 0 € ¥) é um
subrede de ((mx,y,\) : A€ AN). Agora, (b, : 0 € X) é uma rede em Y. Pela compacidade de Y existe
uma subrede (v, : v € I') que converge para y € Y e 6, : I' = X a testemunha que é subrede, ou seja

= by, () Deﬁna (uy : v €T) tal que uy = ag,(). Entao (u, : v € T') é uma subrede de (a, : 0 € X)
e portanto (uy) : v €T) converge para . Logo, ((uy,vy) : v € I') é uma subrede de ((as,b,) : 0 € X).
Como subrede de subrede é subrede, segue que ((uy,vy) : v € I') é uma subrede de ((zx,yx) : A € A).
Como a primeira coordenada da subrede converge para = e a segunda converge para y segue que a rede
((xx,yr) : A € A) possui uma subrede que converge para (z,y). Assim, X x Y é compacto. O

Note que num produto infinito, nao poderiamos usar este mesmo argumento para ir achando subredes
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de subredes infinitas vezes.

Demonstragdo. (Usando filtros) Seja F um filtro em X X Y e wx e my as projegoes em X e Y respecti-
vamente. Seja Fx o filtro gerado por {nx[F]: F € F}. Como X é compacto, existe z € X e um filtros
estendendo F, que converge para x. Seja V, o sistema de vizinhangas de z em X. Entao pela definigao
de convergéncia, segue que V, U Fx tem PIF (pois estd contido na extensdo de Fx que converge para

Afirmamos que FU{U xY : U € V,} tem PIF. Como F tem PIF ¢ {U xY : U € V,} tem PIF,
basta mostrar que F N (U xXY) # 0 para F € FeU € V,. Mas FN (U xY) # 0 se e somente se
nx[F]NU # 0 (de fato, (a,b) € FN(U XY) <> (a,b) e Feae U< acnx[FleacU <« nx[F|NU).
O dltimo termo da equivaléncia é ndo vazio por que V, U {rx[F]: F € F]} tem PIF.

Seja Fi o filtro gerado por FU{U xY : U € V. } e Fy o filtro gerado por {my[F]: F € F;}. Como
Y ¢é compacto, existe y € Y e um filtro estendendo Fy que converge para y. Seja V, as vizinhancas
de y em Y. Entao temos que Fy UV, tem PIF. Por argumentos similares ao anterior, temos que
FiU{X xV:V eV} tem PIF. Entao FU{U xY : U € V,} U{X x V :€ V,} tem PIF.

Logo, FU{U xV : U € V,,,V € V,} tem PIF. Com isto, este conjunto gera um filtro que estende F
e que contém uma base local de (x,y). Portanto F pode ser estendido para um filtro que converge para
(z,y). Portanto X x Y é compacto. O

Note que aqui também nao podemos fazer extensoes sucessivas do filtro se tivermos um produto
infinito.

Como em redes, nao podemos tomar os dois filtros das projecoes, estender ambos para convergir e
depois tentar usar o produto dessas duas extensoes para estender o filtro original.



Capitulo 14

Compacidade em espaco ordenado.
O Lema de Urysohn.

14.0.1 Ordem e Compacidade. A compacidade de [0, 1].

Vamos relembrar algumas definigoes.

Dado um conjunto nao-vazio A de um conjunto linearmente ordenado X por <.

Dizemos que a € X ¢é limitante superior de A se x < a para todo z € A. Caso a € A, dizemos que a
é maximo.

Dizemos que a € X é supremo de A se

xr < aparatodox € Ae

se be X, x <bparatodoz € A entao a < b.

Dizemos que a € X é limitante inferior de A se © > a para todo z € A. Se a € A dizemos que a é o
minimo de A.

Dizemos que a € X é infimo de A se

x> a paratodox € Ae

se be X, x> bparatodo z € A entao a > b.

Lembramos que um espago é conexo se e somente se nao possuem subconjuntos abertos e fechados
(clopen) distintos de () e o espago todo.

Teorema 14.1. Seja X uma ordem linear que possui minimo e tal que todo subconjunto nao-vazio
possui supremo. Entao X é compacto e conexo na topologia gerada pela ordem.

Demonstracdo. Seja g o minimo de X e seja 1 o supremo de X. Como x; € X segue que x1 é maximo
de X. Note que os intervalos abertos que formam a base de abertos da topologia sdo [xg,al, ]a,b[ e
]b7 1'1] .

Seja U uma cobertura de intervalos abertos. Basta verificarmos para este caso, pois os intervalos
abertos formam uma base de abertos. Seja A = {a € X : [xg,a] possui subcobertura finita }. Como
g € A, o conjunto é ndo vazio. Seja ag = sup A.

Primeiro, iremos verificar que ag € A. Se este nao fosse o caso, entdo ag é supremo de A que nao é
méximo. Seja U € U o intervalo aberto tal que ag € U. Como ag é supremo mas nao é maximo de A
existe z € U N A tal que z < ag, e portanto [xg,z] pode ser coberto por um ntmero finito de intervalos
(pois z € A) e [z, ap] estd contido em U. Assim, [xg, ap] tambem pode ser coberto por um ndmero finito
eag € A.

Vamos agora provar que ag = x1. Se este nao for o caso, existe y; € X com ag < y1 < x1 tal que yp
¢ a extremidade & direita de U. Seja V € U tal que y; € V. Entao [zg, y1] = [0, ao] U [ao, y1[U{y1} onde
[0, ap] pode ser coberta por uma quantidade finita de intervalos de U, [ag,y1[C U e {yo} C V. Assim
[0, y1] pode ser coberta por uma quantidade finita de intervalos, portanto y; € A, contradizendo que
ap é maximo de A. Assim A 3 ap = 21 e X = [zg, 21] pode ser coberto por uma quantidade finita de
intervalos de U. Como U era arbitrario, temos que X é compacto. O

Coroldrio 14.2. [0,1] é compacto.
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compacidade e ordem. jpg

Figura 14.1: Compactos e conexos linearmente ordenados.

Proposigao 14.3. Seja X linearmente ordenado tal que todo subconjunto nao-vazio limitado superi-
ormente de X possui supremo em X. Entdo todo subconjunto nao-vazio limitado inferiormente de X
possui infimo.

Demonstra¢do. Seja A um subconjunto ndo-vazio limitado inferiormente. Entdo tome B = {z € X :
x < aVa € A}. O limitante inferior de A pertence a B, assim B é nado-vazio e podemos tomar b o
supremo de B. Fixado a € A, temos que z < a para todo x € B. Assim, b = sup B < a. Assim, b é um
limitante inferior de A. Dado ¢ outro limitante inferior de A, temos que ¢ < a para todo a € A. Assim,
¢ € B. Logo, ¢ < b. Portanto b é infimo de A. O

Teorema 14.4. Seja X linearmente ordenado tal que todo subconjunto nao-vazio limitado superior-
mente de X possui supremo em X. Entdao A C X é compacto se e somente se A é fechado e limitado.

Demonstragdo. (—). Se A é ilimitado superiormente entdo U = {{y: y <z} : x € A} é uma familia de

abertos de X tal que A C U, mas qualquer subfamilia finita i’ = {{y: y <z} : 2 € A’} (A’ C A finito)

é tal que A > max A’ ¢ [JU'. Assim conjuntos ilimitados superiormente né sdo compactos.
Analogamente, podemos verificar que conjuntos ilimitados inferiormente nao sdo compactos.
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Portanto se A é um subconjunto compacto entdo é limitado (limitado superiormente e limitado
inferiormente).

O espaco X é Haudorff. Assim, se A é compacto, entdo A é fechado.

Com isto temos que subconjuntos compactos de X sao fechados e limitados.

(+). Para a reciproca, suponha que A é fechado e limitado. Entao tome zy um limitante inferior de
A e 7 um limitante superior de A. Temos que [zg,z1] é um subconjunto fechado de z, assim contém
todos os supremos de seus subconjuntos e a topologia da ordem em [zg, 21] coincide com a topologia de
subespago por ser um intervalo. Assim, [zg, z1] é um compacto. Como A é fechado em X e A C [z, x1],
temos que A é fechado em [z, x1]. Como os subconjuntos fechados de compactos sdo compactos, segue
que A é compacto. O

Vamos dizer que A C Hie ; X é limitado se existem intervalos fechados J; com extremidades em X;
tais que A C [[,c; Ji-

Teorema 14.5. Seja X; com uma ordem linear tal que todo subconjunto limitado possui supremo para
cada i € I, I finito. Entdo A C Hiel X; é compacto se e somente se A é fechado e limitado.

Demonstragdo. Seja 7, a projegao de [[;o; Xi; em Xj, para cada k € I.
(—). Se A é compacto entdao temos que m[A] é compacto. Além disso, A C [],.; m[A]. O conjunto
7[A4] é limitado em X}, assim existe um intervalo fechados J; com extremidades em X} tais que
m,[A] C Ji. Portanto A C [[;.; Ji e A é limitado. Como cada X; é Hausdorff e a propriedade Hausdorff
é produtiva, segue que [[;.; X; é Hausdorff. A é um subconjunto compacto de um Hausdorff, portanto
A ¢é fechado em [[,.; X;.
(+). Suponha que A é fechado e limitado em [],.; X;. Entdao A C []

ier Xi ier Ji, onde J; ¢ um compacto.
Entao A é um subbespago fechado do compacto [],.; J;, logo A é compacto. O

el
Corolario 14.6. Um subespago A de R™ é compacto se e somente se A é fechado e limitado (na distancia
Euclidiana).

Demonstracdo. Basta notar que um subconjunto é limitado na distancia Euclidiana do R™ se e somente
se é um subconjunto limitado usando a ordem. O

Vamos ver agora que espagos normais possuem fungoes reais continuas em abundancia para separar
fechados (hé casos em que o espago é normal por ter poucos fechados disjuntos). Entéo se tomarmos um
espago normal e T7 (ou seja Ty), teremos que as fungdes reais continuas servem para imergir um normal
T1 num produto de intervalos. Espagos compactos Hausdorff sao 7.

Assim, qualquer espaco compacto Hausdorff por mais abstrato que possa parecer, serd homeomorfo
a um subespacgo fechado de um produto de intervalos.

14.1 Pré aquecimento ao Lema de Urysohn

14.1.1 Uma equivaléncia de R como conjunto ordenado.

Ja vimos a prova da versao métrica do Lema de Urysohn, que era:

Se X é gerado por uma pseudométrica e F' e G séo fechados disjuntos entdo existe f : X — [0,1]
continua tal que f[F] = {0} e f[G] = {1}.

Vamos fazer um exemplo usando os racionais para melhorar a intuigao sobre a ideia da construcao.
Neste exemplo, associamos pontos a pontos para ir construindo uma ordem entre dois conjuntos infinitos
enumeraveis. Depois usamos a propriedade dos supremos para completar a funcao.

Lema 14.7. Seja X um conjunto linearmente ordenado, denso em si mesmo, enumeravel e sem ponto
de méximo ou de minimo. Entao a ordem de X é isomorfa a ordem de Q (isto é, existe uma bijegao de
X em Q que preserva ordem.)

Demonstragdo. Por ser denso em si mesmo, temos que X é infinito e enumeravel. Seja {z,, : n € N} uma
enumeragao bijetora com os naturais. Também para os racionais, tome uma enumeragio {g, : n € N}
que é uma bijecado com os naturais. O argumento é olhar os dois lados da enumeragao para criar um
isomorfismo parcial de ordem.
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(¥) Para cada n € N vamos definir f,, : A, — B, um isomorfismo de ordem tal que A4,, é um
subconjunto finito X, B,, é um subconjunto finito de Q e {z; : i <n} C A, e {¢g; : i <n} C B, e tal
que f,, € uma extensao de f, para todo m > n.

Vamos primeiro supor que (*) foi construido e provar que existe o isomorfismo. Seja f = |J,,cy fn
(aqui estamos considerando que f é um conjunto de pares ordenados, onde a primeira coordenada é o
elemento do dominio e a segunda coordenada é o valor de f no ponto). Dado z,2’ € X, com = < 2/,
existe n tal que z, 2’ € A,,, assim f(z) = fn(x) < fn(2') = f(z’). Com isto, f tem dominio X, é injetora
e preserva ordem. Para ver que f é sobre, dado ¢ € Q, existe n tal que ¢ € B,,, assim existe © € A,, tal
que f(x) = fn(x) = q. Assim, f é sobre.

Paran =0, seja Ag = {20}, Bo = {qo} e f(20) = qo-

Suponha que f; estd definida para todo i < n satisfazendo (%) e vamos construir f,41.

Vamos adicionar no maximo dois pontos ao dominio e ao contradominio para definir f, ;. Faremos
isso em duas etapas:

1) Se 41 € A, entdo seja A, = A,, B, = Bp e fl = fn.

Se xpt1 & A, entdo seja Al = A, U {x,11}. Vamos considerar os trés casos:

/
n?

- Tpt1 € méximo de Al , tome s € Q\ B, maior que todos os elementos de B,,.

/!

', tome s € Q\ B,, menor que todos os elementos de B,.

- Tpy1 6 minimo de A
- Tp+1 ndo é nem maximo nem minimo de A/, tome a; o méximo de {zx € A,, : z < zp41} e az 0
minimo de {z € A, : © > x,41}. Tome r; o miximo de {f,(z) : z € A, e x < T, 41} e r2 0 minimo
de {fn(z): z € A, e x > xpi1}. Como f,, é um isomorfismo de ordem, temos que r; < r9. Como Q é

denso em si mesmo, existe s € Q \ B, tal que r < s < 7.

Em qualquer um dos trés casos, seja Bl, = B, U {s} e seja f]|a, = fn e fl(Tny1) = s.

2) Vamos agora comegar com f,. A prova é uma repetigao do que foi feito acima usando a funcao
inversa de f/, mas iremos fazer os detalhes.

Se qny1 € By, entdo seja Apy1 = A, Buy1 = Bj e far1 = f.

Se gny1 ¢ B), entao seja B,y1 = B, U{qn+1}. Temos trés casos:

Gn+1 € méximo de B, y1, tome a € X \ A/, maior que todos os elementos de AJ,.

gn+1 € minimo de B,11, tome a € X \ A}, menor que todos os elementos de A/,.

- @n+1 N80 é nem méximo nem minimo de By, 41, tome r; 0 méximo de {q € Bpy1: ¢ < Gny1} € T2
o minimo de {q¢ € Bn11: ¢ > ¢uy1}- Tome a; o maximo de {(f.)"*(q): ¢ € B, e q < gni1} € az o
minimo de {(f,)"*(¢): ¢ € B/, e ¢ > qny1}. Como f/ é um isomorfismo de ordem, temos que a; < as.
Como X ¢ denso em si mesmo, existe a € X \ A/, tal que a1 < a < as.

Seja Apy1 = Ay, U{a}, farilar = fl e far1(a) = guy1. Entdo fr 41 é um isomorfismo entre A, e
Bn+1 com Tpy1 € Xn+1 € Qnt1 € Bn+1. O]

Teorema 14.8. Seja Y um conjunto linearmente ordenado denso em si, sem ponto de maximo e minimo
em que todo todo conjunto limitado nao vazio possui supremo. Se Y tem um conjunto denso enumeravel
entdo Y é isomorfo a R.

Demonstracao. Seja X um conjunto enumeravel e denso de Y. Entao X é denso em si mesmo, nao tem
méximo ou minimo. Entao existe um isomorfismo f : X — Q. Defina g(y) =sup{f(z): z <y,z € X}.
Entao g é um isomorfismo de Y em R.

Dado y; < y2 tome 21,22 € X tal que y; < 1 < z2 < y2. Entdo g(y1) < f(z1) < f(z2) < g(y2).
Assim, g preserva ordem e é injetora. Para provar que g é sobrejetora, fixe r € R . Entdo S = {s € Q:
s<r}étal quer =supS. Seja A= f~1[S]. Temos que A é limitado superiormente, portanto podemos
tomar ¢t = sup A.

Afirmamos que A = {z € X : z < t}. Como S néo tem méximo e f é isomorfismo, segue que A nao
tem méximo. Assim, A C {z € X : z < t}. Por outro lado, se z < t, existe 2’ € A tal que z < 2/ < ¢.
Como f é isomorfismo, temos que f(z) < f(z') < r, pois, ' € A implica que f(z') <r. Logo, z € A e
temos AD {zr e X : z <t}

Assim, g(t) = sup f[A] =supS =1 e g é sobre. O
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homeomorfos a racionais.jpg

Figura 14.2: Isomorfismos com o conjunto dos racionais.

14.2 ‘Uma ponte entre dois fechados’: Lema de Urysohn.

14.2.1 Fazendo rodelas para construir uma funcao continua.

No caso de Lema de Urysohn, vamos associar uma rodela a um intervalo, entao seria jogar cada ponto
da rodela a algum lugar 'préximo’ do valor que a funcéo ird receber ao final da construcdo. Aumentando
o numero de rodelas iremos também dar mais precisao sobre onde estao os pontos em funcao das rodelas
e rodelas mais finas se associam a intervalos cada vez menores, o que garantira a continuidade da fungao.
As rodelas seriam mais ou menos as aproximagoes de um conjunto de curvas de nivel da funcao que
estamos construindo.

Ao invés de [0,1] a conta funciona igual para um intervalo [a,b]. Nesse caso temos dois plateaus, o
F em altura a e o G em altura b. O grafico da extensao seria uma ponte entre eles.

Teorema 14.9. (Lema de Urysohn) Se X é normal e F' e G sdo fechados disjuntos entao existe f :
X — [0, 1] continua tal que f[F] = {0} e f[G] = {1}.

Demonstrag¢ao. Vamos comegar enumerando todos os racionais entre no intervalo fechado [0, 1] com uma
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Figura 14.3: O Lema de Urysohn.

bijecao {r, : n € N} de forma que ro = 0 e r; = 1. Usando normalidade, podemos encontrar Uy e Uy
abertos de X tais que F C Uy CUy CU; CU; C X \ G. Suponhamos que ja definimos U,, para todo
k < n de modo que se ry < r; entdao Uy, C U,,. Tome r,41. Como 0 =1y < rpq1 < 1 =11, podemos
fixar r; e ry, com i,m < n tais que r; < r, + 1 < 7y, € 1y, — 1 é 0 menor valor possivel (ou seja r; é
0 mais préximo a esquerda de 41 € 7, 0 mais préximo a direita de z,41). Temos por indugdo que
U,, CU,, . Assim, pela normalidade de X existe um aberto U, ., tal que U, C U €U, €U,
Como 7; e 1y, sdo os mais préximos a r,11, segue que se ri < r; entdo U,, C U,, para todo j,k < n+1.

Agora vamos definir f: X — [0,1]. Seja f(z) = inf({ry : = € U,, } U{1}). De fato, f(z) € [0,1].

Para mostrar que f é uma funcdo continua, basta mostrar que f~1[[0,7[] e f~*[|r,1]] sio conjuntos,
abertos, pois os abertos da forma [0,7[ e ]r,0] formam uma subbase de [0, 1]. Seja z € f~1[[0,r[]. Entdo
f(z) < r. logo seja g racional tal que f(x) < ¢ < r. Pela definicdo de f(x), segue que = € U,. Pela
defini¢do de f temos que f(y) < ¢ para todo y € U,. Assim, z € U, C f~[[0,r[]. Como = ¢ um ponto
arbitrario do conjunto, segue que f~1[[0,7[] é aberto.
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Sejax € f~[|r,1]]. Entdao r < f(x). Tome ¢, ¢’ racionais tais que r < ¢ < ¢’ < f(x). Como ¢’ < f(x)
segue que x ¢ Uy . Assim, x ¢ U,. Para cada y ¢ Uy, temos que y ¢ Uy, assim r < ¢ < f(y). Portanto
r€X\Uye X\U, C f~Yr,1]]. Como z era um ponto arbitrario do conjunto, segue que f~1[Jr,1]] é
um conjunto aberto. Como a imagem inversa de abertos da subbase sao abertos, temos que fé continua.

Falta apenas checar que f[F] = {0} e f[G] = {1}. Se x € F entao x € Uy, logo f(z) =0. Sex € G
entdo z ¢ X \ G. Como U, C U; C X \ G, segue que x ¢ U,, para todo ¢ racional entre 0 e 1. Assim,
f(z)=1. O



Capitulo 15

Separando ponto e fechado por
funcoes.

15.1 Espacos completamente regulares.

15.1.1 Definicao de Espagos completamente regulares.

Definicao 15.1. Um espago X é completamente regular se para todo x € X e todo fechado F' tal que
x ¢ F existe uma fungao f : X — [0, 1] continua tal que f(x) =0 e f[F] = 1. Note que podem existir
pontos y em X \ ({z} U F) tais que f(y) vale 0 ou 1.

Exemplo 15.2. Todo espago gerado por pseudométricas é completamente regular.
Ja vimos que dado = € X e F fechado com z ¢ F existe g : X — [0,1] tal que g(z) =1 e g[F] C {0}.
Tome f(x) =1— g(x).

Proposigao 15.3. Espagos completamente regulares sao regulares.

Demonstragio. Sejam x € X e F um fechado tal que x ¢ F. Como X é completamente regular, existe
f: X —[0,1] continua tal que f(z) =0 e f[F] = {1}. Tome U = f~1[[0,3[] e V = f~![]3,1]]. Entdo
2 €U, FCVeUNV ={. Assim, X é regular. O

Exemplo 15.4. Normal nao implica completamente regular.

Demonstracao. Vimos que existe um espaco X normal Ty que nao é regular. Logo, X é um espago
normal que nao é completament regular. O

Proposigcao 15.5. Um espago regular e normal é completamente regular.

Demonstragao. Dado um ponto z e F' fechado com x ¢ F, pela regularidade, existe U aberto contendo
r tal que U N F' = (). Usando o Lema de Urysohn, existe uma fungao continua f : X — [0,1] tal que
flU] = {0} e f[F] = {1}. Como x € U, segue que f testemunha a regularidade completa para x e F. [

15.1.2 Algumas condicoes equivalentes a ser completamente regular.

Lema 15.6. Seja X um espago topoldgico. Seja C uma subbase de fechados, B uma subbase de abertos
e {V,: € X} um sistema fundamental de vizinhangas de X. S&o equivalentes:

1) X é completamente regular

2) para todo z € X e todo W aberto tal que x € W entao existe f : X — [0,1] continua tal que
flx) =0e fIX\W] = 1.

3) se C é uma subbase de fechados e z ¢ F com F € C entdo existe f : X — [0,1] continua tal que
J(@)=0e fIF] = 1.

4) se B é uma subbase de abertos, e z € U com U € B entéao existe f : X — [0,1] continua tal que
flz) =0e fIX\U] =1.

97
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Demonstragio. 1) + 2). E apenas a relacdo de que complementar de aberto é fechado e vice versa.
1) = 3) e 2) — 4) seguem do fato que os elementos da subbase sdo abertos.

3) = 1). Sejaz € X e F um fechado tal que x ¢ F. Como C é uma base de fechados, existem
Cy,...CyeCtalquex ¢ C1U...UC, e C1U...UCE D F. Para cada Cj, existe f; : X — [0, 1] continua
tal que f;[C;] = {1} e fi(z) = 0. Tome f tal que f(y) = max{fi(y),..., fx(v)}. Entdo f é continua
(verifique que o maximo de duas fungoés continua é continua) e f(z) =0e f[F] = 1.

4) — 1). Tome os complementares de B para termos um subbase de fechados C*. Como B satisfaz a
condigao em 4), segue que C* satisfaz a propriedade em 3). Aplicando 3) para C* temos que vale 1). [

15.1.3 Completamente regular, pseudométricas e topologias iniciais de com-
pletamente regulares.

Uma forma um pouco tosca para pensar sobre isso é que cada pseudométrica d4 uma medigao
imprecisa entre um ponto e um fechado, mas o espago pode ser tao torto que é preciso de uma quantidade
grande de medigoes para identificar corretamente os pontos e fechados.

Teorema 15.7. Sdo equivalentes: Um espago é completamente regular se e somente se sua topologia é
gerada por uma familia de pseudomeétricas.

Demonstrag¢ao. Ja vimos que a familia de pseudométricas gera uma topologia completamente regular.
Suponhamos que X é completamente regular e tome F a familia de todas as func¢oes continuas de
X em [0,1]. Para cada f € F, seja p; a pseudométrica gerada por f. Como vimos anteriormente,
as py sao pseudométicas continuas em X e portanto as pg-bolas abertas sao abertas em X. Assim
a topologia gerada pelas pseudométricas continuas é menos fina que a topologia de X. Seja x € X
e V uma vizinhanga aberta de . Como X é completamente regular, existe h : X — [0,1] tal que
h(z) = 0 e h[X \ V] C {1}. Temos que pp(z,y) = |h(z) — h(y)] = 1 para cada y € X \ V. Assim
By, (z,3) N X\ V = 0. Portanto temos que = € B, (z,3) C V e portanto as p-bolas abertas geradas
pelas pseudométricas continuas formam uma base da topologia de X. O

Teorema 15.8. Sao equivalentes:
1) Um espago X é completamente regular.
2) 2) X possui a topologia inicial de uma familia de fungoes limitadas de X em [0, 1].
3) X possui a topologia inicial de uma familia de fungdes limitadas de X em R.
4) X possui a topologia inicial de uma familia de fung¢oes de X em R.

Demonstragao. (1) — 2)) Se X é completamente regular com a topologia 7 entao seja F a familia de
funcoes continuas de X em [0,1]. Tome a topologia 77 gerada por F. Como 77 é a topologia menos
fina que torna todas as F continuas, segue que 7 C 7. Para ver a reciproca, seja x € X e V um
conjunto 7 aberto, existe f: X — [0, 1] tal que f(xz) =0e f[X\V] C {1}. Como f € F segue que f é
T7-continua. Portanto, f~1[[0, %[] € 77. Mas, z € £ 10, %[g V. Assim, 7 é uma base para 7 e T = 7r.

(2) — 3)) é imediata.

(3) — 4)) é imediata.

(4) — 1)) Suponha que F é uma familia de fungoes de X em R e seja 77 a topologia inicial gerada
por F.

Seja x € X e F um fechado que nao contém z. Entao existe U; um aberto de R e f; € F para
1<i<ntal quez €()c;cp fi_l[Ui} CX\F.

Para cada i seja §; > 0 tal que |fi(z) — d&;, fi(x) + &;[C U;. Seja g; tal que g;(¢) = min{1, (%\fl(t) -
fi(x)|}. Para 1 < i < mn, a fungdo g; : X — [0,1] é continua e g;(z) = 0. Se t € g; '[[0,1]] entdo
gi(t) = 51 fi(t) — fi(z)] < 1. Logo, |fi(t) — fi(z)| < &;. Portanto f;(t) €]fi(x) — &, fi(x) + [ Us. Logo
g; '[0,1] € S [UA).

Tome g tal que g(t) = max{g;(t) : 1 <i <n}. Entdo g é continua, g(z) = 0e g~*[[0,1]] C g; *[[0, 1[].
Portanto g~1[[0,1]] € Nycje,, fi ' [Ui] € X\ F. Assim g[F] C {1}. O

Corolario 15.9. Seja F uma familia de fungoes f; : X — Y;, onde cada Y; é completamente regular
para cada i € I. Entao topologia inicial gerada por F é completamente regular.

Demonstrag¢ao. Paracadai € I, seja G; as fungoes continuas de Y; em R. A topologia inicial gerada por F
coincide com a topologia inicial gerada por (J,c;{go fi : g € Gi}. Portanto a topologia é completamente
regular. O
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Corolario 15.10. Regularidade completa é uma propriedade hereditdria e produtiva.

Demonstracao. Subespaco e produto de Tychonoff sao topologias iniciais. O

15.1.4 Produto enumeravel de espacos metrizaveis é metrizavel.

Teorema 15.11. Se X; é um espago gerado por uma topologia pseudométrica, para cada i € N, entao
[I;cn Xi com a topologia produto é um espago pseudometrizavel

Demonstragao. Dada a pseudométrica p; € X;, considere a pseudométrica p; = p; o m;. A topologia ge-
rada por {p; : ¢ € N} coincide com a topologia produto e a topologia gerada por uma familia enumerdvel
de pseudométricas é gerada por uma pseudométrica. O

Corolério 15.12. O espaco [0,1]N é um espaco metrizével.

Demonstrag¢ao. A pseudométrica que gera a topologia é uma métrica. O

15.2 O Axioma de Separacao T3%.

15.2.1 Definindo T3%

Dado um espago topoldgico arbitrario, queremos enxergéd-lo como o subespago de um outro espago.
No caso, 0 espago mais simples seria o produto de Tychonoff de J cdpias do intervalo [0, 1] que serd
denotado por [0,1]7. Como [0,1]” satisfaz Tp e é completamente regular, podemos apenas trabalhar
com a imersoes de espacos 15 que sao completamente regulares.

Definicao 15.13. Um espago completamente regular e T ¢ chamado de espago T; 1.
Lema 15.14. Um espago T3 ¢ T5.

Demonstra¢ao. J4 vimos que espacos completamente regulares sao regulares. Entao espagos completa-
mente regulares + T4 sao regulares +717 = T5. O

Ainda nao vimos exemplo de regular que nao é completamente regular e isso serd feito depois.

15.2.2 Por que T3%? E outras observagoes sobre a definicao.

H4 lugares (como receitas de bolo e livros de matemética) em que 3% =3+ % A propriedade Ty é
mais forte que Ty 1 pelo Lema de Urysohn. Existem autores que usam T% oulj5.

N&o hd um consenso sobre a notacdo. Alguns autores denotam T3 como espacos regulares e Hausdorff
e espagos Ty 1 COIMO espagos completamente regulares e Hausdorff. Alguns outros autores usam regular
como equivalente a T3 e alguns colocam que T3 nao implica T;. E o mesmo ocorre com completamente
regular e Ty L assim, é preciso verificar qual a definicdo que o autor utilizada em seu texto.

Decidimos usar a notacao de completamente regular sem T por que isto facilita a notacdo para falar
de topologias geradas por pseudométricas (num texto antigo, eu usei T3 e regulares como a mesma coisa,
entao até a mesma pessoa pode mudar sua notagzio).

15.3 Resumindo as relagoes T;, i € {0, 1, 2,3,3%,4}.
Teorema 15.15. T, — T3% — T3 — Ty — T7 — Ty e nenhuma delas é uma equivaléncia.

Demonstra¢ao. Vimos que Ty implica regular e que regular +normal implica completamente regular.
Assim, T} implica Ty 1 (ou diretamente usar o Lema de Urysohn e que unitdrios sdo fechados num 73 .)
Ja vimos que completamente regular implica regular, que 75 = regular + 73 implica 75 que implica
Ty que implica Tp.
Também ja vimos exemplos de Ty que nao é 11, T1 que nao é 15, 15 que nao é T3. Veremos abaixo
os exemplos de T3 que nao é Ty 1e T, 1 que nao é Ty.
O
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15.3.1 Um T3 que nao é Tj;.

Vamos ver outros exemplos quando vermos quocientes.
Exemplo 15.16. T35 nao implica completamente regular.

Demonstragdo. Seja X o semiplano superior fechado de R? e X = X, U {(0,—1)}.

Para cada (z,y) € X com y > 0 seja Vi, ) = {{(z,%)}}.

Para cada (2,0), Sz0 = {(2,t) : 0 <t <2} U{(x,0) + (t,t) : 0 <t < 2}. Note que S,y sdo dois
segmentos de reta saindo de (x,0), um com angulo de 45 graus com o eixo das abscissas e o outro com
angulo de 90. O sistema de vizinhangas V, ¢ ¢ dado por {{(x,0} U (S(z,0) \ F) : F' C X, ¢ finito }.

Para (0, —1), defina Vo 1y = {{(0,-1)} U{(z,y) € Xo: x> i} : i€ N}

Fica a cargo do leitor se convencer que {V(, ) : (z,y) € X} é um sistema fundamental de vizinhangas
abertas para uma topologia de X e que esta topologia é T.

Note que os abertos em V, ,) com (z,y) € X¢ sdo clopen. Portanto temos a regularidade para todo
(z,y) € Xo. Falta verificar apenas a regularidade de X para o ponto (0, —1). Note que se i € N entéo
{00, -1)}U{(z,y) € Xo: z>i+3} C{(0,-1)}U{(z,y) € Xo: x> i}. De fato tome (z',3') € X com
' <i+1. Sey >0 entdo {(z/,y')} é aberto e néo intersecta {(0,—1)} U {(z,y) € Xo: > i+ 3}. Se
y' = 0entdo (z”,y") € Sy o) étal que 2 < 2’42 < i+142 < i+3. Portanto S, 0)N{(0, —=1)}U{(z,y) €
Xo:z>i+3}=0. Assim, {(0,-1D)}U{(z,y) € Xo: 2 >i+3} C{(0,-1)}U{(z,y) € Xo: = > i}.
Assim, X é regular em (z,0).

Vamos agora verificar que X nao é completamente regular. Primeiro note que F = {(z,0) : = < 0}
é um fechado.

Afirmagao. Se f(x,0) =1 e f é continua entdo existe £, enumerdvel tal que f[S(; 0y \ Ez] = {1}.

Demonstragdo da Afirmagdo. Para cada n > 0 natural, existe [, finito tal que f[{(z,0)} U (S,0) \
F,)] €J1 — 1,1]). Tomando E, = J,,~q Fn, temos que f[S(,0) \ Ez)] = {1}.

Suponha que existe uma funcao continua f: X — [0, 1] tal que f[F] = {1} e f((0,—1)) =0.

Tome A infinito enumerdvel em [—1,0]. Por hipdtese, f((x,0)) = 1 para cada = € Ay. Para
cada z € A fixe E, tal que f[S0) \ Ex] = {1}. Temos que J,c,, Bz é enumerdvel. Temos que
0,1\ {t: (t,5) € Upea, £x} é ndo enumerdvel, logo podemos fixar Ay C [0, 1]\ {t: (t,5) € U,ea, Lz}
infinito. Se a € A; entdo (S0) \ Ex) N S0y # 0, para cada z € Ag. Assim para todo F C X
finito, temos que existe x € Ag tal que (S(z,0) \ Ez) N (S(a,0) \ F) # 0 (pois os segmentos de inclinagao
45 graus sdo dois a dois disjuntos). Se (u,v) € (S(z,0) \ Ez) N (S0 \ F) entdo f((u,v)) = 1 assim,
f((a,0) = 1 para todo a € A;. Podemos agora prosseguir por indugao e encontrar A, C [n — 1,n] tal
que f[A,, x {0}] = {1} para cada natural n. Portanto, para toda vizinhanga W de (0, —1), existe n tal
que A, x {0} CW. Entao f((0,—1)) =1, contradicao. O

15.3.2 Um T;1 e nao é Tj.

Exemplo 15.17. O Plano de Niemtyski é T3%.

Demonstrag¢ao. Ja vimos que o exemplo ndo é normal. A topologia de Niemtyski é mais fina do que a
topologia do semiplano superior fechado de R?, logo ela é Haudsdorff.

O eixo das abscissas no topologia de Niemtyski é um fechado e discreto na sua topologia de subespaco.
De fato, o eixo das abscissas é fechado em R? e a topologia de Niemtyski é mais fina do que a topologia
de subespaco de R2. As vizinhancas do sistema fundamental de vizinhancas de um ponto na abscissa
usado na definicao da topologia sé intersectam um ponto da abscissa, assim, os pontos da abscissa sao
isolados no subespago da abscissa.

Para ver que o plano de Niemtyski é completamente regular, tomemos um ponto (z,y) € X e um
aberto do sistema de vizinhangas de V(, ,). Vamos comegar com y > 0. O aberto ¢ uma bola aberta
centrada em (z,y) de raio € onde a bola estd toda contida no semiplano superior aberto. Temos que
a métrica Euclidiana é continua por que a topologia de Niemtyski é mais fina do que a do semiplano
superior com a topologia de subespago. Assim a distancia d de (z,y) a um ponto do semiplano superior
aberto é continua. Para cada (a,b) € X seja

Fla,b) = {d((%y)a (a,b))  se (a,b) € BdEELy)’E;
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Figura 15.1: O espago de Niemitzky é completamente regular (e portanto 75 1 ).
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Para os pontos (a,b) cuja distdncia é menor que 1, podemos usar a continuidade da distancia dentro
da bola. Para os pontos cuja disténcia é maior que 1 basta usar a continuidade da fungao constante no
aberto X \ By[(z,y),€]. Para o ponto (a,b) de distdncia 1 a (z,y), dada uma vizinhanga de V de 1,
encontre uma vizinhanga U de (a, b) tal que d((x,y), (a,b) € V para todo (a,b) € U. Entao f((a,b)) € V
para todo (a,b) € U (pois 1 € V).

Para os pontos (z,0), Fixe § > 0. A bola By((z,9),d), entao Vs = By((z,9),d) U {(z,0)} é uma
vizinhanga no sistema fundamental de (z,0).

Para (a,b) no semiplano superior aberto, podemos tracar a semireta que sai de (z,0) que passa por
(a,b). Entao essa semireta intersecta a circurferéncia Sy((x,0), ) de centro (x,d) e raio § em exatamene
um ponto que denotaremos por (a*,b*). Podemos comparar a distancia de (a,b) e (a*,b*) usando

d((=,0), (b))

00 = 300, (a7, ))

para todo(a, b) no semiplano superior aberto.

Afirmagao. Fixe v > 0. Entao g(a,b) = I para todo (a,b) € Sq((z,7),7) se (a,b) # (z,0).

Dem. da Afirmagao: Vamos calcular g(a, b) para (a,b) € Sq((x,7),7) com (a,b) # (0,0). Se tomamos
o ponto (z,27v) € Sq((z,7),7), temos que o ponto (z*,(27)*) é o ponto (z,25). Assim, g(z,27y) = $.

Escolha (a,b) # (z,0) pertencente a Sy((z,7),7y) com a # x. Como ambas as circunferéncias sao
tangentes a abscissa no ponto (0,0), podemos ver que o tridngulo (z,0) (a,0) e (a,b) é semelhante ao

R N % 1% - - (a—z)2+0b2 _ b _ ,

tridngulo (z,0), (a*,0) e (a*,b*). Temos entao que g(a,b) = Toomar b = . Também temos
que (a —z)%2+ (b—7)? = 2. Logo, (a —x)? +b% — 2by + 2 = 72 e segue que (a — z)? + b* = 2by. Além
disso, Também temos que (a* — x)2 + (b* — §)? = §2. Logo, (a* — x)? + (b*)? — 2b6 + 72 = 42 e segue

que (a* —x)? + (b*)% = 2b*5. Entdo [? = % = 2215’—]5 = 1.%. Portanto g(a,b) =1 = 1. O

Usando a afirmagdao que acima, note que essa funcdo é continua no plano superior aberto como
subespaco de R?. Para isto, observe que uma bolinha no semiplano superior se encaixa dentro de um
arco de um circulo de raio menor que a distancia de (z,0) & bolinha e um raio maior que a distancia de
qualquer ponto da bolinha a (z,0).

A topologia no subespago coincide com a topologia de subespago aberto do plano de Niemtyski.
Denote V5 = By((x,6),6) U {z,0}. Assim, g é continua na topologia de Niemtyski dentro do semiplano
superior aberto.

Defina

_ Jg(a,b) se (a,b) € Vs
h(a7b)_{1 se (a,b) € X\ Vs

Para checar a continuidade precisamos dividir em 4 tipos de pontos. Primeiro vamos checar sobre o
valor de g nos pontos de V,:

1) no ponto (z,0). Dado um € > 0, fixe v < €.d.

Assim, para todo (a,b) em V, distinto de (x,0), temos que h(a,b) = g(a,b) < g(a’,d") < ¥ < € onde
(a’,b') é o ponto de Sy((x,7),7) correspondente a (a,b) quando tomamos o segmento que passa por
(2,0) e (a,b). A partir disto, temos que h[V,] C [0,¢[ e h é continua em (z,0).

2) no ponto (a, b) com (a,b) ¢ Bg[(x,0),d]. Entao existe uma vizinhanca U de (a, b) que néo intecepta
Byg[(z,9),0], logo ndo intersecta V5. Entao temos h[U] = {1}. Portanto h é continua em (a,b).

3) (a,b) € Vs \ {(z,0)}. Neste caso, (a,b) € By((z,d),d) que é um aberto no semiplano superior
aberto e g e h coincidem em By((z,9),d). Como g é continua em By((x,d),d), segue que h é continua
em (a,b) € By((x,0),0).

4) (a,b) € Sq((,6),9)\ {(,0)}. Claramente temos que h(a,b) = 1. Dada uma vizinhanga aberta de
V de 1, como (a,b) estd no semiplano superior aberto existe uma vizinhanga aberta U de (a,b) tal que
glU] C V. Como 1 € V, segue que h[U] CV e h é continua em (a, b).

O

15.3.3 Imersao de espacos T; 1 em produtos de intervalos.

Teorema 15.18. Seja F a familia de todas as fungdes continuas de X em [0, 1], onde [0, 1] estd com a
topologia usual. Entdo AF é uma imersdo de X em [0,1]7.
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Demonstragdo. A fungao AF é uma funcio continua, pois [0, 1] tem a topologia inicial das projegoes
{my: feF}enmsoAF = f é continua para cada f € F.

Como o espago é T} basta mostrarmos que F separa pontos de fechados. Dado x € X e F fechado
tal que © ¢ F, existe pela definicdo de completamente regular uma fungado f € F tal que f(z) = 0
e f[F] C {1}. Logo f(z) ¢ f[F] = {1}. Logo, AF satisfaz a propriedade desejada pelo teorema da
imersao. O

15.3.4 Imersoes ‘economicas’. Um teorema de metrizagao.
Vamos agora ver que podemos imergir usando menos fungoes.

Teorema 15.19. Seja B uma base de abertos infinita de um espago T4 1 X. Entao existe uma familia
F de fungoes continuas que separa pontos e que separa ponto de fechados com |F| < |B].
Demonstragdo. Seja C = {(U,V) € Bx B) : U C Veexiste f : X — [0,1] continua com f[U] =
{0} e f[X \ V] = {1}}. Para cada (U,V) €C, fixe fy,v) tal que fiyv)[U] = {0} e fu,»)[X \ V] ={1}.
Defina entdo F = {f(U,V) : (U,V) € C} Como X ¢é Ty, basta mostrarmos que F separa pontos de
fechados.

Seja x € X e F um fechado tal que x ¢ F. Usando que B é base, existe V € Btalquexz € V C X\ F.
Usando que X é completamente regular, existe g : X — [0, 1] continua tal que g(z) =0e g[X \ V] = 1.
Seja U € Btal que z € U CU C g '[[0, 1[].

Seja f tal que f(y) = 2.max{0,g(y) — 3}. A funcdo f é continua, f(y) € [0,1] para todo y € X.

1 1

Se y € U entdo g(y) < 5 e portanto f(y) = 2. max{0,g(y) — 5} =2.0=0.

Se y € X \ V entdo g(y) = 1. Portanto f(y) = 2. max{0,g(y) — 3} = 2. max{0, 1} = 1.

Portanto, (U,V) € C e fw,yy € F. Logo, temos que fvy(z) € fwv)[U] = {0} e fv)[F] C

fown[X\V]={1}.
Assim, F separa pontos de fechados. O

Teorema 15.20. Se X é T3 e satisfaz o segundo axioma de enumerabilidade entao X é isomorfo a um
subespaco de [0,1]N. Em particular, X é metrizével.

Demonstra¢do. Vimos que um espago regular e com base enumeravel é normal. Espagos normais e T} sao
T3%. Um espago TB% com base enumeravel possui uma familia enumeravel que separa pontos e separa
pontos de fechados. Assim, X pode ser imerso num produto enumerével de [0,1]’s que é metrizével.
Assim, X é homeomorfo a um subespacgo de um metrizavel, portanto X é metrizavel. O
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