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Funcoes Inversas

Definicao
Uma funcdo f : A — B serd dita invertivel, se existirg : B — A

(denotada por f~1) tal quegof =lsefog=Ip.
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Proposicao

Uma funcdo f : A — B € invertivel se, e somente se, € bijetora.
De fato: Mostremos que se f é invertivel entdo f é bijetora.

(1) f(x)=Ff(y) = x=fYf(x)) = f(f(y)) = y (f é injetora)
(2) Se b B entdo b= f of “}(b)= (f é sobre).

Agora mostremos que se f : A — B é bijetora entdo f é invertivel.
Dado b € B, como f é bijetora, existe um lnico a € A tal que
f(a) = b. Defina f~1(b) := a. Assim, f(f~1(b)) = f(a) = b, para
todo b € B, e f~1(f(a)) = f~1(b) = a, para todo a € A. O

Neste caso, a funcao inversa estad definida por

fYy)=x <= f(x)=y, VyeB.

D(f71) =Im(f) e Im(f1) =D(f)



Exemplo

A funcdo f(x) = x> é injetora e a inversa de f sobre sua imagem é

a funco que denotamos por f~1(x) = x1/3,

De fato: Mostremos a injetividade de f(x) = x3. Note que:
X2 4 2
>

0<(x £ y)? = x>+ 2xy + y? implica que |xy| <
Logo
X2 4 y2
— e

o Xy yt =yl tyt 2 T

e X 4+xy+y’=0x=y=0

Logo f(x) — f(y) = x3 — y3 = (x — y)(x®* + xy + y?) = 0 implica

que x =y e f é injetora. Segue que f é bijetora sobre sua imagem.
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Mostre que, se f(x) = x3, Im(f) n3o é limitada superiormente
nem inferiormente. Mostraremos mais tarde que isto implica que

f(x) = x> é sobrejetora.

Alerta: N3o confunda f~%(x) com —— = [f(x)]~L.

( )

Para achar a funcao inversa:
(1) Escreva y = f(x).
(2) Resolva essa equagdo para x em termos de y.

(3) Troque x por y para expressar f 1 como funcio de x.
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Exemplo

Calcule f~1 para a funcdo f(x) = 1+3x (A= B =R).

Solucao: Escrevemos y = 1 + 3x. Resolvemos para encontrar x
~ : y—1 .
como fun¢do de y, ou seja, x = = E substituindo y por x,

obtemos

x—1

f_l(x) =3

Exercicio: Determine, quando possivel, a funcio inversa de:

(a) f(x) = x?; (b) f(x) = x3+2.
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Observacdo: Note que o ponto (b, a) é a reflexdo do ponto (a, b)

em torno da reta y = x.
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Observacao: Note que

G(F ) ={(r, () ¥ € B} = {(f(x),x) : x € A} .

Segue da observacdo anterior que G(f 1) é a reflexdo de G(f) em

torno da reta y = x.
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Exemplo: Esboce os gréficos de f(x) = v/—x — 1 e de sua inversa.

Solugdo 1: Se g(x) = /x e h(x) = v/—x, entdo f(x) = h(x + 1).
Logo, Gp é a reflexdo de Gz em torno do eixo y.

Por sua vez, Gr é Gy, transladado de uma unidade para a esquerda.

g(x) = vx h(x) =
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A ilustrac3o a seguir mostra o grafico de f e de sua inversa f~1.

Note que G(f~1) é a reflexdo de G(f) em torno da reta y = x.

Critério de Invertibilidade: A reflexdo do grafico em torno da

diagonal é um gréafico.
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Exemplo: Esboce os gréficos de f(x) = v/—x — 1 e de sua inversa.

Solucdo 2: Vamos primeiro encontrar a férmula explicita para f 1.
Veremos que esta é uma funcdo que conhecemos muito bem o seu

grafico e, portanto, poderemos construir também o grafico de f.

Primeiramente, observe que
D(f) = Im(f‘l) =(—o00,—1] e Im(f)= D(f‘l) = [0, c0).

Para calcular f~1: Escrevemos y = /—x — 1. Resolvemos para
encontrar x como funcdo de y: elevando ao quadrado x=—y?—1.

Substituindo y por x, obtemos
flx)=-x*-1, xe€[0,00).

Desta forma, fica facil obter os graficos da pagina anterior.
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Funcoes Mondtonas

Definicao
Se valer a implicagdo x > y = f(x) > f(y), entdo f serd
crescente.

Se valer a implicagdo x > y = f(x) > f(y), entdo f serd

nao-decrescente.

Se valer a implicacdo x > y = f(x) < f(y), entdo f serd

decrescente.

, entdo f serd

~—

Se valer a implicagdo x > y = f(x) < f(y

nao-crescente.
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Definicao
Se f : A — B satisfizer uma das condicbes da Definicdo anterior,

diremos que f é uma funcdo mondétona ou monotonica.

Exemplo

f(x) = x? é crescente para x > 0 e decrescente para x < 0.

De fato: Note que x> — y?> = (x — y)(x + y). Assim,
e Se x,y sdo ambos positivos temos que x > y implica x> > y?

(crescente) e

e Se x,y sdo ambos negativos x > y implica x> < y? (decres-

cente).
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Exemplo
F(x) = x+1

mondtona em (—o0,0) U (0, 00).

é decrescente em (—00,0) ou em (0,00) mas ndo é

Observe que se x e y tiverem o mesmo sinal e x > y, entdo

1 1
Fx)=1+=<1+==F(y).
(=14 <14 =)

:
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Funcoes Limitadas

Definicao

Diremos que f € limitada se, e somente se, Im(f) = f(Df) C R
for limitado. Caso contrdrio, a funcdo f serd dita ilimitada. Se
A1 C D¢, entdo f serd limitada em A; se, e somente se, a

restricdo f|a, for limitada, isto é f(A1) C R for limitada.

Observacao: Da definicdo acima, f serd limitada, se e somente se,

existir L > 0 tal que
|f(x)] <L, Vxe¢& Dy,
ou, equivalentemente, se 3 L € R tal que
—L<f(x)<L, Vxe€Ds.
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Exemplo

(a) f(x) = W é limitada; (sé assume os valores 1 e —1)
X

4
X
= ——— élimi : < <1).
(b) f(x) a1 limitada; (0 < f(x) < 1)
1
(c) f(x) = éilimitada; (Dado L>0, 3 n€Ntal quex=1<1).

(d) f(x)=x3 é ilimitada (Dado L>0, 3 n€N ta/que <l

ICMC - USP Calculo |



Definicao
Diremos que:

o sup(f) = sup{f(x) : x € Dr} = sup(Im(f)).
e inf(f) = inf{f(x): x € Dr} = inf(Im(f)).

e Se sup(f) = f(xo) para algum xo € D¢, entdo diremos que
f(xo) € o maximo de f ou o valor maximo de . O ponto xg

serd chamado ponto de maximo de f.

e Seinf(f) = f(xo) para algum xy € D¢, entdo diremos que f(xp)
€ o minimo de f ou o valor minimo de f. O ponto xg serd

chamado ponto de minimo de f.
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Funcoes Periddicas

Definicao
Sejaw # 0. Entdo f serd dita periédica com periodo w ou

w-periddica se, e somente se, tivermos
f(x) =f(x+w), Vxe Dr.

Em particular, se existir um menor wy niimero positivo tal que f

seja wo-periddica, diremos que wqg serd o periodo minimo de f.
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Proposicao
Sejam c A0 # w. Sef : R — R for w-periddica, entio serdo

vdlidas as afirmacées:
(a) f € nw-periddica, Vn € Z, com n # 0.

(b) g : R — R definida por g(x) = f(cx) € w/c-periddica.
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Prova: a) Observe que, se f é i periddica,
f(x—@)="f(x)=f(x+&), VxeR.

Assim, basta provar o caso n € N. Faremos a prova por indugdo.

Sabemos que f(x+w) = ®

F(xct (n—1)w) 2

f(x), para todo x € R. Suponhamos que

f(x), para todo x€R, e para algum neN, n>2.
Logo, para todo x € R,

Flx + mw) = Flx+ w0+ (n— D) L £(x +0) @ £(x).

b) Note que, para todo x € R,

g(x—i—%):f(c <x+%)):f(cx+w) = f(ex)=g(x).

f é w—periddica
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Exemplo
Considere f(x) = x — [x], em que [x] =max{n € Z: n< x} éa
fungdo maior inteiro menor ou igual a x. Entdo f € 1-periddica e o

periodo minimo de f é 1. Faga o grdfico de f

Solucdo: Primeiramente provemos que [x+1]=[x]+1. De fato,
[X]<x e [X]+1>x = [x]+1<x+1 e ([x]+1)+1>x+1.

Agora observe que, para todo x € R,

f(x+1)=(x+1)—[x+1]=(x+1)—([x] +1) = x— [x] = f(x).

E facil ver que 1 é o menor periodo. Basta fazer o grifico de f em

[0,1) e repetir em cada intervalo fla forma [n—1,n), n € Z\{1}.
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Exemplo

1, € e
f(x) = sexeQ é r-periddica ¥V r € Q\{0}.
0, sexeR\Q

Solucdo: Seja r € Q\{0}. Uma vez que
xeQ&x+reqQ,

inferimos que f(x+r)=f(x) para todo xeR. Como, dado ¢>0,

existe n € N tal que Q > r, = % < €, f ndo tem periodo minimo.
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1, € .
O grafico de f(x) = sex€Q é o seguinte:
0, se x € R\Q

e a linha azul superior representa a imagem dos racionais (ela é

cheia de buracos, relativos aos ndmeros irracionais);

e a linha azul inferior representa a imagem dos irracionais (ela é

cheia de buracos, relativos aos niimeros racionais).
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