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distribuicoes de probabilidades

e classicas dois tipos de distribuicoes:
° E_”'fo”_n? e discretas
® binomia
® normal e continuas
® Poisson
® exponencial

e fauna estatistica
e 3, Cauchy, x2, F, T, t, Weibull,...

iy

probabilty densi

e astrofisica

® lei de poténcia
Schecther
log-normal




a distribuicdo normal ou gaussiana

e distribuicdo gaussiana:

04

(x — p)?

1
- \/2_7meXp[_ 202 ]

P(x|u, o)

03
I

2 parametros:

* média u

0.1

* desvio padrdo ¢ (ou variancia o?)

00

p = 1/0? é denominado precis&o



o teorema do limite central

e Teorema do Limite Central: ® para n tendendo a infinito, a média dos
em condi¢bes bem gerais, fazer médias {x;} tende a
produz uma distribuicdo gaussiana,
independentemente da distribuicao a partir

da qual os dados sao gerados 2i%i —
* seja {x1,x2,...,x,} um conjunto de n
variaveis aleatérias amostradas de uma
mesma distribuicdo de probabilidades € sua variancia a
P(x), que tem média e variancia o?
o2
e — Var({x}) —
i ﬂﬂ independentemente da forma de P(x)

N.B.: o/+/n: 0 “erro da média”



o teorema do limite central

e Teorema do Limite Central: Nsim = 10 Nsim = 1000

® exemplo: valores médios em Nsim
simulacdes de 10 pontos cada uma,
com uma distribuigdo exponencial

e conforme Nsim aumenta, a distribuicao 5o 5 s me =
dos valores médios fica cada vez mais .
parecida com uma gaussiana Naim - 16105

distribuigéo exponencial N=10

— T
= d o5 10 15 20 00 05 10 15 20 25 30

xm xm

® uma consequéncia: os erros de médias
. de dados vao tender a ser 'gaussianos’



distribuicOes discretas

espago amostral constituido por variaveis aleatérias discretas:

S ={x1,%2, ..., ¢}

exemplo: a distribuicdo uniforme discreta

P(x) = 1/k,

onde k é a dimensao do espaco amostral
moeda: k=2
dado de 6 faces: k=6

média da populagdo: 1 = S°K_, IP() = %

variancia da da populagao: o2 = Z;‘:l(l — w)?P(l) = %

para um dado de 6 faces: k=6
pw=35ec = (35/12)/2 ~ 1.71

exemplo: amostra com simulacdo de 20 jogadas de um dado:
36322635466123533141

média da amostra: ¥ = Zfoﬂ x;P(x;) = 3.45

variancia da amostra: 6% = -0 | (v; — ¥)2P(y;) ~ 1.73

1 2 3 4 5 6

3




distribuicao binomial

aplica-se quando ha apenas dois resultados possiveis:
sucesso/falha, detec¢do/nao-detecgao, cara/coroa

® p: probabilidade de sucesso em cada tentativa (¢ a mesma para todas as tentativas)
® as sucessivas tentativas sdo independentes entre si

¢ probabilidade de n sucessos em N tentativas:

N(N-1).. .N—-n+1) , n NI .
n(n—l)...ln P -p)t = n!(N—n)!p (1=

Pl N) = (1)) -

)N—n

e média e variancia:



distribuicao binomial
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a distribuicao binomial

e exemplo: em uma certa regido do céu espera-se 0 mesmo numero de estrelas e galaxias até
uma certa magnitude

® considerando-se 10 objetos, qual é a probabilidade de se ter 8 ou mais galaxias?
®*nocaso: N=10ep=1/2
probabilidade de n > 8 sucessos em N tentativas:

N
Pz 8o =3 () ) -

n==8

2102< ) 124_0055

® assim, a probabilidade de n > 8 galdxias em N = 10 objetos é ~5.5%



a distribuicao binomial
SO\ 0 B[R]~ [8N[=][8f=]~
, | :

e exemplo: Um estudante tem que classificar 12 galaxias em 5 tipos diferentes. Suponha que
todos os tipos tenham a mesma probabilidade. Se o estudante classificar as galaxias ao acaso,
qual é a probabilidade de se obter até 4 classificagdes corretas?

® como os 5 tipos tém a mesma probabilidade, a probabilidade de cadaum ép =1/5=10.2
® a probabilidade de se obter ao acaso n < 4 classificagdes corretas para N = 12 galaxias é
dada por

4

P(n <4jp,N) = (Z:)p”(l —p)NT" ~ 0.92744

n=0



a distribuicao de Poisson

e probabilidade de n eventos ocorrerem nmw 2 4 nmu 20 4
num certo intervalo de tempo, ou em
certa regido do espago, se estes eventos
ocorrem independentemente e com uma
média fixa p

000 004 008 0.12
T B Y T

000 005 0.10 0.15
[E— I

£
"

02468 11 14 17 20

T
P(nl) = Lo

nmu: 10 4 nmu: 50 4

® média e variancia:

il

Vil

1
.|

n= ery:o nP(n) = p _|3|:| HUDD:-

2 N 72 0123456788 0 5 11 18 25 32 39 46
o2 = YN o(n — i)2P(n) = p

(-
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a distribuicao de Poisson

aplicacoes:

e contagens em detectores

densidade de estrelas/galaxias

explosdes de supernovas

EWWW : \w\w W‘l\ M,ﬂ g _5

I A W W N e
47500 48000 48500 49000 49500 50000 5050C
Julian Date (2400000+)

variabilidade de AGNs

F,(5100A)
S




a distribuicao de Poisson

exemplo:

e em um detector, o nUmero esperado de fétons de uma fonte é de 4.5 por segundo; qual
€ a probabilidade de se detectar 6 fotons em 2 segundos?

¢ taxa de fétons: A = 4.5/sec
® numero esperado no intervalo de tempo t: u =AMt =45x2=9
® probabilidade:

n 96
P(n|p) = %e’” = ae’9 ~ 0.09



distribuicées continuas: a distribuicdo exponencial

e descreve o intervalo de tempo entre
eventos que obedecem a um processo
poissoniano, isto é, que ocorrem
continuamente e independentemente,
com uma taxa média constante, \ > 0:

Ae™™, sex >0
P(x|)\):{ 0 sex <0

e média e variancia:
- _ 1
=X

e distribuicao cumulativa:

—eM, sex>0

0, sex <0

F(x|)) = {1

distribuicao exponencial distribuigéo cumulativa da exponencial

dexp(x)

0.0 0.2 0.4 0.6 08 1.0
pexp(x)

00 02 04 06 08 10




distribuicées continuas: a distribuicdo exponencial

exemplo:
® ataxa de supernovas média em uma galaxia como a Via L&ctea é de 1 em 50 anos
e a ultima supernova conhecida que explodiu na Via Lactea foi a de Kepler, em 1604

e qual é a probabilidade de se esperar mais de 400 anos para se observar uma nova supernova?

/OO e Mdt = e~ Mo =

to

® nesse caso,

= ¢~ 400/50 _ =8 ~ (.00033546
ou, ~ 0.03%

a distribuicdo exponencial ndo tem memodria: o passado nao afeta a probabilidade futura



a distribuicao uniforme

e distribuicdo uniforme (entre 0 e X): e distribuicdo cumulativa:
1 1 x
_Jx, se0<x<X Px:/dx:
PlxlX) {0, de outro modo ®) 0o X X
* média )
P(x)
X1
E(x) = / X—dx = —
®) o X 2 X
e variancia
X X2 X
2 2 2
=E(x®) —E(x)?="> - =
e e Tl e 7 _




a versatil distribuicdo beta

e definida nointervalo 0 < x <1 e at-
.‘I ] 3
r b ~ 2 - i\
Beta(x;a,b) = %x"’l(l—x)b’1 (a,b >0) 1_/\ ;1 e SR

funcao gama:

T(x) = [Fzle?dz  T(n) = (n—1)! i ] ’ 1 /
* propriedades: PR S SR S
° E(x) :a/(a+b) ab= 30 10 b= 10 10

* var(x) = ab/[(a + b)*(a + b+ 1)] 1 /\\ ij\\
* moda(x) = (a—1)/(a+b—2) e I



a distribuicdo de Cauchy

e distribuicdo de Cauchy ou lorentziana: ® se x e y sdo duas varidveis gaussianas
independentes amostradas de N(0, 1), entdo

i z = x/y distribui-se como Cauchy com

P(xlzm):m p=0ey=1

e parametro de localizagdo: u
parametro de escala: v > 0 ]

® como P(x) oc 1/x* para x >> 1, a média, .|
variancia e desvio padrao nao existem
(“caudas pesadas”) -2

® dada uma amostra {x;} com distribuicao de 5
Cauchy, p e v devem ser estimados com
métodos robustos (como medianas e e : : :
quartis) -




distribuicdo em lei de poténcia

muito comum em Astronomia: ¢ se a distribuigao for uma lei de poténcia

o com expoente ~, temos:
e exemplos: contagens de galaxias,

funcdo de massa inicial de Salpeter N(> L) oc L1 (forma integral)
e também muito comum em outras areas: ou
flutuagées no mercado econdémico, taxa
de crescimento de empresas, dN x (y+1)L"dL  (forma diferencial)

distribuicéo de salarios, etc o
e distribuicdo independente de escala:

e N(> L): numero de objetos ou eventos se f(x) = x7 , entdo
com uma dada propriedade medida (e.qg. flax) = a7x7 = cte x7 = cte f(x),
a luminosidade) maior do que um certo que é a definicdo de independéncia de

valor L escala



distribuicdo em lei de poténcia

e média e variancia infinitas, a menos que o Scalo (1986) Salpeter {1955)
limites sejam definidos: isso é o que L TTT Fermmbetan Clooo)
ocorre na maioria dos casos concretos, e A T
pois sempre existem limita¢des fisicas
em ambos os ‘lados’ da distribuicéo

e exemplo: a fungédo de massa inicial de
Salpeter (1955)

log(¢)

£ = oM >

&(M)dM: numero de estrelas nascidas
com massas entre M e M + dM




distribuicoes bivariadas

e vamos considerar agora distribuicbes de duas ou mais variaveis
® dadas 2 variaveis x e y a distribuicédo de probabilidades conjunta de x e y é P(x,y):

® P(x,y) >0
* [Plxy)dxdy=1 ou 3. Plxy) =1
® As distribuicdes P(x) e P(y) séo as distribuicoes marginais de P(x,y):
P(x) = [ P(x,y)dy ou P(x) =3, P(x,y)
P(y) = [ P(x,y)dx ou P(y) =3 P(x,y)

e distribuicdo cumulativa conjunta (ndo € muito usada):

F(x',y') =P(x <x',y <y')



valor esperado e correlagcao

¢ valor esperado de uma fungéo f(x,y):

E(f) = / /y F(x,y)P(x, y)dxdy

ou

E(f) = ZZf(xvy)P(xvy)
Xy

® covarianciaentrexey
Cov(x,y) = E[(x — E(x))(y — E(y))] = E(xy) — E(X)E(y) = 0wy
¢ o coeficiente de correlacao de Pearson é um nimero entre -1 e +1 definido como
Cov(x,y) Oy

= Corr(x,y) = =
p (x,y) .

2 2

oy, 0y valores esperados da varianciade x e y



distribuicoes condicionais

e regra do produto:

ou Plx.y)
X,
Ply) = s
® se x e y sdo independentes,
P(xly) = P(x)

e também



exemplo

consideremos a distribui¢ao: ® P(x,y) = P(x|ly)P(y)

6 © Plaly) = g0 = 2a4)

P(x,y) = (x+y) 0<x<l1l, O<y<l1
* Plylx) = e = X0
_r! 6 1

* PO) = Jo Pley)dy = 5(x+3) * note que x e y ndo sdo varidveis
o P(y) = fol P(x,y)dx = ¢( +17) independentes
* E(x) = fol xP(x)dx = 3
. E(y) = Jy yP()dy = 2

= fol fol xyP(x,y)dxdy = %
Cov(x y) = E(xy) — E(x)E(y) = — &




a distribuicao gaussiana bivariada

® gaussiana bivariada: e contornos P(x,y) = cte: elipses

1 72
P(x, y|pxs by, Ox, Oys Oxy) = exp | —
Ylpx, Ly, Ox, Oy; Oxy PR /717p2 2(171)2)

onde
2 G m)? L= m)? &= )~ )
T2 o2 e ar0y o
e coeficiente de correlagéo: il
p= T : : ; :
X

O-xa-y



distribuicao gaussiana bivariada em notacéao vetorial

_ 1 B 1 X = py 2_ x—pe\ (V- y—ny\
o= s U | () () (7)< (4

® vetor com as variaveis:

notacao vetorial:

x = (x, y)T

® vetor com as médias:

T
n= (px, py)

® matriz de covariancia:

2
5= oy pa,zay
poxOy oy

entao,

1 1
P(x,y) = Wexp{ - 5= u)Tz‘1<x—u>} ~ N, )



a distribuicao gaussiana bivariada

Note que: e distribuicdes condicionais

(ver completando_o_quadrado.pdf):
e —1<p<+1

o P(y|x) ~ N(:U'ylxa Jylx)a
® x ey sdo independentes apenas se p =0 g
onde

g
* as distribuigbes marginais s&o Pylx = Hy + pa—y(x — ix)
X

P(x) ~ N(px,0x) e P(y) ~ N(uy,oy) oyix = oy 1 —p?

® covariancia entre x e y:

Cov(x.y) = p
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