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ZERO DE FUNCOES

Seja f : [a,b] — R uma func¢ao. Estaremos interessados em encontrar um ponto p € [a,b] tal que
f(p) = 0. Um ponto p com essa propriedade sera4 chamado de zero (ou raiz) de f.

As sequéncias serao sempre indexadas por {0,1,2,...}.

Lembramos que uma funcio f : [a,b] — R & de classe C¥, k > 1, se f é continua e possui derivadas
continuas até ordem até k. (Exemplo: f é C! se f é derivavel e f’ é continua). As funcoes continuas
sdo também chamadas em algumas referéncias de funcdes de classe C°.

A notagao max,c[qp f(2) indica o maximo da fungao f no intervalo [a,b]. Se f é continua, esse
maximo sempre existe.

AuLA 1: METODO DA BISSECGAO OU DA DICOTOMIA

Teorema 1. (Pré-requisito: Bolzano): Seja f : [a,b] — R uma fungdo continua. Se f(a)f(b) < 0,
entdo existe ¢ €|a, b tal que f(c) = 0.

Observagao 2. O Teorema de Bolzano garante existéncia de um zero de f em ]a, b[, mas ndo garante
unicidade. No entanto, caso f seja estritamente crescente ou decrescente, entao a raiz c é tnica. Se f
for de classe C'!, um condigao suficiente para tanto é que f’ nunca se anule. (Note que existem casos
em que f nao é crescente nem decrescente, mas a fungao tem um tnico zero. Nesta observacao estamos
apenas dando condigoes suficientes para a unicidade, porém néo necessérias)

Método da Bissecgao (ou da Dicotomia):

Seja f : [a,b] — R uma funcdo continua tal que f(a)f(b) < 0. Definimos sequéncias (a,), (by,) e
(pn) da seguinte maneira:

a) Para n = 0, definimos ap = a, by = b e pg = %Lbo.

b) Para n > 0:

1) Se f(an)f(pn) < 0, entao apy1 = ap € byy1 = Pp € Ppgp1 =

ii) Se f(bn)f(pn) <0, entdo an1 = pp € bpy1 = by € Py =

iii) Se f(pn) = 0, entdo achamos uma raiz. (Na pratica, se isto ocorrer paramos o método e pouco
importa como definimos a.,, by, € p,, param > n. Para fixar notagao e para o Teorema 4, é conveniente
definir a,, = an, by, = by, € Py = pn, para todo m > n, se f(p,) = 0).

an41+bnt1
A

Ang1+bnit
e

Observagao 3. A condigdo f(a)f(b) < 0 equivale a dizer que os sinais de f(a) e f(b) s@o opostos, ou
seja, ou temos f(a) < 0 e f(b) > 0, ou temos f(a) > 0 e f(b) < 0. Nao é dificil concluir que uma
e somente uma das condigoes 4), 4) e iii) pode ocorrer. De fato, pela construgdo acima, os nimeros
f(an) e f(b,) tém sempre sinais opostos. Logo as condigoes ), i) e 4ii) comparam o sinal de f(py)
com os de f(ay) e de f(by).

Teorema 4. Seja f : [a,b] — R wuma fungdo continua tal que f(a)f(b) < 0 e (pn) a sequéncia
construida pelo método da bissecgio. Logo existe p € [a,b] tal que

i) f(p) =0. (p € uma raiz de f)
i) |pn —p| < zl%al Em particular, lim,,_,oc pp = p.

Observagao 5. O teorema acima mostra que o método da bissecgao sempre converge para um zero de
f, mas nao implica que este seja o unico zero de f em [a,b]. Podem existir outros. A Observagao 2
nos fornece algumas condicoes suficientes para a unicidade.

Observagao 6. Cuidado com as convengoes! Em alguns livros (como o Burden e Faires), as sequéncias
comegam com p; = aT-%b ao invés de pg. Com essa convencio temos |p, — p| < &:2.



