
ZERO DE FUNÇÕES
-DESCRIÇÃO DO PROBLEMA :

DADO UMA FUNÇÃO CONTÍNUA f:[a, b)→ IR , ACHE
UM PONTO p E [a)b) TAL QUE flp1=0. O PONTO

p É CHAMADO DE ZERO (OU RAIZ ) DA FUNÇÃO f .
" fim

;

;

a !!
n

" P→ PONTO QUE QUEREMOS ENCONTRAR.

-MÉTODOS QUE SERÃO ESTUDADOS:

• BISSECÇÃO OU DICOTOMIA .

• MÉTODO DO PONTO FIXO.

• ORDEM DE CONVERGÊNCIA . CONVERGÊNCIA ALTERNADA E MONÓTONA
.

• MÉTODO DE NEWTON .



- TÍPICAS QUESTÕES QUE SERÃO ABORDADAS.

• O MÉTODO CONVERGE? SOB QUAIS CONDIÇÕES ?

• COMO PODEMOS ESTIMAR O ERRO ?

• QUAL É A EFICIÊNCIA DO MÉTODO ?



O MÉTODO DA DISSECÇÃO tricotomia)

É O MAIS SIMPLES ! MAS NÃO É O MAIS EFICIENTE .

PRÉ - REQUISITO

EOREMA DE BOLZANO

SEJA f:[ a , b) → IR UMA FUNÇÃO CONTÍNUA . SE fca) flbl 50 , ENTÃO

] C E ] 4,1 [ TAL QUE Plc) =D ( F AO MENOS UM ZERO DA FUNÇÃO f Em Ja , ll)

OBSERVAÇÃO: flalflb) TO É O MESMO QUE DIZER QUE fla) E flb) TÊM

SINAIS opostos ( feat 70 E flblso ou flat TO ± fllho) .

spin
'

, →
NESTE CASO fca) SO E fllho.

"

! O TEOREMA GARANTE QUE ]
a

i

i .
I z

u

(AO MENOS ) UM ZERO DE f.
! c b
i ↳ ESTE É UM EERO DE f !:

fim
→ NESTE CASO fla) ) O E flbko

O TEOREMA GARANTE QUE ]

! > n
(AO MENOS ) UM ZERO DE f.

↳ SÃO À ZEROS DAÍUNÇÃO



COMO FUNCIONA O MÉTODO ?

Sera f:[a , b) → IR UMA FUNÇÃO CONTÍNUA .

rfmi

|µ
,

fcalflb ) .

Escolho p.
= af

:

a
.

"
i >

n

i Po b
'
,

afins ftp./flalT077zerorefenIa,pol
, ftp.lf/b)7O|€!

Definimos a ,
-

- a
,
b. =p. E p,

-
- aff

!
" ' ídn

! P'
'
,

rfin, ftp./flaDT077zerorefenJa,pil
, ftp.lflh) > O||! Definimos aa

-

_ ai , bip , E pa
-
_ AÍ

U2
.
.ba

"

íyn
i. ↳ pa b
'
,

rfm, ftp.lfcaaho
i f Ipa) ftp.a/TO77zERoDEfEnJpa , leal|µ!
;

Definimos aipa , biba E p,
= "-¥

§
' . . Í

7N

|
↳ P3

!



O ALGORITMO : COMEÇAMOS COM f:[ a)b) → IR CONTÍNUA .

TAL QUE flalfll) CO .
Loco

1) ao -- a ,
b. =L E p.

= aff

2) PARA NZO
, TEMOS

i) SE flpn) = O , ENTÃO ACHAMOS UM ZERO DE f.

ii ) SE flanlfl.ph/s0 , Então anti - an , line , =p . E pnt ,
=

iii) SE flbnlflpn ) TO, então anti -_ pn , Anna .hn E pnt ,
= ""É

BSERVAÇÃO : UMA E SOMENTE UMA DAS CONDIÇÕES i )
, ii)

E Iii ) OCORRE .

QUANDO DEVEMOS PARAR ?

A RESPOSTA SERÁ DADA COM A ESTIMATIVA DE ERRO
.

PARA IMPLEMENTAR O MÉTODO BASTA USAR 3
VARIAVEIS a) EP , COMEÇANDO com f-

¥
PARA CADA PASSO

,
TEMOS :Iii:&:*:÷÷÷÷÷÷:÷÷÷::{÷:÷ /



EXEMPLO : SEOA f : IR-1 DADA POR fin) - n
' -14×2-10

.

i ) MOSTRE QUE 7 UM ZERO DE f EM 11,2L .

ii ) FAÇA 4 ITERAÇÕES DO MÉTODO DA DISSECÇÃO ( DETERMINE pz).

Solução :

i ) BASTA CALCULAR fll) =/ -14-10=-5

fla) - 8+16-10=14 .

COMO flllftd) TO , fun zero DE f PELO TEOREMA DE BOLZANO

SINAL

ii) an An -

pn fcan) flbn)

ftp./:::f:l::::l::fi::n--2
1.25 1.5 1.375 -1.7968 2.375 0.16211

n =3 1.25 1.375 1.3125

pz - 1.3125











ESTIMATIVA DE ERRO E CONVERGÊNCIA

TEOREMA : SEJA f : la , b) → IR UMA FUNÇÃO CONTÍNUA TAL QUE fla)flb) SO

LOGO 7 pe Ia , lol TAL QUE :

1) ffp) =D se flpn) --0, Definimos pn
-
_ pv ,

}
HNZN.

2) Ip - pnl China .

Em PARTICULAR
, nlçiçopn =p

DEMONSTRAREMOS ABAIXO ftp.EIA.f
.

O CASO EM QUE O ZERO DE f EM ] a , b [

É ÚNICO . ( CASO GERAL NO APÊNDICE DA AULA) .

PEM POR CONSTRUÇÃO
, po = ¥ E la, .lu/--la,p.JouIp.,b/ .

LOGO b
,
- a ,

= ¥
.

DA MESMA FORMA , p ,
=

a"¥ Elas.ba/--la.,p,Joufp,,b,]

LOGO ha - aa = b = loja
.

CONTINUANDO O ARGUMENTO
,
VEMOS QUE An - an = b"j = AÍ

.

SABEMOS QUE flan)flln ) TO .

LOGO F UM ZERO DE f EM Ian ,
hnl
,

QUE
,
POR HIPÓTESE

,
É ÚNICO

.
VAMOS DENOTÁ-LO POR p .

COMO pn
= Atf

,
TEMOS 3 POSSIBILIDADES :



p
1) . .

p = pn
an pn bn

NESTE caso
, Ip - pnl -- OS FÊ,

2) . . . pe Iampnl .
an p pn bn

NESTE CASO , Ip - pnl T pn - an
= bjI-bjno.in .

3) . . . pelpn.hn/
an pn P bn

NESTE CASO , Ip - pn IT den - pn = bjI-bjna.ir . Da

OBSERVAÇÃO : EM GERAL , O MÉTODO SEMPRE CONVERGE PARA UMA

RAIZ DE f , MESMO QUE ELA NÃO SEJA ÚNICA .

OBSERVAÇÃO : UMA CONDIÇÃO SUFICIENTE PARA UNICIDADE DE ZEROS É

A FUNÇÃO f SER ESTRITAMENTE CRESCENTE (ou DECRESCENTE) :*

POR EXEMPLO , SE f É C "
e f

"

IXIFO, Varela , b ), ENTÃO A RAIZ É ÚNICA .

f) 70 f
"

µ → A CONDIÇÃO NÃO É

NECESSÁRIA.



EXEMPLO : SEOA f. IR→ IR A Função fln) -- se

'
-14N

'
- IO .

JÁ VIMOS QUE EXISTE UM ZERO DE f Em [1,27 . ESSE ZERO É

Único
,
pois f) In) = mal 3x # 8) 70 se me [ 1,27 .

ACHE NZO TAL ave Ipn - pl 50.001 .

SOLUÇÃO : SABEMOS QUE Ipn -PIF baIa .

LOGO bjna 50.001 ⇒ ¥52 " " ⇒ 2
""

> po
'

⇒t.int/2)73lnlIOl#n73henfff-1

Como 37nF, -1=8.965 . .
.

, BASTA n 79

CALCULANDO
pq
= 1.364257

" - } Diferença 0.0009722 .

KAIZ p = 1. 36523001
OH !



EXEMPLO :( CUIDADO!) CONSIDERE uma Função fila, b) → IR
CONTÍNUA COM O GRÁFICO ABAIXO

^

TEMOS 5 RAÍZES: q.qa.gs/q4iq5 .

:|
Os 4 PRIMEIROS PONTOS Do

Í
MÉTODO DA PISSECÇÃO SÃO :i%AA.fi , mama .

a ! oh af A Ef
|

2

|

• ASSIM fiz pn =

q , .
NÃO ACHAMOS AS OUTRAS RAÍZES

USANDO O INTERVALO ⑥b) .

• OBSERVE TAMBÉM QUE po ESTÁ MAIS PRÓXIMO A qa DO QUE

A ql



APÊNDICE

TEOREMA : SEJA f : la , b) → IR UMA FUNÇÃO CONTÍNUA TAL QUE fla)flb) SO

LOGO 7 pe Ia , lol TAL QUE :

1) ffp) = O se flpn) --0, Definimos pn
-
_ pv ,

A HNZN.

2) Ip - pnl China .

Em PARTICULAR
, nlçijpn =p

LEMA : SERA lxn ) UMA SEQUÊNCIA EM
IR

.

1) SE nn -1 , Eun , ttn , E SE FC70 TAL QUE nn ? E
,
ttn
, então 7 nlçiç Xn .

2) SE nn -1,7 nn
,
ttn
,
E SE FC 70 TAL QUE nn FÇ tt n , ENTÃO 7 nlçg xn

[
µ ! ! ! ! ? 'l) I =p lxn ) CONVERGE.

2) r

ii.
"

↳ ii. a

Demo : CASO 1 : 7 NZO TAL QUE flpn ) -_ O te ftp.t#O,nsN) .

POR CONSTRUÇÃO
,
TEMOS bn - an = bjna

,
an E anti E Anti Ibn

,
And N.- 1

.

COMO ave pu Ibn , TEMOS pu
E fam

,
bm )

,
Em TN

.

Assim
,
SERA p :

-
- pv .

Ip - pmt-tpn-lbmatam-ltsbma-I-ff.V.mu.

POR CONSTRUÇÃO
, pn =p , SE n 7N. LOGO

ir -mkoee; iv-nw.li?:%FE?d



CASO 2 : flpn ) -1-0 , ttn 70
POR CONSTRUÇÃO

,
TEMOS bn - an = AÍ

, flbnlflan) TO E

ao f.. . f an - , E andam,
E
. . Ele ⇒ 7 figg an : -_ ã ,

à 7 an , ttn 70

a Ç . . . E bnx , E bus leme .
. - fb ⇒ 7- faço bn :< Ã

,
Ã Ele

,
V. nao

.

Note ave Ã - a- = É:b. - ftp.an-fiqlbn-an/--fiz.lF-- O ⇒ a- = Ã

Sera p -- a- = é
.

Assim
, flpia = ftbtfiãt -_ fiz

.
flbnlflanl 80 .

COMO ftp )
?

7 O / É O QUADRADO DE um NÚMERO REAL ),

CONCLUÍMOS QUE flp ) = O .

POR Fim p = ã 7 an E
p
= Ãsbn

.

↳ ao pe lan , bn )

Portanto lp - pnl = Ip -% / E bnjanm -
_ bjma, @



ZERO DE FUNÇÕES

Seja f : [a, b] ! R uma função. Estaremos interessados em encontrar um ponto p 2 [a, b] tal que

f(p) = 0. Um ponto p com essa propriedade será chamado de zero (ou raiz) de f .

As sequências serão sempre indexadas por {0, 1, 2, ...}.
Lembramos que uma função f : [a, b] ! R é de classe Ck

, k � 1, se f é contínua e possui derivadas

contínuas até ordem até k. (Exemplo: f é C1
se f é derivável e f 0

é contínua). As funções contínuas

são também chamadas em algumas referências de funções de classe C0
.

A notação maxx2[a,b] f(x) indica o máximo da função f no intervalo [a, b]. Se f é contínua, esse

máximo sempre existe.

Aula 1: Método da bissecção ou da dicotomia

Teorema 1. (Pré-requisito: Bolzano): Seja f : [a, b] ! R uma função contínua. Se f(a)f(b) < 0,
então existe c 2]a, b[ tal que f(c) = 0.

Observação 2. O Teorema de Bolzano garante existência de um zero de f em ]a, b[, mas não garante

unicidade. No entanto, caso f seja estritamente crescente ou decrescente, então a raiz c é única. Se f
for de classe C1

, um condição suficiente para tanto é que f 0
nunca se anule. (Note que existem casos

em que f não é crescente nem decrescente, mas a função tem um único zero. Nesta observação estamos

apenas dando condições suficientes para a unicidade, porém não necessárias)

Método da Bissecção (ou da Dicotomia):

Seja f : [a, b] ! R uma função contínua tal que f(a)f(b) < 0. Definimos sequências (an), (bn) e

(pn) da seguinte maneira:

a) Para n = 0, definimos a0 = a, b0 = b e p0 = a0+b0
2 .

b) Para n � 0:

i) Se f(an)f(pn) < 0, então an+1 = an e bn+1 = pn e pn+1 = an+1+bn+1

2 .

ii) Se f(bn)f(pn) < 0, então an+1 = pn e bn+1 = bn e pn+1 = an+1+bn+1

2 .

iii) Se f(pn) = 0, então achamos uma raiz. (Na prática, se isto ocorrer paramos o método e pouco

importa como definimos am, bm e pm para m > n. Para fixar notação e para o Teorema 4, é conveniente

definir am = an, bm = bn e pm = pn para todo m � n, se f(pn) = 0).

Observação 3. A condição f(a)f(b) < 0 equivale a dizer que os sinais de f(a) e f(b) são opostos, ou

seja, ou temos f(a) < 0 e f(b) > 0, ou temos f(a) > 0 e f(b) < 0. Não é difícil concluir que uma

e somente uma das condições i), ii) e iii) pode ocorrer. De fato, pela construção acima, os números

f(an) e f(bn) têm sempre sinais opostos. Logo as condições i), ii) e iii) comparam o sinal de f(pn)
com os de f(an) e de f(bn).

Teorema 4. Seja f : [a, b] ! R uma função contínua tal que f(a)f(b) < 0 e (pn) a sequência

construída pelo método da bissecção. Logo existe p 2 [a, b] tal que

i) f(p) = 0. (p é uma raiz de f)

ii) |pn � p|  b�a
2n+1 . Em particular, limn!1 pn = p.

Observação 5. O teorema acima mostra que o método da bissecção sempre converge para um zero de

f , mas não implica que este seja o único zero de f em [a, b]. Podem existir outros. A Observação 2

nos fornece algumas condições suficientes para a unicidade.

Observação 6. Cuidado com as convenções! Em alguns livros (como o Burden e Faires), as sequências

começam com p1 = a+b
2 ao invés de p0. Com essa convenção temos |pn � p|  b�a

2n .

1


